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AVERTISSEMENT. 
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Dans  ravertissement  en  tête  du  Calcul  différentiel, 
j'annonçais  comme  prochaine  la  publication  du  Calcul 
intégral  ;  mais  aloi:s  je  ne  comptais  pas  m'étendre 
autant  que  je  Tai  fait  sur  quelques  doctrines  telles 
que  les  solutions  ou  intégrales  singulières ,  le  Calcul 
aux  différences  partielles  et  celui  des  variations  ;  je 
me  proposais  même  de  renvoyer  jsur  le  Calcul  aux 
différences  finies  au  grand  Ouvrage  de  M.  Lacroix , 
sous  ce  titre  :  cependant  j  ai  pensé  qu'ayant  traité 
le  Calcul  différentiel  avec  quelqu'étendue ,  je  devais 
donner  au  Calcul  intégral  qui  fait  suite ,  une  étendue 
proportionnée/ Ainsi  mettant  à  profit,  les  recherches 
de  MM.  Lagrange ,  Laplace  ,  Legendre  ,  Monge , 
Prony  et  de  quelques  géomètres ,  l'ouvrage  cité  de 
M.  Lacroix  \  et  la  dernière  exposition  du  Calcul  des 
variations  ,  telle  qu'on  la  trouve  dans  les  vingt- 
unième  et  vingt-deuiticme  leçons  du  Calcul  des  fonc- 
tions, et  dans  le  tom.  !«''.,  i*^*.  partie  ,  section  IV,  de 
la  Mécanique  analytique ,  par  l'illustre  M.  Lagrange  , 
j'ai  fait  un  traité  mieux  assorti  au  Calcul  différentiel, 
et  plus  profitable  aux  lecteurs  qui  ne  veulent  pas 
s'en  tenir  aux  simples  élémens  de  ce  calcul. 
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vj  AvEIlTlSSEnrcNT. 

Le  dernier  des  vingt  chapitres  de  l'ouvrage  , 
qui  traite  des  intégrales  appellées  Eulériennes ,  par 
\M.  Legcndre,  est  extrait ,  à  quelques  développemens 
5)rès ,  de  Texcellent  ouvrage  que  vient  de  publier  ce 
gébmètre  ,/  sous  le  titre  di  Exercices  sur  le  Calcul 
intégral,  et  dont  j'ai  encore  profité  à  Foccasiou  des 
quac^atures. 

J'ai  aussi  consulté  avec  fruit  le  traité  de  Calcul 
différentiel  et  intégral  deM.  Dubourguel,  professeur 
de  mathématiques  spéciales  au  lycée  impérial, 

La  tâche  que  je  m'étais  imposée  serait  remplie , 
si  le  cours  que  je  viens  de  terminer,  n'offrait  des 
imperfections,  peut-être  en  grand  nombre,  que  je 
ferai  disparaître  à  mesure  que  je  les  remarquerai  ou 
qu'on  me  les  fera  connaître  :  je  dois  déjà  à  la 
bienveillante  amitié  de  quelques  professeurs,  d'excel- 
lentes observations  d'après  lesquelles  j'ai  amélioré 
les  deux  sections  de  l'algèbre ,  le  recueil  de  théorèmes 
et  de  problèmes  qui  fait  suite  aux  réciproques ,  et 
la  géométrie  analytique  que  j'ai  entièrement  refaite  : 
je  solliciterai  donc  au  profit  des  autres  parties  ré- 
cemment publiées,  cette  critique  franche  dont  je 
profiterai  avec  autant  de  docilité  que  de  reconnais- 
sance. 
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CALCUL   INTÉGRAL. 


CHAPITRE    PREMIER. 

Intégration  de  quelques  expressions  différentielles 
du  premier  ordre  à  une  variable. 

Le  calcul  intégral  est  l'inverse  du  calcul  difTérentiel  :  il  a 
pour  objet  de  remonter  des  fonctions  et  des  équations  déri- 
vées à  leurs  primitives  ou  intégrales  ;  la  solution  de  ce  vaste 
problême  est  encore  très-incomplette. 

Nous  rappellerons  d'abord  que  /x  et  Fx  étant  deux  fonctions 

primitives  d'une  même  dérivée  y'  =  -j^  y    ces^  fonctions    ne 

N  QX 

peuvent  différer  que  par  une  constante  (jCalc,  dijf,^  chap.YlII). 
Ainsi  l'addition  d'une  constante  complette  l'intégrale. 

£n  inversant  les  règles  principales  de  la  différentiation,  ^on 
obtient  autant  de  règles  à  suivre  dans  l'intégration. 

Les  lettres  J  et  d  indiquant  des  opérations  contraires ,  se 
détruisent  lorsqu'elles  se  trouvent  ejQ^emble  «n  avant  d'une 
fonction  variable. 

I 


a  Leçons 

Nous  considérerons  d^abord  les  expressions  diflerentiell^s  du 
premier  ordre  à  une  seule  variable ,  ou  le  coefficient  différen- 
tiel correspondant ,  puis({U«  de  -^ —  =/«?  »   on  déduit  la  dif- 

férentielle  dy=da:.yx. 

La  plus  simple  de  ces  fonctions,  étant  a;"*,  nous  poserons 
d'abord 


^=:«^,     d'on  dj^  =  a;"»  d*. 


Pour  repasser  à  la  fonction  primitive,  il  faut  inverser  la  règle  de 
la  différentiation  donnée  {Cale,  diff. ,  chap.  III  ) ,  c'est-à-dire  , 
!♦.  augmenter  V exposant  m  d'une  unité;  a*,  âinser  par  le 
produit  de  cet  exposant  ainsi  augmenté  d'une  unité  ^  par  dx.  On 
trouve  ainsi , 

y=::fx^dx=        '        oî--^»  +  C....(i)  , 

m  -j-  I 

C  désignant  la  constante  qui  complette  ou  qui  généralise  l'in- 
tégrale, puisque  quelles  que  soient  d'ailleurs  sa  valeur  et  sa 
forme  y  elle  disparaît  par  la  différentiation.  Pour  m  =r  —  i  , 
on  txouye  ^  =  oo  ;  mais  alors  la  différentielle  proposée  est 

dy  =  —  ,     d'oti  ^.  =  /a?  +  /C  =  îCx, 

/  indiquant  un  logarithme  népérien  (^Calc.  diff, ,  chap.  IV)  ,  et 
IC  représentant  la  constante  qui  disparaît  toujours  par  la 
différentiation. 

Si  dans  une  question  donnée,  on  doit  avoir  ^;=o,  pour 
a?  =  ^,  l'intégrale  (i)  donne  alors,  pour  la  détermination  de  C^ 
cette  condition, 


+  C,     d'où  Ct=  — 


t 


en  sorte  que 

•^  m  +  i  ' 
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rhypothise  m  :z=:  — -  i  réduit  cette  intégrale  à  —  qui  admet  une 

Valeur  vraie  ;  en  eflet ,  en  posant  m  -f-  >  =  ^  9  nous  avons 
trouvé  pour  r  =  o  (Ca/c.  âiff. ,  chap.  X  )  , 

On  observera  que  l'intégrale  (i)  a  lieu  dans  tous  les  autret 
cas  de  l'exposant  m. 

Puisque  la  différentielle  d'une  somme  de  fonctions,  est  la 
somme  àt.s  différentielles  de  chacune  des  fonctions  {Cale,  dijf.j 
chap.  ni.  ) ,  nécessairement  l'intégrale  d'une  somme  de  diffé- 
rentielles ,  sera  là  somme  des  intégrales  de  chacune  des  difféfen'- 
tielles.  Ainsi  la  différentielle 

dy =iaa:^  djc  -|-  hs^  àx  +  txi^  àx  +  etc., 

aura  pour  intégrale , 

>  =  C  -I ^ —  «'""♦•'-} *«+»  +— ^ —  «P**"»  +  «te. 

•^  '    m  +  i  it-f-i  P  +  ^ 

On  n'écrit  qu'une  constante,  parce  que  les  colistantes  in- 
troduites par  chacune  des  intégrales,  se  combinant  par  addition, 
n'en  feraient  qu'une. 

Pareilleoiicnt 

f{PAx  +  Qix  +  Ràx  4.  etc.  } 
=  C  +/  Pdx  +  fQix  ^/Ràx  +  et% 

P,  Qj  R^  etc.  éunt  des  fonctions  ratîonfielles  et  enftires  de  k 
seule  variable  x» 
Pour  intégrer 

d^  =  (  a  -f-  ^«  )"*  Ma? , 

il  serait  naturel  de  développer  (  o  -}-  ^ar  )"• ,  et  d'intégrer  en 
particulier  chaque  terme  multiplié  par  bâx  :  mais  si  ce  n'est 
dans 'le  cas  de  m  nombre  entier,  l'intégrale  sera  une  série 
infinie.  Cependant  on  aperçoit  aisément  que  quel  que  soit 
l'exposant  ,    la  différentielle   proposée    est  réductible    à   uiH 


\ . 
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différentielle  monôme  ,  en  posant 

a  -}-  bxz=:  z^     d'où  bàx  =  dr  , 

ce  qui  donne  la  transformée, 

{a  +  bx)""  bix=zz'"dz; 
en  sorte  que 

On  observera  que  cette  réduction  est  due  à  ce  que  le  facteur 
bdx  est  la  différentielle  exacte  du  binôme  sous  l'exposant  m  ; 
e}le  aurait  encore  lieu  à  l'égard  de  la  différentielle 

dj^  ==  (  a  +  bx^"*J'dx  , 

en  posant  toujours 

£*  -}-  bx  t=z  ,     d*où  bdx  =  dz  ; 

ci  qui  donne  pour  transformée 

/ 

dr  =  —-  z^'dz  p 
à 

qui  a  pour  intégrale 

Dans   cet  exemple ,   le  multiplicateur  Jdx  est ,  à  un  facteur 
constant  près ,  la  différentielle  du  binôme  sous  l'exposant  m  ; 
et  la  réduction  à  une  différentielle  binôme  a  encore  lieu. 
Considérons  la  différentielle  plus  composée 

dj  =  (ûx  4-  bx""  +  cx^)""  {a  -^  2bx'{'3cx^)  dxy 

m  étant  un  exposant  quelconque  ;  il  arrive  encore  que  le  fac- 
teur (  û  +  2ibx  -f-  3cx")  dx  est  la  différentielle  exacte  du  tri- 
nome  sous  l'exposant  m,  en  sorte  qu'en  posant  encore 

z  =  ax  -^  i^oî'-f-  cx^ ,     d'où  ds;  r=  do?  (a  4-  ^^^  +  3cx*)  f 
on  a  pour  tiansb^rmée 

dy  =  z'^dz , 
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et  en  intégrant 


•      .  r 


y  = \ ;e'»-^'+C= î (ax +  5x^4.  «')'"+« +  C. 

On  sait  donc  intégrer  la  différentielle 

dy=X'"dX, 

quelle  que  soit  en  x  la  fonction  X,  parce  que  dX  est  la 
différentielle  exacte  de  la  fonction  sous  Texposant  m.  Lorsque 
m= —  I  , 

pKràX=r^   =  Z.  ex  y 

l  indiquant  un  logarithme  népérien  et  C  la  constante. 
Ainsi  la  différentielle 

5 

dy=(2flx  —  xx)^  {a  —  x)  dx  , 
se  réduira  à  une  différentielle  binôme ,  sous  l'hypothèse 

5 

2ax — xx=-c',  d'où  (a  —  x)dx  =  zd7y  (2âx — xx)*=rz% 
et  on  aura  pour  transformée 

5 

(  2  ûx  —  XX  )*  (û  —  x)  dx=r  r*dr  ; 
de  sorte  que 

7 
^7  (  *>  £ZX  ~"^  XX  1  * 

(aox — x*)*(a — x)dx= ^-C= — ^^ -4-  6'. 

7  7 

On  observera  donc  que  l'intégrale  précédente  est  le  produit 

d'un  coefficient  numérique  par  le  facteur,  sous  l'exposant,  élo.vc 

à  une  puissance  augmentée  d'une  unité.  Il  s'agirait  donc  de 

découvrir  le  facteur  numérique.  A  cet  effet ,  on  posera 

/*(2flx  — X*)*  (û'— x)  dxz=.  A  (aûx  —  xx)â  -f-  C, 

A  étant  un  coefficient  à  évaluer  :  en  différentiant  de  part  et 
d'autre ,  on  trouve 

.6  7  ^ 

(aûx— xx)*(a  —  x)dx=3— ^  (acx  — xx)*(2û  —  2x)  dx  ; 
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on  a  donc  ces  deux  équations  de  condition 

û  =  7  -^^  »     I  =  7  -^  f 

qui  s'accordent  à  donner  ^== — ,    et   on  retrouve   Tint^rale 

7 
précédente. 

Prenons  en  second  lieu  ,  la  différentielle 

dy  =  (aojF  —  a?')*  (54BJ  —  a;)  djr, 
et  posons  comme  ci-dessus  , 

/"(aux  — «*)»  (5tf-^jç)dic  =  y^(a4ïiiP  — xjc)à  ; 

en  différeotiant  et  comparant ,  on  trouve  en  même  tcms  ces 

deux  conditions  ji^izi,  A^=z-^  qui   ne  peuvent  coexister  ; 

d'où  l'on  conclut  que  la  proposée  n'est  pas  intégrable  exacte- 
ment ,  ou  que  son  intégrale  n'est  pas  toute  entière  comprise 

dans  A  i^ax'^  xx  ^  :  la  détermination  ^  =  -=-  donnerait 

3  .  5 

f{sLax—x^y(,Sa  —  x)àx=    V^^  — ^')^ 

5 

intégrale  inexacte ,   et  qui  a  pour  complément ^ 

^  / aàx  (^:iax — xx^^  \  c'est-a-dire  ,  un  multiple  de  l'inlé^ 
grale  du  premier  terme  de  la  différentielle  proposée.  On  aujrait 
donc  pu  supposer 

a^ax  —  «*)»  (5fli  —  x)  àx  =  A(^2ax — xx)'' 

-{-  Bjaàx{2,ax — xx^^  ^ 
en  différentiant  et  comparant,  on  trouve      ' 

5  Aa  —  5  Ax  -f-  Ba  =a  5  a  • —  x  ^ 
équation  qui  se  partage  dans  celles-ci , 
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qui  donnent  As^-^y  B=i  ^,  déterminations  qui  font  trouver 

la  véritable  décomposition  de  Fintégrale. 
La  différentielle 

4r=:- -, 

ne  rentre  dans  aucune  de  celles  traitées  jusquMci.  Cependant 
sous  l'hypothèse 

a  —  x:=:it  y     d^ou  j:  =  a  — -  / ,     dx^cr  -—  dt , 

2ax  —  XX  =  a* —  V  ; 
elle  devient 

tàt  —  adt  tàt  ait 


dy  = 


le  premier  terme  tàt  (û*  —  if')'~î  est  le  produit  de  deux  fac- 
teurs, dont  l'un  tàt  est  la  différentielle  exacte  du  binôme  sous 
l'exposant  dans  l'autre  facteur,  et,  d'après  ce  qui  précède,  ce 
premier  terme  peut  être  regardé  comme  intégré.  Quant  à  l'autre 
aàt 


TT^ 

(a*  — /')» 


on 


fera 


z    '  r» 


•I 


^  -J        a^  (zz  —  aa  )  » 


^3 


odf  zàz  ,    ,  .  — J 

2f=- — .  =  zdr(zz  — ûû)        , 


transformée  qui  tombe  dans  le  cas  de  la  précédente. 
Considérons  ta  formule  différentielle  plus  générale 

àyz=:Xàx  (0  +  ^^)"*, 

m  étant  un  nombre  quelconque  ,  et  X  une  fonction  de  la  seule 
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variable  x  ;  on  posera  ' 

1 

1 

{a-^hxy^zzzz^      d'où  xi 

I 

flr-     '' 

-    b    ' 

mb 

et  on  aura  la  transformée 

4r  =  - 

I 

mb 

1»— w» 

z  "•    dr 


Or ,  si  X  est  une  fonction  algébrique  ,  rationnelle  et  entière , 
l'intégration  de  la  proposée  sera  ramepée  à  celle  d'une  suite 
finie  de  différentielles  monômes.  * 

Si  m  est  un  nombre  négatif  — m,  et  si  de  plus  Xsa:*^, 
on  aura  la  différentielle 


ày  =  A. 


I 


(^a+bx)"* 

f  n  posant 

'  z  ——a  I 

^'i'bx'^nzz^    •  d\)ù  x  = r — ,       dar  =  — dz; 


b 


on  aura  la  transformée 


(ly  = ._i i ; 

or  n  étant  un  nombre  entier,  on  développera  la  puissance 
(  z  —  <i  )" ,  puis  multipliant  tous  les  termes  par  dz  et  divisant 
par  z^j  on  aura  une  suite  de  monômes  à  intégrer.  Pour  72  =  S. , 
m  =  A  ,  la  transformée  précédente  donnera 

dy  c=  -T7-  <  «d-r  —  3  adz  -|-  3  û' —  o^r—  '  dz  >  j 

dont  l'intégrale  est 

A    {  z"*  ) 

j^=-7T-  < 3az  +  3a'Z.r  +  a'z""'  >  +  C, 


\ 

\ 


DE  Calcul  intégral.  9 

en  remplaçant  cr  par  sa  valeur ,  on  obtient  enfin 

y=  4^\—  (a  +  bxy  —  3a(^a  +  bx)  +3aH  (a  +  bx) 

+  a^  {a+bxy-^  +  C. 
Si  ('on  avait  à  intégrer 

Ax'^àx  +  Bxvàx  +  Cx^àx  -4-  etc. 
^~  (a  +  bx)"^  ' 

après  avoir  séparé  la  fraction  en  autant  d^autres  qu^il  y  a  de 
termes  au  numérateur,  on  opérerait  sur  chaque  fraction  en  parti- 
culier comme  nous  venons  de  le  faire  sur  la  fraction  individuelle 

jix"dx 
(a  +  bx)"'' 

II  sera  facile  de  ramener  la  différentielle 

,  xàx 

yi-^-x —  K  i-f-o; 
à  une  suite  de  différentielles  binômes;  car  sous  rhypolhè^c 

1  -4-  a?  ==  z^ ,     d'oii  xdx  =  6  (z^  —  i )  *'dz , 
elle  devient 

dont  rintégrale  est  facile  à  trouver. 


lo  Leçons 


CHAPITRE    II. 

De  r intégration  des  fractions  rationnelles. 

Étant  donnée  une  fraction  rationnelle 

N         o  +  fl'jc  +  a<'«*  +  etc. 


D  (a?  —  <e)  (^  —  «').... 

dont  le  polynôme  numérateur  est  d'un  degré  moindre ,  au 
moins  d'une  unité,  que  le  polynôme  dénominateur,  et  dont 
les  facteurs  du  dénominateur  sont  inégaux,  réels  ott::, imagi- 
naires ,  nous  avons  démontré  (  Cale,  diff. ,  chap.  X  )  la  décom- 
position 

où  Af  A%  A^.  • . .  sont  des  fonctions  de  a,  a'  ••••«,  «',  etc.  ; 
en  sorte  que 


f-^=^/-^+-/-^ 


+  etc. 


Or  le  numérateur  de  chacune  des  différentielles  sous  le  signe  y 
dans  le  second  membre  ,  étant  la  différentielle  exacte  du  dé- 
nominateur ,  chaque  intégrale  est  le  logarithme  népérien  du 
dénominateur.  On  aura'^donc 


/ 


Ndx 


D 


Exemple  !•'.     Intégrer :   quoique  le  facteur  du  àx 

X  """"^  I 

ne  soit  pas  rationiiel ,  .on  peut  le  rendre  tel ,  en  posant 
«  »  =  * ,     d'où  0?  =  z»     et    d«  =  a  jrdr  ; 
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alors 

= • —  =  2  d?  4-  — -s=  adr  +  —  —  — ^-., 

^ — 1        z*— 1  zx — I  r — I         z+i  ' 

et 

Exemple  II.     Intégrer 

J?dx 

équation   dififérentieile  d«  la  chainette.  £n  posant 

^  •  zz  —  1  '  (rz  —  i)* 

on  a  pour  transformée 

dr;=  — a^  ■  , 

et 

I 

en  cumulant  — -  ZJ?  dans  la  constante  IC.  Or ,  on  sait  dans  cette 
question 9  qu^à  x=z  o  doit  répondre  jr  =  o  ;  on  a  donc ,  pour 
déterminer  ICy  cette  relation 

iC  =  ~  J5/J5. 

Ainsi  en  prenant  le  radical  avec  le  double  signe  «  on  obtient 
cette  équation  finie  de  la  courbe 

j,yj  B  +  x±:\/x*  +  :,Bx\ 
Exemple  III.     Intégrer 

4r= 


\^i  + 
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en  posant 

y  i-^xxz^zi  +  xZj     aoua:= ,    d«=: — r— » 

I — zz  Çi — z*y 

on  a  la  transformée 

qr= 9 

zz  —  I 

dont  on  sait  trouver  Pintégràlt. 
Exemple  IV.     Intégrer 

dy  =  (  V'^+x\/lc+x*)  dx    . 

X  -{^\/  X  ^ 

dans  Phypothèse  xi!i=:Zj  cette  difïerehtielle  devient 

_I2  (z4  +  z»8+z»4)r"  dr_    12  (^z9  +  z^^  +  z*9)  dz 

javant  de  procéder  à  l'intégration,  on  observera'  de  continuer 
la  division  du  numérateur  par  le  dénominateur ,  jusqu'à  ce 
qu'on  parvienne  à  un  reste  dans  lequel  -le  plus  haut  exposant 
de  z  soit  moindre  qu'au  diviseur. 

Exemple  V.     Intégrer  la  différentielle 

ds 
dtz=z — =.; 

{q  —  rs^V^f^s 
où  Çj  r,  ç  sont  des  constantes.  Sous  les  hypothèses 

—  =  m» ,     5;=  j^* ,     d'oii  ds  =  zydy  ; 

la  proposée  devient 

àe=—^^~      ^  ^^ 


_       ^ 4r 
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dont  Pintëgrale  est 

ExempU  VI.     La  différentielle 

àk 

où  n  ,  (p  et  r  sont  àt&  constantes  ,  se  transforme  dans  celle-ci , 

—  dr  —  I  dz 

d/= = —= 7==-* 

rzy2.n<ç{i — r)        r  K  a»<p      zyi — £ 

par  rhypothèse 

tf^'**  =  ;r,     d'où  dÀ  = ; 

or,  en  posant 

I  —  z  =  XX  ,       d'où   dz  =  —  SLxàx  j 

celte  transformée  devient 

2  do: 

d/= .  , 

r  V^2  »<p       ^  —  a;ap 

dont  l'intégrale  est 

•  r  V/:i  n  <p    (  i —  y/i  — t — '■*J 

Ces  deux  dernières  différentielles  sont  encore  données  par 
des  questions  de  mécanique. 

On  a  vu  (  Cale.  diJJ. ,  chap.  X-)  que  deux  fractions  telles  que> 
celles-ci , 

A  A 


a;  +  ie+/3V/ — i  «  +  « — /S  v/— i    ' 


i4  LÈçoifs 

dont  les  dénominateurs  sont  des  facteurs  imaginaires  conjtiguéà^ 
se  réduisent  à  la  fraction 

G  et  ^  étant  deux  coefBciens  réels  et  connus  ;  ce  qui  fournil 
ie  moyen  de  substituer  une  intégrale  réelle  à  la  somme  de)^ 
deux  intégrales  logarithmiques  imaginaires 

p        Aàx  p       ^'^^ 

£n  effet ,  en  posant 

»  '\-'  cL=iZ  ^     d'où  do;  =  dr , 

i  G  "^  K.X  ^  dwC 
on  aura  pour  transformée  de ; — - — ; ^  • 

(G^l^a)d^     '^     zàz      ^^,       àz  zAz 

zz  +  fifi      ^       ^z+fifi  *^+À8  zz+làfi. 

hG'  =  G—Ka.  Or 


ou 


J     2    zz  •{•  fifi        a    -, 

/r»iz 
Çi  ^  —  —  /         ^         ~^'     T    (^U      ——\ 

zz  +  fi$  ""  »f     •     zz  (8   "'^\**'^— fij' 


Sans  un  cercle  dont  le  tijon  est  l'unité.  Donc 

G—K, 


xarc(tang  =  (^)). 

'                           .                 .            .         ,      (i — x-\'Xx)dx 
Exemple  I"^  Soit  la  fraction  rationnelle- — ; — r-r — ; rJ 


\ 
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on  posera 

i^^x  +  xx  A  G-\'Kx 

3  I  I 

d^où  on  conclura  >^  s: — «     (y= •    A^=:— — ,    ce  qui 

a  a  2 

(lonnera 
(i — X'\-xx^àx         3      dx  I      xàx  i        àx 

donc  la  proposée  a  pour  intégrale 

3  I  I 

—  /(i  +  a?)  — —-/  {x-^-xx) arc  (tang  =  a:)  +  C 

Exemple  IL  Essayons  de  convertir  en  une  fraction  rationnelle 
le  coefficient   du  Ax  dans  la   difTérentielle •  • 

dx 
d/  =  —  .  En  multipliant  numérateur  et 

dénominateur  par  V^i  J^xx  -{-  \/i  — xx  ,  on  aura  d'abord 
1    djc  {/i  ^xx  ' dx  V^i  —  XX 

HXX  2.  XX 

A  l'effet  de  faire  disparaître  les  radicaux ,   on  posera  pour  le 
'premier  terme 

yi-i^xx=zzxj     d'où  x=: 

y  zz  —  I 

j                    zdar  A  z 

ax=— i -.,       |/i-j-xx 


2/  ?         r   *  "T  •*•*  —      y  ~  7 


{zz — i)*  V  z^  — 


I 


tt  pour  le  second 


V  I  —  xx  =  /x,    d'oiix  =  — =- , 
j  /d^  ..  t 


37         r    * — •-'•^    —  —7^. ? 


(«  +  i)»  v/«  + 
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donc  »• 

4    '  zzdz  ttàt 

'^~'^  n  iz£  —  i)~  a  (  /i  +-  I  )  ' 
dont  l'intégrale  énoncée  en  x  est 

arc  f  tang  =  — ===-  i  • 

Ufest  cependant  nécessaire  de  savoir  comment  on  répasse  dé 
l'intégrale  en  logarithmes  imaginaires 

à  une  intégrale  réelle.   l)'aLord  sous  l'hypothèse  jc  +  a  =  ^ , 
d'où  dar  =  dz,  on  a 

/*         Aàx  p       A'dx  _  p        Aàz 

mais  {Alg.\  a*,  sect.  ) 

/(^zbffV  — i)=/r±wV-i. 

r étante  v^J-P^  et  w  =  arc  f  cos  =  —  j  :    ainsi  l'intégrale 

précédente  devient^  (Jr-^-w^  —  i)-i-y^' (Zr-r-w  y/ — î)+^5. .  . 
mais   d'ailleurs  {Cale,  diff,^  chap.  X),    ^r^P-f-Çy/""**» 
u4'=P—  Çy^  —  I  :  donc  l'intégrale  précédente  devient  : 

2(PZr— Çi/)+C«:i/pZ  V/ii+Âi)-Ç.arcf  cos  =■■       "^       M -t-(?  ' 

i  \  \/zz+fi^Ji^    •' 

=  :i  |P/  \/zz+fifi)  -  Q.arc^sin=.  ■    \\  ^  CT 

OÙ  il  faut  remplacer  z  par  x-j-'  a,. 


DE  Calcul  intégral.  ly 

Exemple.  Appliquons  ce  qui  vient  d'être  dit  à  la  transforma- 
tion des  intégrales  imaginaires  données  par  f^  ■  .  On  a 
trouvé  (  Cale,  éijf. ,  chap.  X  ) 

3/— '+V/  — ^\  ~        6       "a^à^       '" 

donc 

p__J^       />=__J n—         V^^ 

6         ^  a  ^  o  a 

Faisant  ces  substitutions  dans  (i)  et  (2)  ,  et  observant  que 
c  =  — '  9  et  que  le  sinus  étant  négatif,  Tare  le  devient  en  même 
temS|  on  trouve 


/^  =  T^C-0-|i^]/(.H) 


^3 


K(^+i)- 


t'('-o-U'K('+t)' 


4 


■^■pl'^f  "«+7-7======  )>+^- 


K(^+t)+t 


4 
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Mais  on  a 

-r  arc  (      cos  = 


V^        V  V/a:>  +  a;+i 


-V3 


= 7-5  arc  [     tang  £= 


V^     V       -     .+^ 


^ 


I 


a:  -{ \ 


arc  [     tang  = 


]+c-^~ 


En  représentant   C  —  -y^  —  par  la  constante  6',  on  obtient 
donc 


I 


(G4'Kx)àx 
Au  lieu  de  la  fraction  - — \ — -^ —, 9    o«   pourrait 

X^  -J"  SLotX  -^  a^-f-  fi^ 


jde  Calcul  intégral.  19 

Remployer  celle-^ci 

(G  +  Kx)dx       _  {G  +  Kx)dx 

a:* — 2fx  cosf  -^  ff  (x — ^  cos  (p)*  +  p' sijT*^  * 

car  en  posant 

X  —  p  cos  <ç  =  z  j     d'où  dxz=zdzj 

on  ramène  la  proposée  à  celle-ci 

(G  +  KfCos(P'hKz)ilz  _    G'ùz  Kzàz 

zz  -f  f  sin*  (p  "^  zz+^fi       ^«-i-i£/3  ^ 
en  faisant 

64-X'pCQS(p=GS  f'sin»ç>  =  ^/8  ; 

or 

dz  '  , 

&    P     z  G'        /  z\ 

en  sorte  que 

p       {G-^Kx)àx  rr,   ^/r T^ï 

On  pourrait  encore  faire   dépendre   l'intégrale  de 

— ^^ — "^ de  l'intégrale  de  la  différentielle  plus 

x*  —  apx  cos  (p  4- pp 

uX 

simple  ■  .  En  effet,  si  l'on  pose 

jc*  -—  2px  cos  <p  4-  pf 

/  (  XX  —  :ifX  cos  (p  -j-  pp )  =  ^-^9 
/indiquant  un  logarithme  népérien  ,    et  qu'on  prenne  de  part 
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et  d'autre  la  dlfTërentielle,  on  aura 

(  2x  —  2f  cos  <p)  dx         dr 

— ' ^ — ; =  — } 

XX  —  ZfX  cos  ^  +  pp  ^ 

et  de  là 

xàx  I    dz  ,  dx 

= *-•  cqs(p  ^  ,      'j 

XX — 2fxcosç>-\-ff  7.    z  ^      a?a?— apoîcos^-f-pp 

conséquemment 
et 


1 — 1 i = I-CG+Kfcosç) ^. —  f 

» — apxcoscp  +  pp       3L  z    '  ^  ^  XX — a^aîcos^+pp 


/»     {G+Kx)àx  K   ..  ,      . 

— i^— !- il— j =  —  /  (ara:  —  apx  cos  (p  +  pp) 
apjc  —  2fx  cos  ^  +  Pf         ^ 

+  (G  +  iSTpcostp)  /" ^^ —  : 

T-  V        I        r         Tyy  jpa^apaîCOSÇ+pp 

£da; 
L'intégration  des  fractions  de  la  forme  r r-  f    J^^  étant 

une  constante  ,  ne  présente  pas  de  difficultés  :  car  en  posant 

a;  — i3=:r,    d'oùdx=dz, 

V  .       dz 

on  les  ramène  à  celle-ci  B  —  =;2^z""'*  dz  qu'on  sait  intégrer. 

Exemple  I*^     Proposons-nous  l'intégration  de 

dx 

*■  ■  ■    ' ■    ^*  I 

a;(i-f-*)*  (i+«  +  a;a?) 
conformément  à  la  règle  {Cale,  dijf,,  chap.X),  on  devrait  poser 

ï  A  B        ,    S'  G+Kx 

ar(i  +  x>»  (i+x-j-ara?)        x        (i+«)'       i+o?       i+or+a;» 

et  évaluer  par  le  calcul  ^différentiel  les  indéterminées  A,Bj 
B'j  G  et  K  ;  mais  il  sera  plus  expédilif  dans  ce  cas  et  dans 
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un  grand  njnibre  d'autres  ,  de  réduire  les  fractions  partielles 
au  même  dénominateur  ,  qui  sera  celui  de  la  fraction  donnée  , 
et  de  comparer  ,  opération  qui  donne  v 

dar  ^  dx      (2X-^S)^x  ardx 

Il  abord  on  intégrera  —  «  en  posant 

t  4"  ^  =^  '^  9     ^^'où  do?  =  dr, 
ce  qui  donne         ' 

J         Z         J      ZZ  Z  ^  l+.T 

Quant  à  la  différentielle  — ; ; =  ■;  ■ ,     on 

I  -A- j;-j-aMC       /      .     I  \'   .    o 


posera 


« -| 2=2^,     d'oiidx=;dr, 


et  par  là 

arda;  /^  2d«  i       /^    d« 


/"»     arda;  /^  2d«  i       r^ 

\-\'X-\'XX  J  ,       ^  ^   J 


•:==i.  Z(«+ i.)--i^,rc(ung=-^)  , 


on  a  donc 


P  àx  1  I 

Exemple  IL     Ayant  trouvé  (  (7ûfc.  ^îiQ^. ,   chap.  X  ) ,  cette 


\ 
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décomposition 

I I  _  I      t 

ar8+«7— a/— ar^'"'  («— i)(a?+i)'jc'.(**+ i)      Tir— £ 

•   ,    i '         ,    9       i  t 


,    J I x_    (r  + Jg) 


on  en  conclut 


y 


d^  !..         ..        XI       .9t/.v 

=  — /(a;— 0— —  — ï— +  -|-Z(«+i) 


a;«-f-a(?7 — x^ — x^       8  4  ^4-ï       8^ 

+  -^ Ix—'^Hxx+i) 

2.x*  X  O 

— -  —  arc  (tang  =  x)  +  ^• 

Pour  completter  la  théorie  de  l'intégration  des  fractions  ration^ 
nelles  ,  il  nous  reste  à  considérer  celles  dont  le  dénominateur 
est  le  produit  de  plusieurs  facteurs  imaginaires  égaux,  et  comme 
on  a  démontré  (  Cale.  diff.  ,  chap.  X)  ce^e  décomposition 

N  G+Kx  G'+K'x 


G  y  K  ;  G\  i^'  •  •  • .  étant  dés  nombres ,  il  suffira  donc  de  savoir 

.     ,         ,     -       .  (G+^*)da:       .  --.  

mtegrer  la  fraction  ^ : .  A  cet  effet,  on  iûppe^ra 

X  —  €L=z  ^     d'oùj:  =  z  +  «»    dr  =  dr, 
*  et  là  proposée  deviendra  • 


/ 


(Ù+Kcc+Kz)dz^  _     Kzàz  Liz 

(zir+^/3)7  ~  {zz  +  ^^f'^  {zz^ li&)n ^ 


en  faisant  G  -f-  AVsr=  £.  Considérons  4'abord  le  terp:^e, 


\ 


DE  Calcvl  tmionAu  23 

K  SI  Ton  fait 

on  aura  à  prendre  Tintégrale 


X  = 


ii7-«         aCi— ^)  («*  +  /8^>-» 


Tenons  à  Tiatégration  de  Taulre  terme -—  :    on 

/>       dz  * 

/  ■     ■'      ,   on  ramènerait  de  la   même   manière   cetle 

y*^        dz 
— — — ^ — £;-^  :  ainsi  de  proche 

en  proche,    et  par  la   diminution  successive  de  Pexposant  q^ 

/►     dz 
■  ^    qui  est  un  arc  de  cercle  donné 
z*  -|-  ^* 

^r  sa  Ungente.  Pour  opérer  cette  réduction,  on  supposera 

y^    LAz       _  L'z  p    LUAz 

JJ  et  L^  étant  des  côeflîciens  numériques  indéterminés  qu'il 
s^agit  d'évaluer  :  à  cet  effet,  qn  différentiera  de  part  et  d^autre,  ce 
qui  fera  disparaître  les  dénominateurs ,  et  Ton  divisera  par  àz  « 
ce  qui  donnera 

équation  qui  se  partage  dans  les  deux  suivantes 
desquelles   on   tire 
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en  sorte  que 

LAg  L  z 

(2^ — 3)X     x*         dr 


/< 


Exemple.  I^a  difTërentielle  ^  • ; ■■ —  , 

dans  laquelle  f  est    la  seule  variable  ,  devient  rationnelle  et 
conséquemment  intégralile  sous  les  hypothèses 

La  possibilité  dMntëgrer  les  fractions  rationnelles  soit  çxaçr- 
tement  j  soit  par  les  logarithmes  y  les  arcs  de  cercle ,  etc.  ^  a 
engagé  les  géomètres  à  chercher  les  moyens  de  transformer  les 
radicales  en  différentielles  rationnelles.  Nous  2^vons  déjà  donné 
quelques  exemples  de  cette  transformation,  et  on  en  verra 
}>eauct)up  d'autres  dans  le  chapitre  suivant  sur  des  expressions 
différentielles  qui  se  rencontrent  fréquemment^ 
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CHAPITRE    III; 

De  l'intégration  de  quelques  différentielles 

irrationnelles  binômes. 

Intégrer  la  diJjférentieUe  x"'dx  (a  4-  bx")''»  ^  étant  un  nombre 
positifs  et  p  vn  nombre  fractionnaire. 

Si  Texposant  n  était  négatif ,  on  le  rendrait  positif  par  Thy-r 

pothès«:.<a?  r=:  — •   On  observera  qu^on  sait  intégrer  dans  le  cas 

z 

de /F,  nombre  entier  positif,  et  rnéme  lorsque^  est  fÏTictionnairey 
pourvu  qu'on  ait  /i  =  m  +  i  {Cale.  int. ,  chap.  I*'.),  car  en  sup- 
posant a  +  ^ap^"*"'  =  Ji  ^^  ****'*  iard*  =  ^     ^    et  pour 

yfày 
transformée    --7^^ — ^ — -.  Enfin  si  m  et  n  étaient  fractionnaires, 

et  qu'on  eût ,  par  exemple ,  la  difTérentielIe 

«.î  dx(«'+-te*)^, 

en  faisant  :i;  =  ^ ,  on  aurait  la  transformée  6r7dr  (a  -(*  ^-^^ 
dans  laquelle  les  exposans  sont  entiers  :  en  général ,  on  ferait 
^  égal  à  2  élevé  à  une  puissance  marqnée  par  le  produit  des 
dénominateurs  des  exposans  de  x.  Ces  préliminaires  posés ,  reve- 
nons à  la  différentielle  proposée;  on  posera 

a  4"  bx*^  m  Zj  d'où  x  =  f V^ 

X"*dxi=: .  (z  — «)"'*""^'d^  , 
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€t  on  aura  la  transformée 


Si  donc  Texposant est  un  nombre  entier  et  positif, 

on  pourra  intégrer^  ce  qui  sera  encore  possible^  sr  ce*ïn^e 
nombre  toujours  entier  est  négatif,  pnisqu'alors  la  transformée 
sera  mue  fraction  rationnelle.    , 

Exemple  P'«  La  différentielle  a^àx  (a*f*3jp*)  *  pour  laquelle 

)n=r3,Ji  =  2,/>=rî},  et '. =  a ,  a  pour  transformée 

n 

Il  ' 

'-r;  (*  -^-e)  r  *  d*,   dont  l'intégrait  eut 

Exemple  IL     Pour  la  différentielle  or^dx  (û*  +  «')^ ,  on  a 

*— ^ r=  ^  :   Sa  transformée  serait  dotic  donnée  par  la  for- 

â  ■*-  ■ 

mule  (i)  f  en  pourrait  encore  faire  a?^x^^=iz^f  en  sorte 
que 

Il  existe  une  autre  condition  d'intégrabilité  ou  de  réductî-*- 
bîlité  à  une  fraction  rationnelle.  Si  Ton  divise  sous  l'expo- 
sant p  par  a;" ,  et  qu'on  niultiplie  en  dehors  par  x^P  ,  la 
proposée  deviendra 
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ie  sorte  ^? en  faisant  toujours 

m 

iar-*»4->-=r,d'oùa+Jx^=2â:«,  ar^z=- r-,  ««  =  — !? , 


«."  ,  a 


T"*'^ 
(r^^)  « 


on  a 


(a) .  ,.far+"P  dx  (ax-''+by = 


L'intégration  pourra  donc  s^efTectuer  lorsque  — -!—  -f*/'  ^^^ 

un  nombre  entier.   Cest  sur  cette  condition  qu^on  tomberait, 
81  par  rapport  St  1^  différentielle 

x'^àx  (a  +  ha^  y^ 
on  posait 

fl+^a:"=a:"«,  d  oux"=  — -,  a:^dx= — 


■  ' 

puisqu'on  retrouverait  la  transformée  (2).  ^ 

.  ,       >?i  -f-  ï  ,'     , 

La  condition appliqua  à  la  transformée 

.    .         m  +  TO+ï  ^ -4- t  ,  .    ••    â 

devient  ^i  ou  — —  »,  nombre  qui  doit  être 

-^71  — n  '^  ^ 

entier  pour  que  la  proposée  soit  rationnelle. 

fixemple  P\     Soit  à  intégrer  «-:»  ix  (  o  +  «^  )""ï  9  on  a 


■      4 
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— — |-/)s=—  2;  en  sorte  que  la  fonnnlc  3(^'^Pàx(ax^"+h)P 

devient  x'"Jdx  (fljc""'+  i)"  1  dont  l'Intégrale  est  donnée  par  (2): 

j        p 

puis  élevant  k   1^  puissance  —  6   et  difTérentiant  ,    on  calcule 
xr-^àx,  et  on  trouve 

fx-^dx{a+x^)-l= ^  /(i— r-3)dz=C L(^+— z-») 


2a  -}-  3x^ 


fI 


X  v/(a  +  a?)' 
Exemple  II.  La  formule  dlfTérenlielle 

i^do.  rJi±ifl  Y, 

dans  laquelle  nous  mettons  en  évidence   l'exposant  fraction— 

772  4"  I 


naire  ,    devient  rationnelle 'pour 
s'en  assurer  ,  on  fera 

a'  +  b'x^ 
et  on  trouvera  pour  la  transformée 

q     zP-^^^àx  /  a'zfl — a 


n 


^=izfl 


nombre   entier  :  pour 


n     b  —  f^\  h—i/z^J         A  ^  "*"      b—b'2fl      )' 

Exemple  III.   On  ramènera   à   la   forme  x^àx\a  +  bx^'y 
la   différentielle  t 

ày  =( «4"  -2)  d-^  (  ^  4"  ^^^  +  ^^2:)^  y 
où  p  est  fractionnaire  ,    en  posant   û  +  ^  =  ^• 

Exemple  IV.  On  peut  encore  ramener  â  la  forme.  •,.••• 
ic"*dx(a+ *«")''  les  différentielles 

n  O  1 
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En  effet ,  la  première  revient  à  celle-ci  z-'ïdz  (au"— r)~».  La 
seconde  se  transforme  d'abord  dans  celle-ci 

5  j.  5 

(fl24_  z^)  iz  {az^ rr  ^)"'»,  et  en  posant  az^ ^  «^  =  x  , 

0  0 

on  trouve  la  transformée  ~  x*^  %  dx  ,   qui  est  comprise  dans 

la  formule  ,   mais  qu'on  intègre  directement.  *  ' 

11  arrive  souvent  que  les  conditions  d'intégrabilitë  ou  de  rë- 
ductibilité  ne  sont  pas  satisfaites  ;  alors  on  se  propose  de  réduire 
Vintégrale  j  c'est-à-dire  ,  de  la  faire  dépendre  d'une  autre  plus 
facile  à  obtenir ,  de  la  niéme  manière  que  nous  avons  déjà  fait 

précédemment  dépendre   / ■ de   / .  A  cefc 

effet,  on  a  recours  à  l'intégration  par  partie  dont  nous  avons  déjà 
fait  usage  (  Caîc.  dijf. ,  chap.  XI 9  note  ).  Nous  rappellerons  ici 
la  formule:  u  tl  9  représentant  deux  fonctions  cle  jp,   on  a 

d  (z/(^)  =  z/df' -^  f^dtt, 

intégrant  de  part  et  d'autre  ,  et  4aissant  fuAi^  dans  l'un  des 
membres ,  on  aura 

Pour  appliquer  plus  commodément  cette  formule ,  faisons 

a'\-' hjf^:=z^   d'où  dr=/i^x"""'da;  ;  en  sorte  que 

jc^da?  (a  +  ^x")'' =  a;"dj?.z'',  et  posant 

àv  =  «'"dx  9      d'où  V  =3 \ — p      et  u  :=zz''  z 

on  a 

JaT'àx.zf'  = •  zv — yx"*+'  rP*"*  àz 

m-|-  I  771  +  I 
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Hais  zf^  =  zV'T^.z  =  zP-^^  (fl  4- *«")  ;  4Qnc 

/pcràx.zf'=zafxr'Ax.zP^^'^bfzP-^xr'^''Ax....{li)s 
égalant  les  seconds  membres  (3)  et  (4)  9  pn  trouve 

—  tf(m+  i^/zP-'àd^àx. .  (5); 
changeant  p  —  ien/7,  tlm-\'n  en  m,  cette  formule  deviendra 

'  Si  en  place  du  ^ernier  terme  de  Téquation  (4)  9  0^  écrit  sa 
Valeur  donnée  par  (5)  )  on  obtiendra 

f^dx.zp= T.  ,  ;;  „„ .(^. 

m '-f^  l 'f'  ftp 

La  formule  (A)  fait  dépendre  ya;'"da?.zA'  de  Jx'^''^dx»zP  ^ 
par  le  seul  changement  de  m  en  m  —  n.  Pareillement ,  on 
ramènera  yi"* """do?. z''  k  Jx^'^^'*  dx,zP  j  et  ainsi  de  suite. 
En  sorte  que  l'intégrale  proposée  dépendra  en  dernier  lieu  de 
celle  de  x^'^^'^zPdx^  in  étant  le  plus  grand  multiple  de  n 
contenu  dans  m* 

La  formule  (5)  sert  à  diminuer  Texposant  du  bînome ,  de 
manière  que  si  Ton  change  dans  (£)  Texposant  p^  successi- 
vement dans  les  exppsans  p  —  i ,  p  —  2  ,  etc.  p —  ç  9  ç  étant 
le  plus  grand  nombre  entier  contenu  dans  ^^^  on  réduira  l'in-» 
tégration  de  la  proposée  à  Jx^àx.zP'^'^  9  et  d'après  la  for-- 
mule  {A)  on  ramènera  cj&tte  dernière  à  yi"*"^*'?da?.zP'"^. 

Exemple.     C'est  ainsi  que  l'intégrale  de  x^àx  (a-^-hx^)  * 

dépendra  en  dernier  lieu  de  celle  de  Ax  (a-f-^-a?*)*- 

I 

£n  dégageant  dans  ÇA)  et  {B)  le  terme  intégral  qui  se 
trouve  dans  le  second  membre,   et  changeant  m^^n  en  m 
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dans  (A)  ^  tt  p  —  i  en  ^  dans  (B)  ,  on  obtient 

Gts  formules  sont  utiles  suivant  que  l'exposant  m  ou  ;?  est 
négatif,  puisqu'alors  cet  exposant  est  diminué  sous  le  second 
signe  d'intégration. 

On  remarquera  que  la  formule  (C)  qui  se  rapporte  au  cas 
de  m  négatif ,  et  qu'on  peut  écrire  ainsi  9 

a  (i — m)  ^    ^ 

est  en  défaut  pour  m  =  i  ;  en  sorte  qu'elle  ne  peut  servir  i 
intégrer  ^ • —  -   Pour  traiter  cette  difrerentielle  ,  oa 


posera 


1 


a  +  bx^  =y  >     d'où  X  =  ^ ^ —  ; 


donc 


ix 


m 

=  d  (/*)  =  — d.Z  (/•-«)  = -Ç^  , 


X  n  y*  —  a 

et  de  là 

a?-»dx(a  +  ^x»y=r^'*-"-'djr(y>>-^)-'=-^  ^_^   \ 

Cette  formule  ^» (?»"♦■  O—'dy  (/»— û)""'  rentre  dans  celle-ci 
ap^do?  (  o  +  ha^  y.   Soient 

n=:=2,     77i  =  — I,     0=1,     i  =  — i;     />  =  — J: 
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on  aura 


ainsi ,  en  observant  que  ^'  c=:  V^i — xx  ,  on  trouve 

'formule  d'un  fréquent  usage. 

Sous  les  hypothèses  a=:i,  3  =  — i,  7ir=:&y  ;i  =  —  |^|Ia 

formule  (^)   qui  Représente  alors  Fintégrale  de 


devient  ^ 

/^     a:"da?  «"""' K  i  —  a:a;      m  —  i /^a?^""*d«       ^,^ 

Prenant  d'abord  pour   772  la  suite  des  nombres  impairs ,    on 
obtient  ces  résultats 

xà\ 


\*-^   yi  — XX 

y"    a^àx  \        ^  j ,    2     p    xAx 

—  r=s— — g;*  y  i  —  jcx -4- "r—  /  — 


^I  XX  ^  ^t/     V^i  XX 

/*    a;7da:                 i      ^ .  y 6     Z'     x^âx 
—            .  == x^yi — xx-A / — 
)/i—xx           7                            7/  yi—c 


XX 


et  en  remplaçant  les    intégrales   indiquées   dans  les   seconds 
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membres  par  leurs  valeur^,  on  obtient  ces  formules 

/»    a^àx  /  I      ,  .    1.4        .    i.2.4\.y ^ 

7î^^=-(y-^+3:l-^+7:rt)^^---+^^ 

J  {/i^xx  V7  5-7  ^'5.7 

etc. 

qui  sont  comprises  dans  la  suivante  qui  en  est  comme  le  ternît 
général,  . 

+   fi. 4.. .(ai — 2)2^'  )  ./ 
- — - — ^^^ ^ —  >  y  i — XX, 
3...(2i— i)(2i+0K 

Passons  aux  valeurs  paires  de  m ,  en  commençant  par  m  =2^ 
et  nous  aurons  cette  série  d'intégrales 

/— r=r  = «   Kl— a;a;  +  —  /  r 

/'    i'*dx  I       , ,/    "  ,     3      /*    aï'di: 

=  -— —  Jî^i/i  —  xa?  +  —  /  =r 

/»    a;<^daî  I       -.y .     5      p    x'*dx 

—  '  =  ^  —  x^  y  i  •— jc-c  4-  -jr   /  ■   '  •— — 

V'i  —  xx  6  ^J\/i  —  xx 

etc. 
Or  / —  -  tir:  arc  («/»  =  «;),  (  Cale,  dîjf, ,  chap.  IV) 

^     \/  l  XX 

et    en   désignant   cet    arc   par    A  9    les   formules   précédentes 


•  •  •  • 
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deviennent 


ar'dx 


=  —  —  X  y  \  —  XX  •\ A  +C, 


r- 

«/  y/ 1  —  XX 

J  VTZT^^  U*  +  4.6 

1.3.5    \./ .   1.3.5    -  ,  ^ 

etc. 
D'où  on  conclut  celte  formule  générale 

/»  x'*'dx  _       (  I        .      .     1(2.1  —  i)        .    ,  , 


1.3. ...  (2/ —  3)  (2/ — i)     ^  -y— 

2.4* -''C^'  —  2)2/  J 

1.3. ..  .(21  —  5)  (21  —  3)  (21  —  I  )     . 

2.4*  •••('^  —  4)  C^*  —  2)2/ 


X 


m 


àx 


Si  la  formule  à  intégrer  était  -  -  ,  on  poserait  x^=jrz^ 

•         y  rr — xx 

d'où  do;  ==  rdr  ,   x"^  =  r^z'"  ,  et  on  aurait 

/'   ar"'da:       m  Z'    '^'"^'^ 
y/r' — x^  ^   \/ \ — zz 

Il  sera  toujours  possible  d'intégrer  la  formule  différentielle 

jc'^dx 
y    c'est-à-dire  ,  de  ramener  son  intégration  à  relie  de 

vlX 

^- 9  dont  on  sait  {Cale,  difj,^  chap.  lY  )  que  l'intégrale  est 

— .  arc  r  tang  = —  j.  En  effet,  comparant  la  formule  proposée 
avec  ji;'^dx(a-|-^x"y,  on  aura  m=:2jr,  71  =  2,  ^s=  —  i,  ^=0%. 
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6  =  X  :  reportant  ces  valeurs  dans  la  formule  (^A)  ,  on  trouvera 

= a^  / .-..(BO. 

j:»  +  a»  2^ — I  y     aj'  +  a*  ^     ^ 

Ainsi  2^  étant  un  nombre  pair,  on  est  nécessairement  ramené 

dix 
à  rintégrale  de   — —  ,    comme  nous  l'avons  annoncé. 

^  x'-^à* 

I 

On  trouverait  de  même  cette  formule  de  réduction 

/x*f*''dx  x'*f  /^x^f  —  'ûx 

or'  -h  û*  2ç  J    x^-^-  a"  V      -" 

et  de   proche  en   proche   on   ferait  dépendre  Pintégrale   pro- 
posée  de  /— ^| ^  qu'on  connaît,  et  qui  est  —  /  (x»  -f.  a*). 

Exemple^     Soit  la  différentielle  — -^ ^  :   on  a   d'après  la 

X     I  'O 

formule  (JB^)  , 

/>  x^àx  x^  ^  p  x^àx 

jT'  +  a»  "4  J  x*  +  a* 

/^  x^da?  X'  ^    /^  ordx 

x'-f-a*  2  ^y  x'  +  û»   ' 
donc 

=  -7 a» ■  +  a4  Z  (x*  +  a»). 


/» 


x*4-^*        4  ^ 

On  peut  encore  parvenir  à  la  formule  {Af^  {Cale,  int,^  p.  3a) 
par  xm  procédé  qu'il  est  bon  de  connaître.  A  cet  effet,  (liffé-* 

Tentions  la  formule  x^""*  V^i — xx  ;  nous  aurons 


jpm— X  ^/j — jj.^1  «_.  ç,yj — i)x'«— »dx  y  i — ^xx — 


x"*dx 


V/i— XJî 

multipliant  et  divisant  le  premier  terme  du  second  membre  par 

Vi  — XX,  il  viendra 

.m—  a  jjp  x'"dx 


d{x"*^*  V^i  — xx}=;=(/n— i)  —  —m 


V/l XX  V/i  — 


> 


XX 
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intégrant  et  transposant ,   on  trouve 


/^  x'"àx  a;'"—'  y  i  —  xv      m  —  i    /^  ar'^-'dx 

[/l'-xx  ^  ^^  ^  V^  —  xx 


En   appliquant  le   même   procédé   à   Texpression. . ., 

^m^i  ^ xx:^\  9  on  obtient  celte  autre  formule, 

/»  x'^'àx           ar"'— »  V^:rx±i m — i     x^.r'"— 'do: 
—  = --4- / \^' 

Vxx±.x  ^  "^   J   Vxxzti 

Ces   formules  (^')   et  (E)    servent   à  intégrer   la   fraction 

x"'i]x 

y    puisqu'on  peut  la  ramener  à  l'une  de  ces 


y  a  --  bx  -j-  cx"^ 
formes , 


y  aa  ZL.  zz  y  zzzïLaa 

Pour   m=i,    la    formule  (£)    donne ..  • 


f. 


X\iX  — >— — _ 

=  y xx^i  +t^,    et  pour  772  =  0,   elle    est  en 


y  xx:1l\ 

djc 
défaut  ;  mais  alors  on  peut  intégrer  directement 


£n  effet ,  si  l'on  pose 


on  a 


àx( x-\'\/x'±.\  )         , 

—  =  dgr, 


y  XX''  :±L  I 
et 

àz  àx  (x  +  y  XX  ri:  I  )  àx 

•^  [xr\.  X/x""  ±.  i;  V^  ^x^Tj         V^OJxdfci 

donc  , 
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formule  qu'il  faut  retenir,  parce  que  celle  intégrale  se  présente 
trèis-souvcnt. 

Lorsque  Pexposant  m  est  négatif,  on  né  peut  plus  employer 

les  formules  (^A')  et  (JE  )  ;  mais  en  faisant  ar  s=  — ,  on  trouve  ces 

z 

transformées 


X^V  l  XX  V'^z  —  I 

x""  Vxx  ±1  Vi:±:zs 

D^ailleurs,   si  de  la  formule   (y^')   on  dégage  l'intégrale  qui 
est  dans  le  second  membre  ,  on  trouve 

/'x'"-"'da?        x""-'  \/  i-^xx          m        n  x^àx  ,   .„^ 

—  = --I # — izz=i----(^")» 

V^  —  xx  m^x  ^  rn—ij   y  ^^^x 

formule  qui  remplace  (-^')  pour  m  négatif.  En   effet,  pour 
J»  =  —  i  ,  elle  donne 


? 


XX 


XX 


y"*        do? V^i  —  XX         1     r       ^x 
x^  V^T^^i  ~         ^^"  ^Jx  VT^ 

pour  m  =  —  2, 

/'*        àx                      Y  i  —  XX        a     /^        àx 
x'^V  l XX  ^^  ^*J  X'^V  \ XA 

pour  m  £=  —  3  ,  • 

y'*        dx                        V^ï  — ^^    \_  ^     /^        dx 
j-^V^I XX  ^^^  ^^  X^yi XX 

et  ainsi  de  suite.  Mais  ces  intégrales  supposent  celles  des  deux 

^                         ùx                         ôx 
différentielles  — —  -,    ,    et  on  a  trouvé  la 

xyi  —  3^x      XX  \/  i  —  XX 
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première  (^Calc.  int,^  pag.  3^).  Pour  obtenir  la  seconde,  on 
fera  m=o,  dans  la  formule  (^^0  ^"^  donnera 


^/  ac 


XX 


x^V  i  — 


XX  X 


Ainsi  les  intégrales  sont  algébriques  pour  m  nombre  pair 
zzz2.q  ^  et  transcendantes  pour  m  impair ,  ou  de  la  forme 
^^  4"  ^  *  c^  effet,,  dans  le  premier  cas ,  la  condition  de  réduc* 
tibilité  (  Cale,  int. ,  pag.  27  ) 

wi  +  i  — 2^4-1  I  , 

'  +  Z7  =  ^ —  —  =  nombre  entier  = — a 

«  '^  a  a  ^ 

est  satisfaite  ,  tandis  que,  dans  le  second ,  aucune  des  deux  con- 
ditions de  réductibilité  ne  peut   avoir  lieu. 

En  second  lieu ,  si  de  CE  )  on  dégage  le  terme  intégral  dans 
le  second  membre  ,  on  trouve 


/1 


x""-"^àx  .         I  ../ — 

Vxx±.i  ^^^ 


q= /—=... .(£0- 


/: 


Y  XX  rt  I 

Pour  m  =  G ,    cette   formule   donne 

daî  y  XX  ±:  I 

=  '^  • •   pour  m  =  I  ,    elle    est   en 

x*Vxxdbi  ^ 

défaut  :  mais  nous  avons  trouvé  plus  haut  qu'en  posant  x  c=  — > 
on  avait  # 

da;  '^  z'^  —  ^âz 

«'"  Vxx rhi  V i  :±.zz 

en  sorte  que  pour  m  =  i  ,   on  trouve 

dx  -  âz 
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or  on  a  donne  {Cale.  int. ,  pag.  36  )  l'intégrale  de  —- 


Vz'  +  i 

/»      dz 
=  arc  (  sîn  =  z  )  4-  C. 
Kl  —  rz 

Intégrer  la  formule  dijjèrentielle  —        '  ' 

En  imitant  le  procédé   employé  (  Cale.  int.  ^  pag.  35),  on 
différentiera  a:"*  K  aajc  —  xx  ^  ce  qui  donnera 

d{  m"*  V^ax'—xx}  zzzmx^"'  àx  V^f^—xx  -| ^^  .     ^»  ; 

d'où 

:»'"(« — x)djc 

mnltipliant  et  divisant  sous  le  premier  signe  /par  k  2 ûj: — orx, 

réduisant ,  changeant  m  -f-  i   en  m ,    et    dégageant 

x'^àx 


/i 


,   on  trouvera 


^  ILOX XX 

xT^àx  a?"* ^  '  V^2  ûx  —  ofx 


/^ 


V^a  ûj;  —  xx  ^ 


Il  sera   donc  toujours  possible  de  ramener  l'intégrale  de  la 

,     .     /^  àx  \     g         adx 

proposée  a   #  —  —  =  —   t  —  —  :    or  ... . 

«/    1/  i  ax  —  XX  ^  <J    1/  li  ax  —  xx 


/, 


V  2.ax  —  XX  ^<J   y  a,ax  —  xx 

aàx 


exprime  un  arc  de  cercle  dont  a  est  le  rayon  , 


y  2  ax  —  XX 
«t  X  le  sinus  verse  {Cale.  dijf. ,  chap.  IV  ). 

Exemple.     Proposons-nous  d'intégrer  dy  =  ux  y   x  ^ 


^      nous 


V  fl  —  X 
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multiplierons   haut  et    bas  de  la   fraction  par  y  x  ^    ce  qui 

donnera  ày  = —  |    en  sorte  qu'en  faisant  dans  (jP) 

y  ax  —  XX       '  ^ 

/Tj  sn  I  ,  et  changeant  2  a  en  a ,  on  aura 

y=.C  -^'y  ax —  xx   -f-  arc  ( sinus  verse  z=zx): 

cet  arc  étant  rapporté  au  rayon  ss — a.  Autrement 

_  xèx  xdx  —  I  aâx  1  aàx 

dj^=  ■        '  = — >-===•  + 


\/ax  —  XX         ^ ax  —  xx        y  ax  —  xx 


or 


/- 
/- 


xàiX  —  \  aàx 

XX 


-e=—  V^ao?  — 


KûJî XX 

\:  aàx  ,  . 

^7-  =  arc  (  Ji/itt5  verse  ma?), 


cet  arc  étant  rapporte  au  rayon  =  —  a^ 

Nous   ferons   connaître  un  autre   procédé   pour  obtenir  la 
formule  (2^)  :  nous  poserons  l'identité 

x^àx  aàx  — ^  xàx     .  od^*^^  ûx 


y  :Lax  —  0:0?  K  2  oo:  —  xx  y  2  ax  —  xx 

dans  laquelle  oh  sait  intégrer  le  facteur  de  —  a?*"""*  dans  le 
premier  terme  du  second  membre  :  si  donc  on  prend  Tinté-, 
grale  ,   en  regardant  pour  -un  moment  a?'"""'  comme  une  cons- 


tante ,  on  aura 


/- 


X 


m 


do? 


—  x^'^^  y  2,  ax  — 


y  2.  ax  —  XX 


XX 


+  «  / — y  =r  +  ^.  •  •  •  (0  » 

c/      v  2  ax  —  XX 

où  la  fonction  de  x  j  représentée  par  X,   complette  l'intégrale 
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qui  n'est  pas  exacte  dans  Thypothèse  actuelle  :  à  reffct  de 
déterminer  celte  fonction  X  ,  on  différen liera  de  part  et 
d^autre  y  et,   après  les  réductions,  on  trouvera 

dA  =  2a(m — i)  izi=z=: {^ — i) 


yzax — XX  yzax — xx 

et  en  intégrant 

/*   a:'"—'dx  /*     x'^àx 

X=aû(m  — i)  /  =: (m— i)/  — 

«^^    Kaoo; — ara;  -^    yzax — xx 

Cette  substitution  faite  dans  (i)  ramené  à  la  formule  (F). 

Nous  avons  annoncé  à  la  fm  du  chapitre  précédent ,  la 
réduction  en  fractions  rationnelles  de  quelques  différen liclles 
ra<licales,  réduction  qui  les  rend  inlégrables. 

Intégrer    le$  formules    différentielles    x^'dx    y  2,  ax  rfc  xx  , 

x'"d^ 
—  '  y  m  étant  un  nombre  entier  positif  ou  négatif, 

y  ^  ox  ±  XX 
On  posera 

2a  .  4  ^-s^dr 


Y2.ax±xxT=  xz\     d'oùa?=: y    da:  =  -— 


zzq-i  (zzzpiy 

./ ; ^oz  Cia)"" 

V  2ax±xx  =  • ,      a;"*  =  -, ;:-  9 

les  substitutions  faites  dans  les  proposées ,  les  convertiront  en 
différentielles  irrationnelles. 

Exemple.     La   différentielle   àxy2.ax^xx  se  change    en 
8  û'z'dz 

On   voit   que   par  l'hypothèse   y  2  ax  :j::  x"^  =  xz  ou 

2,ax  ±x^  ^=  a:'z* ,  on  obtient ,  après  la  division  par  x  ,  une 
équation  du  premier  degré  en  a: ,  au  moyen  de  laquelle  te 
est  exprimée  d'une  manière  rationnelle  en  z. 
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Intégrer  les  formules  différentielles  x'"dx  V^xx  +  ^*  +  ^  ♦ 

x'^dx  .      ■     ,  . 

-  p  m  étant  un  nombre  entier  positij  ou  négatif, 

|/xx  4-  bx'+  c 

On  fera 

c  —  zz 


K  xjc  +  ôic+c  =  0?  + xr,     d'où  ar 


S^-'-b    ' 


^'^2Js'*àz-\'2.bzAz — 2.càz         -/ —^ — --       c-X-zz—^bz 

a^= -r AN^ >         VxX+bx-J^C^  p 

,  {J2.Z — by  2JZ'—o 

et  ces  substitutions  rendront  encore  les  proposées  rationnelles. 

Intégrer   la  formule    différentielle    x'^dx   k  aa -j- bx  i;  xx  , 
m  étant  un  nombre   entier  positif  ou  négatif,  ^ 

On  posera  V/ûû  -{-bx  zïlxx  ^=  a  -\-  z  ^    d'où   on   déduira  x 
rationnellement  en  z,,  et  la   question  sera  résolue. 

Intégrer  les  formules  différentielles  plus  générales,» 

Xdx  K  a  +  bx  -[-  cxx  ,    '  ,   X  étant  une  Jonction 

V^a-f-  bx  4"  cxx 

rationnelle  de  x. 

Si  les   deux  facteurs  du  trinôme  o  +  3a?  -{-  cxx  sont  réels  , 
«n  posera 

y  a  +  ^a?  +  cxx  =  V  (  m  +  720?  )  (/?  +  gx)  , 
et  en  faisant 


1 


on  aura 

^  r-  mzz  ,  a  (m^  —  np)  zàz 

nzz  —  q  {nzz  —  g  y 

{m  +  nx)z=z    C^/^— ^7)?  ^ 

«zz  —  q 

substitutions  qui  rendront  la  proposée  rationnelle. 

Lorsque  les  facteurs  du  trinôme  û  -|-  3a;  -f-  cxx  sont  imagî—  • 
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iiaires ,  on  fait  évanouir  le  second  terme  ,  en  posant 

et  alors  on  est   conduit  aux  transformées  Zdz  y  tz  -f-  ^'^'  i 
Zàz 

Vzz  +  W  * 

Lorsque  €  est  négatif,   on  peut  supposer 

y  a  -\~bx  —  cxx  =  y  y  u.  -{-  ^x  —  XX , 


et  sous  l'hypothèse  xz=zz  A ,   le    radical  devient 

2. 

y  1/  (a  +  -T^)  —  zzzny  V gg  —  ^^  f    cn  représentant 

I  ...  ^^ 

«  +  —  /2iS  par  gg\  si  donc  la  différentielle  est 


4  ^  a-^bx  —  ex» 

dr 
on  aura   pour   sa   transformée -^  y  laquelle  en  po- 

y  Vëë  —  z^ 

sant  z:=zgu^    devient —  x  ■.    qui  a  pour  intégrale 

—  arc  X«n  =  i/)  +  C,    dans   un   cercle  dont   le   rayon   est 
y 
l'unité. 

Lorsqu'on   a  ramené   la    différentielle   trinôme  à   la  forme 

z''*Az 

P   on  peut  encore  faire  disparaître  l'irrationiKilité,  en 


V^a*  dz  zz 
posant 

parce   qu'après  avoir   élevé   au  ^arré,  on   peut  diviser  par  ^  ^ 
et  alors  z  et  dz  sont  rationnels.   On   trouve 


2.  au  ,  ,  m'  m  I 


,      d-c  =  —  2  adu  . 


w*  ip  I  (m'  ip  i)* 
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Exemple  P^     La  dinercnlîelle  —  ■     ■»  devient 

—  ~  9   en  faisant 

V/r'»  —  ^» 

X  =:  r  —  r,      d'où   dx  =  — -dz, 

I         /            z  \       ,      I             /r— ic\ 
l'intégrale estdoncC-| arcf  cos— —  j—C-] — arccosf  — ; J. 

On  aurait  encore  pu  poser   Vr  — z^=z  r — uz  ^  ce  qui  aurait 

sdv 
donne  pour  transformée ^ ^    ^ui   a    pour    inlégrale 

C  ^^  2.  arc  (  tang  =  i/  ). 

Exemple  IL     L'équation  différenlielle  de  la  chainette 

BAx 

ày  = ) 

ynB^-i-xx 

«ous  l'hypothèse  xz=z  z  -^  JB  ,  devient 

Bâz 


âjr  = 


\/zz-^  BB 
d'où  l'on  déduit  {Cale,  int,  ,  pag.  36  ) 


y  —  Bl{x-^B±.  \/x-'  +  2.Bx}  +  IC , 

intégrale  déjà   trouvée   {Cale.  int.  ,  pag.  ii  ). 

Intégrer  la  différentielle  x'"dx  (  a  -j-  bx"  +  ^^^"  )''  ?  P  ^'^ni 
W7Ï  nombre  Jractionnaire  positij  ou^  négatif. 

D'abord  il  est  toujours  possible  de  ramener  le  trinôme 
a  +  ^x"  -[-  ^^'"  3  la  forme  a'  ^  ^'^%  en  faisant  x"  =  r  -f-  a  » 
a  étant  une  constante  indéterminée  dont  on  disposera  de  ma- 
nière à  faire  évanouir  le  term^  affecté  de  ^  :  on  aura  en  méinè 
terns  « 


X  1 

I 


a:=(z4-a)",      d'où  dx  :=  —  (^  +  «)"         àz^ 

n 
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en  sorte  que  la  différentielle  proposée  deviendra 

—  {z  +  uf^       'dz  (^a'+  b'z-'y. 

11  suït  de  là  que  lorsque s^ra    un    nombre  entier 

positif,  la  différentielle  proposée  pourra  se  ramener  à  une 
suite  finie  de  différentielles   de  la   forme   z^dz  (a'  -\-  1/^z^)p, 

On  trouvera  un  autre  cas  où  la  réduction  a  encore  lieu  ,   en 

donnant  à  x'^dx  (  a  4-  bx^  -}"  ^^"'  )''   ^^    forme • . . 

x'"''"*^"  dx  (ûa:"""  4- ^o;"""  +  c)'',  qu'on  obtient  en  divi- 
sant sous  Texposant  p  p.ir  :r"*  ^  et  multipliant  en  dehors  par 
x'^"P  :  posant  ensuite  ic"""=^-J"*  pour  faire*  disparaître  le 
terme  ^x""",  il  viendra 

ce  qui  changera  la   différentielle  proposée  dans  celle-ci  : 

(m  +  i) 

L{z  +  a)       '^  ,  izç^Jz^  +  bffy^ 

.,  -,        ,                    m  -^  T  '•^^  2np     ,  , 

et  il  faudra  alors  que  — ^  soit  un  nombre  entier 

71 

.•r                  m— I— -2  7ÎO.  , 

positif ,  ou  que   —  soit  un  ter  nombre ,  si  jn  est 

négatif. 

Intégrer  les  différentielles  polynômes  généralement  représentées 
par 

x'^dx  (  a  +  bx»  +  ex'"  +..,,+  tx'^")^  , 

dans  laquelle  m ,  n  ,  q  sont  des  nombres  entiers  positifs  ^  et  p 
un  nombre  Jractionnaire  positif  ou  négatif, 

IMous  ferons  connaître    à    cet  eifet  un  procédé  donné  par 
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M,  du  Bourguet  dans  son  Calcul  intégral.  Il  considère  la 
formule 

«••(a+ix"  +. l-far^»)^, 

dans  laquelle  «  et  a  sont  des  constantes  indéterminées  ,  et  en 
représentant  par  X  le  polyiiome  entre  parenthèse  et  différent 
fiant ,  il  trouve 

a(a;*X\)=*,a:»-'Ar.A^+Aa:-dX.X^-S    .       ' 
mais 

X^=  {a+hx^-\ +  fx^»)  X'^  -  S 

et 

d  X;=  (  n3x"-«  +....  +  ç/nar^»-»  )  d». 
Donc 

dCar-X'^)  =  {amx"-^àx  +  h^x'''^^-^àx+ 

+  ^«rar^"-^— 'dx+/i3Ax"  +  -'-»dxH 

+  çfnAa?^''"*-*'~'da?}-Y*-'; 
et  9  après  les  réductions 

d(ar-X')=û«x--'dxX'^-'+3((»»+ 71 A)^:'' -+■--' dx-X^-» 
+ +  ^C-»+y'ïA)x^''-+---Mx.X^-': 

or,  Texposant  de  a:  dans  le  dernier  terme  de  ce  second  membre 
étant  le  plus  grand  ,  nous  identifierons  le  facteur  variable 
^7«4-e»  —  I  j^^^x  — I  j^yçj.  1^  proposée \a;'"dar.X'',  et  nous 
trouverons 


qn-{-  Ci  —  1  =  771 
A —  I  =;? 


d'où 


OÊ  r=:m  —  çn  -f- 1 


Substituant  ces  valeurs  dans  la  dernière  équation  ,  dégageant 
x'^dx.Xpj  intégrant  et  représentant  par  Aj  Bj  C...  Q  les 
coefficiens    constans,    on  trouve 

fx'^dx.XP  =^a;'"-+-'-9"  X'"^'  +  B  fx""""  dx.  Xf 

+ +  Qjx"^'i"dx.XP+C^ 
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formule  dans  laquelle 

Exemple,  Proposons-nous  de  réduire  rintégration  de  la  dif-? 
férentielle   quadrinome 

x»»da? (  I  +  a;*  +  «4  -j-or^)»  , 
•n   a  donc  ici 

IR=10,     a  =  I,6=X|      C=X,     J=Iy 

ii=a,  9  =  3,  ;>=— > 

d^QÙ  on  conclut 

,  3 

#=  5,  A  =  —  , 

i4  i4  i4  14 

donc 

/x"àxjè  ==  JL  x^x'  —  i^  yi«d«x*  —  ^  y««dxx* 

On  trouverait  en  faisant  usage  des  formules  précédentes 

-  — /«'dar.X', 

ft^àx.X^  =  —   «X*  —  -^  /«4d*X'  —  ■^fx'Ax.X^ 

10     ,  10*'  10 

~— /a*.x*, 

10"' 
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en  sorte  qu'on  a 


A^dx.X"^  =iîî^^*X^  +~7i'ida:.X*  +—/x-âx.X~^ 

+  A/dxX^  , 
40 

et  conséquemment 

iboo  5do 

>r  200  obo 

On  ne  peut  pousser  la  réduction  plus  loin,    parce  que  pour 
Jx^àxX'^  ,   on   aurait 

tandis  que  a  doit  ctre  positif. 

Il  nous  resterait,  pour  complctter    cette  matière,   à  consi- 
dérer la  formule  différentielle 

Pàx 

v/a  +  /S  «  +  y^r*  +  chc^  +  é  a;4 

qui  a   été  l'objet  des  travaux  â^Euîer^  de   MM.  Lagrange  et 
Legendre  ;   mais   pour   ne    pas   sortir  des  bornes  de    cet   ou- 
vrage,  nous    renverrons   sur    ce  point  au  grand   ouvrage    de 
^    M.  Lacroix» 
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CHAPITRE    IV. 

De  V intégration  des  formules  ed:ponentielles  et 

logarithmiques. 

Nous   rappellerons  la  formule   de  Fintégration  par  parties , 
déjà  employée  dans  le  chapitre  précédent , 

et  dont  nous  ferons  un  fréquent  usage  dans  ce  chapitre  et  dans 
le  suivant. 

Intégrer  la  formule  différentielle    x^dx  (  îx  )" ,  m  étant  un 
nombre  quelconque  ^   et  n  un  nombre  entier  positij, 

Nou$  ferons 

dc  =  «*dji:,  11=  (Le)" , 
donc 

/a^àx.lhiY  =  ^ i— i r-  /«-4r  (la?)»-«. 

Par  le  même  procédé,  on  trouve  successivement 

•^  '^  /n  +  I  Th  +  i-'  ^     '- 

fsr'dix{lxY-^s=, — /«^dap(/a:)''-' 

7/i  -f-  I  J7i-=f-  i 

7jC'"d«(/«)"*'^'  =    ■"'   ■      ■     '^      '    ^'  -*-»•  — — r-^/V"d*  (/OP  )"""♦  / 
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* 

et  ainsi  Je  suite.  Donc 


fx'"àxi{îxY=C^-\-  (^ 


m-\r 


'  (/x)« 


m  4"  1 


-1.  -| 


72(/2  —  i)  (71 — 2.)  x'""*"»(/a;)"'~' 


■      ■»■! 


(772  +  1)4 


-  +  etc.\.(^ 


série  qui  s'arrête  pour  n  nombre  entier  positif,  pourvu  que 

m  ne  soit  pis  =  -^  i  :  dans  ce  cas  la  formule  à  intégrer  serait 

àx{1xY    ,        ,,.     ,      ,  (/x)»-^« 

^      '—  dont  rmtégralfe  est 


X  ^  n  *p  1 

Ainsi  pour  m  successivement  =  o,  =i}  =2.,  =^3,  etc. 
et  pour  R  =  2  ,  on  a 


6 


/x»da?(tr)»= —^ ^^^  H (-  C, 

3  9        ^    :i7^     ' 

Pdx(/x)'  = ^^ ^  +  _  +  C, 

fx^dx(IxY= = ^+  +C, 


etc. 


Intégrer  la  formule  différentielle  plus  générale  Xdx  (Ix)", 
X  étant  une  Jonction  de  X ,  et  nun  nombre  entier  positif,^ 

Soit  Xdx  =  dP ,  il  s'agit  d'intégrer  AP  (  Ix  )»  :  or  en  inté- 
grant par  parties  ,   et  faisant  d»'  =  dP,  w  =  (  /x  )" ,  oh  aura 

Pâx  (/x)»-* 


■ 
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Qàx  (  Ix  Y^-^ 


-  .      Pàx 

Soil  =  du  ,   on  aura  de  même 

X 

fàQ{lxY-^z=zq{lxY-^  —  {n  —  i   /I 
laisant  de  nouveau  -^^ s  d/i ,  — — •  ;=  d<>  ,  etc. ,  on  aura , 

X  X 

en  général , 

yXdar(/x)»=ydP(/x)"=C  +  P(/aîy— iiÇ(/xr-« 

-f-  72  (n—  i)jR(/x)»-»— .71  (n  —  i)  (/i— a)^  (/a?)»-' 
+  etc {B) 

Cette   série  s'arrêtera  toujours  pour  n  nombre   entier  positif. 
En  faisant  X  =  a:"* ,  la  série  (B)  deviendrait  [A), 

Le  nombre  n  étant  entier  ,  la  série  {B)  s^arrétera ,  et  il  faudra 
de   plus    qu'on   puisse   intégrer  exactement   les    différentielles 

Xàx  =  dP,    =  dO,   — =  àRj  etc.  Dans  les  cas 

.  X  X 

contraires  ,   ou  lorsque  n  n'est  pas  un  nombre  entier ,  en  ne 

peut  intégrer  que  par  approximation. 

xdix  Ix 
Exemple.  Soit   la  différentielle  .  On  a  72  ==  1 1 

yaa  -[-  xx 

X  = ^  ,     dP  =  Xdx  =  ^        ,      :    donc 

yaa  +  xx  yaa  -f-  Xx 


J  xy  aa-^-xx  J    y  aa^i-xx  J   V 


X 

aaâx 


y  aa-^xx 


Pour  obtenir  cette  dernière  intégrale  ,  on  supposera  x  =  ^ 

.     ,               n       aadx  r  àz 

ce     qui    donne     / —  =  -—    a    #  ■ 

c/    /»  \/ nn  -U  frx  ^         V  ZZ  A 


\/aa  +  XX  ^      V  ZZ  -f- 
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1  r     I  •/ — i ■^  I  j  ^*    I    ^  ^^^  +  **i 

=  —  al  [^z-^yzz  -{-aaj^:  —  al  < h   • >  • 

y        * ,  I  f  «flût        u  y/  ûfl  ^  a?jcl 

Ainsi  Ç  =  K  ûû  +  Jc*  —  ûZ  ^  —  -[-  ■  > .   Subs-* 

tituant  pour  n^P,    Q  leurs  valeurs  dans  (B) ^  on  aura 

V 

xàx  Jx 


J 


=   (  V/  flû  +  XX  )  /x  —  K   aa  +  «« 


\/  aa  •\-  XX 

aa         a  y  XX  +  €ui 


«i  1^  +  fLTf^tff  J  +  c. 


Intégrer  la  formulé  "Kdx  IX^  ;7Zzi5  générale  encore ,   «^  ilbras 
laquelle  %  et  Xf  sont  des  Jonctions  de  x. 

Je  pose  Xàx  =  dZ  ,  d'où 

/dz  œ  =c  +  zœ  —j  .....  (Cv. 

Exemple,    Appliquons  cette  formule  à  Pintëgration  de  la  dii- 

. /  XX  —  hh  \ 

férentielle  ardx  y  aa  -|-  :r^  x  /  (  tt— ; —  j  :  on  a 

. — >  ,.  XX  "—  hh 

X^xy  aa'\'  xx^    X' = -  y 

ho 

j  Jfdx  =  Z  •=ijxàx  y   aa-^  xx  =  jxdx  {aa  -f-  xx  )  î 

=  —  {aa  +  XX.)''  y 

l'intégrale  cherchée  est  donc  ainsi  décomposée   en 

^        i   ,        .        ^1       ,^ocx  —  ^3\       2     /^ xàx  i  oaA- xx)^ 

Maintenant  soit  jpx  "-^  hh  :=zuu  ^   on  aura 

jrdo:  fûa  +  xx)  »  da  (awi  -j-  ô3  -f-  «w)  î  dw  (w*  •+-  c*)  » 

XX -^hh  u  u 

jcn  faisant  a*  -f-  ^*  =  c*.    Si  Ton   multiplie  haut  et  bas  par 
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(  a*  -f"  <?*  )  i  ,    cette  diiT^rentieHe  deviendra  i 

dï/^i/»4- c*/  u^  du  2c''udu  (Mu 

===  = ■    I  ■    --| ■■-  ; 

or ,  en   considérant  d'abord  le   terme  — —  ,    et    faisant 


u=:  et  ^  ce  qui  donne  à  intégrer  t^  /  —    ■  on  trouve 

c/    v/  «  +  I 

u 
{Cale,  int.j  chap. III,  form. (£*)),  après  avoir  remplacé  t  par —  > 

c 


Z"'' 


udu 


=    aC*    V^M'  +<?' 


c» 


c* 


»/»»  + 

Pour  intégrer  le  dernier  terme  ,    on  posera  «  =:  — ,    d'où 

o 

dtt  = ,    ce  oui   donne  la  transformée  —  c^  ■ 


qui  a  pour  intégrale  —  <:^/  |  z  -f-  K -z*  -j-  c*  }  ;  en  sorte  que 

/'      édu  ^        \  g"+<?V^M^  -hg"\ 

nous  aurons  donc  « 

{Rassemblant  les  parties  de  l'intégrai  proposée,  et  remplaçant 
c  et  u  par  leurs  valeurs ,   on  trouvera 
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Nons  avons  dit  que  la  série  {B)  ne  s'arrêtait  que  pour  n  ^ 
nombre  entier  positif  :   il  faut   cependant  en  excepter  le  cas 


de  Xz=z  ^ —  ;    car  alors 

X 


et  si  n  =s ^-  I  ,  la  précédente  devient •••••• •« 

adx      -    .                adx           aàz  ,        . 

■  (  w)*^ *  =  — - —  = ,  en  posant  if'=r.lx\  donc 

X  XIX  z 

P^L.  (te)— =.aZ  (te)  +  C. 

Exemple.  Appliquons   la  formule  {B)  à  l'intégration  de  la 

différentielle   '• — -   :     onan=;i,    X=  — ^ >       d'où 

I  — X  I  —a? 

■  ;  "•  =  y  d^H J  xàx  -\-'-^J  x'^àx+tx.z. 

'  X  s.  6 

=  «  H — r  ^^  +  —  a?'  4-  etc.  Donc 
4  9 

/àx.lx         ^     ,     ,  .       C  X*        x^  ,  ) 

__  =  C-te.Z(x-x)^|«+_+-  +  etc.{ 

Intégrer         ^^v  ,  X  ^/a72/  une  Jonction  quelconque  de  x  ^  et 
n   un  nombre  entier  positif  n 

uX 

La  proposée  revient  à  Xr«-.        ■  :  or  comme  l'intégrale  de 

x<^  ixj 

àx  ,     dx(lx)'^^  (/a:)'""'*'*  — î 

... —  ou  de  ■  est  -^ —  =:  .   .  ■    ^ 
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on  aura ,  d'après  le  principe  de  Tintégration  par  parties  , 

^Xdx    ^ Xx  i^     p  drXr) 

/  (lxf~"        (n— ik/jp)"-*     "^    n—\J    (/x;*-«"' 

Si  l'on  fait  successivement  d(Xx)=:Pdjf,  d(jRr)  =  Çdar, 
d^Qo:)  =  ildx ,   etc.  on   trouvera 

/'\àx  Xac  Fx 

_Çf 

+ î /l?l!L       rD 

^  (n  — !)(»— a;(n  — 3>...i  y      Ix      '"^" 

et    par  là   l'intégrale    est  toujours   réduite   à   Tintëgrale   plus 
«n^pley-^—.. 

Exemple  I".   Soit   Xrrro?";    on  aura    P=  (jw  4- i)  a:" , 
Ç==(m+  !)•  o?^,  JR  =  (m  +  I  )'  *™  »  ^^c. ,  et  conséqucmmcnt 

f^aràx  ^   ,  ^^^^  y L:i±ii_.. 


(n—  1)  (71—2)  (/î  —  3;  (/x)»-5 

+  (n— i)(/i— 2)...i  /       /a;     ""^    ^' 

Or  si  l'on  pose  0?"*+'  =  c"  ,   d'où  x'^Ax  =  ■  •   on  trouvera 

Ix  «/         "  J    l^ 

en  faisant  <?"  =  ^ ,   d'où  1/  =  /z.  Jusqu'ici   on  n'a  pu  obtenir 
cette   dernière   intégrale  qu'en  série.   A  cet  effet  ,   de 


7/*  li^ 


^^*.  =  1  +  W  -I 1 rr—  ;     etc. 

2.  :i  o 
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on  déduit 

II»  1/3 

açiC'}'  lu  -{-  u  +  -*-^  + q;  >   +  etc. 

s=  C+  //z  +  /z+  -i-+  i-^  ,  etc. 

Exemple  IL     Soît  la   difTérentîelle £n  la  compa-- 

x'"d,t 
rant  avec  — .    '.   ,   onam  =  — |.  et  diaprés  (jB)  •  ou  obtient 

cette  intégrale 


/-. 


''*  '     —+c. 


Exemple  III.  Soh  la  difîerentielle  —    ^     ,   on  a  n  3=s  s ,  et 
la  formule  (E)  donne 

la  dernière  intégrale  ne  peut  s'obtenir  exactement ,  si  ce  n'est 
dans  le  cas  de  m  =  —  i  ;  car  alors ,  ainsi  que  nous  l'avons 
trouvé  plus  haut  , 

J       Ix         tJ  xlx 

intégrer  a'XÀ,  X  étant  une  Jonction  quelconque  de  =x. 
On  a  (  Cale,  dijj.  ,  cbap.  IV) , 

d(û'j=û'da:./fl,    d'où  iSF'dx  =±= — ^,     fa'àx  =  ^' 

la  la 


^irisi  en  faisant  iv  =  a'dx  ,    u  =  X  dans  la  formule. 


i>E  Calcul  imtégral. 

Juà»  es  m  "^fviu  ,  on  trouve 


^  la     '      ta: 


•■X 


Posons  dXrrsJWa;,    dP=  Çdx  ,   dÇ  =2=  JMjp  ,    etc.   et  nou» 
<ob  tiendrons 

/«-dP  = /«-dx.Ç  =  ^  -  ^/«'dÇ 

/«'dÇ  =  yi'dx.il  =  ^ ^Z*'^ 

etc. 
Benc 

Ce  développement  s'arrêtera- lorsque  X  sera  une  fonction  de 
X  rationnelle ,  et  entière  ou  sans  dënominateur  variable. 

On  peut  obtenir  un  autre  développement  de  ja^àx  :  à   cet 
effet  on  pèsera 

/Xdar   =  P   I  I  Ad*  =  dP/ 

jFàx  =  Ç'     d'où     P'd:»=  dÇ' 
/Q'd«  =  il'  Ç'dx  =  dii' 

etc.  etc. 

et  de  là 

fa'XAx  =  yi'dP   =  Fa'  —  lafa^'Pàx  \ 

fà'PAx:=z  Ç'iï'—  lafa'Q^Ax  > (a) 

,     '     fa'Q'àx:=iR'a'-^lafa'R'àx) 

etc, 

et  consëquemment 

fa'Xàx-C+a'[P—la.  Ç'+  (/a)» .  jR'—  {laf .  ^'+etc. } . . .  (^), 

Des  deux   développemeiîs  (F;  et   {G) ,  le  premier  peut  tou- 
jours servir,   parce  qu'on  obtient  P,   Ç,   i?  ,   etc.  par  l'acte 


9 


58  Leçons 

de  la  diflerentiation.  Quant  au  second  ,  il  exige  pour  le  catccil 
de  P^  y  Ç'  ,  jR'  etc.  des  intégrations  qu'on  ne  peut  souvent 
exécuter  que  d'une  manière  approchée  ;  cependant  il  est  des 
cas  où  il^peut  être  employé  avec  succès ,  comme  nous  le  vcvrron^ 
bientôt. 

Exemple  I'**.  Appliquons  la  formule  (F)  a  Tintégration  de 
a'x^dx  j  m  étant  un  nombre  entier  positif  :  cette  folfÉlule 
devient  ^ 

i.2...y7i\ 

le  signe  supérieur  du  dernier- terme ,  ayant  lieu  pour  m  nombre 
pair  9  et  l'inférieur  pour  m  nombre  impair.  Pour  le  même 
exemple ,   la  série  (G)  donnerait 

/a*.x'"ix  =  C  +  a*  < ' la T. 

+  (îaY : 

^^     ^        C'W+l)  (77l+a)    (771  +  3) 

4-  (laV ' 1-  etc.  > , 

série  qui  n'a  pas  comme  la  précédente  l'avantage  de  s'arrêter 
pour  771  nombre    entier  positif. 

Exemple  IL     Qu'il   s'agisse  d'intégrer  la  di(férentielie 

a'do?  ,  .  ^ 

y   772  etaht  un  nombre  entier  :  on  fera  X=x'^'^  et  77i 


x'" 


successivement  =  i ,  =  a ,  =  3 ,  etc. ,    et  les  formules  (a) 
donneront 

r>a*Ax  /^a'Ax 


/a^àx  a'  la     /^a^A.'K 

X^  l.X  l     /         X 
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pa'àx                à'          (Ja)ér'  (/û)»      /^a'âx 

J     3^                 aa:*         a.i.o;  :l.\     J       x 

/a'àx a'          (Ja)a'  {layà'        Qay      r^a'ùx 

x^                '6x^        3.a«»  S.a.iop  *    3.2. ij     x    ' 

etc. 
£t  généralement 

a:^  (m— i)x"— *  t    "^m— 2*^(m— a)(m— 3) 

"'""*"*"0^^a)(m— 3)....!) 

(771 — i)C''* — a). ..3.2.1/      x 

la  dernière  intégrale  ne  peut  être  assignée  en  rigueur,  comme 
on  le  sait  déjà. 

Exemple  III.     Pour  intégrer  ■      '      ^ ,   on  fera  3-f-j:=j, 

d'où  darnrdT",    jcrrsj^  — 3,  et  on  aura  la  transformée 


mais 


d'où 


l'intégrale  cherchée  sera  donc 

Si  dans  la  proposée ,  on  fait  b=  i  et  a=ze  base  des  loga- 
rithmes népériens ,  on  trouvera 

^e'.xdx  C 


fu 


+  xy      i-h^ 


+c. 
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Exemple  IV.     Soit  la  différentielle  plus  générale  ••••«•.• 

f    dans  laquelle  m  et  p  sont  des  notnbres  entiers  ^ 


(^a  +  xy 

e  la  base  des  logarithmes  népériens.   £n  posant  a  -f-  x  =^, 
on  obtient  pour  transformée 


X 


e^  — «  jrP 


et  on  pourra  développer  (y  —  û)"*  »  et  intégrer  chaque  terme» 

Exemple  V.     Nous  terminerons  par  la  recherche  de  l'inté- 
grale de  a^xàx. 
On  a 

x'^'dx  =  da?  <?  I  +  ma; (^)  ^ ^— ^ H V    ^  +  etc.  S. 

Effectuant  les  intégrations ,  en  obser^nt  qu'on  n'a  à  traiter 
qne  des  différentielles  de  la  forme  ar™dx(/x)" ,  m  et  »  étant 
des  nombres  entiers,  positifs,  on  trouvera,  en  ordonnant 
suivant  les  puissances  de  (Jx")  , 

/         mx      m^x^      mV     m^x^  \ 

.      m     /  1        mx      m'x*      m^x^      m^x^  \      ^,  ^ 


+  etc. 

Que  la.  différentielle  proposée  soit  x^^'^^àx ,  on  n'aura 
qu'à  multiplier  le  développement  de  x"^'àx  par.  x^^  et  inté- 
grer chaque  ternie ,  ce  qu'on  pourra  faire  d'après  les  formules 
précédentes. 
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CHAPITRE    V. 

De  Fintégration  des  formules  différentielles 

angulaires. 


On  sait  dëja  {Cale,  âijf.^  chap.  lY)  que,  pour  un  rayon  ëgal 
à  l'unité  9 


f*dx.cos  X 
àx 


sin 


/- 


in  X  ;     y  —  dr.sin  x 

dx 


ces' a: 
dx.sin  X 


COS*Jf 


— r 

SI 

•!=  sec  a:  ;     /  -^ 


sin'o: 


djT.cosx 


sm'x 


s=  cos  j:  ; 

=  cet  x; 

==  cosecx. 


On  a  de  plus 

d 
d 


sin  mx  )  =?       mdx.cos  mx , 
cos  »m:  )  =  - 


tang  mx  )  =: 


cet  mx  )  = 


sec  mx  )  =z 


cosec  WMp)  =  -<- 


mdx.sin  ma?  ^ 

mdx 
cos'/nx 

sin"*  mx 

md:r.tangmx 
cos  mx 

mdar.cot  mx 
sin  mit 


•   .  f 


et  en  intégrant 


fo 


fix*cosmx 
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sin  mx 


f*dx.sm  mx-= 


m 
cos  mx 


m 


fix.stOmx 


tang  mx 


m 


^                             cotang  rtix 
yda:.cosec'77MC= 9 

ydx.tangTTix 
cos  ma: 
/^dar.col  mx 


(1). 


&in  772:t 


m 
sec  ma;  s 

m 

cosec  ma; 

m 


Soient  of  le  sinus  ,    et  j^   le   cosinus   d^un    arc   que  nous 
désignerons  par  z  :  on  a   trouvé   (  Cale,  dijf, ,  chap.  IV  ) 


dz=:  + 


dx 


dr=: 


4r 


la  première  expression  peut  être  mise  sous  la  forme 

do? 


àz .  y/—  I  = 


V/a;x  — I 


et  alors  le  second  membre  est  une    difTérentielle  logarithme 
qui  a  pour  intégrale  (  Cale,  int,  ,  pag.  3G  ) 

Z^ — I=Z  \x-\'^XX — 1}  '^lC:=:il\CX'\'CV XX'^l^'^ 

de  sorte  que  e  étant  la  base  des  logarithmes  hyperboliques , 


on  a 


d'où 


r^—- i./tf  =  /|Cx-f.  C V ar«  —  I  J  , 


^«»/-i  —Cx'\'C  \/xx  —  I , 
fabant  passer  Cx  dans  le  premier  membre ,  puis  élevant  au 
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carré ,  on  obtîeiit 


— —  ^T  • 


or,  pour-ff=o^ona  a?=o,  d'où  o=i+0,  €tC=dz\/IIT  : 
ainsi 

A  cause  de  cos  z  =  V  i  —  arx  ,  on  aura 

^^=1=  ■■      '       ■  »  =  cos  r...«(3). 

Si  tt  désigne  un  autre  angle ,  on  aura 

Sin  zsvixuzr:^  I         X 


2\/— I  .  2^ — I 


4?(«-«*)  V- '4-^— (»-«)•— 


2  2 

I  «(*  +  «*)  v^—i+tf  — (*+«*)  v^  —  i 


9 


C0SZC0SM=  .  X  ^ 

-^ — 


2  2, 


e 


% 


sm  r  COS  u  = 


V^— 1-^^— »•  — I        tfl«V^— l-|-tf  — «v'— ' 


+  - 


2^  —  I  a 


a    ^  ay^— I 
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cos  z  sm  »=       ■  X    ■  I 

a  a  ^ —  I 

I      e(s+w)v^— I— «-;:(«+ «*)v—i 

a      .  a\/ — I 

or,  en  regardant  la  somme   r  +  u,   et  la   dilTërence   r — tf 
comme  un  seul  angle ,  on  a,  d'après  les  formules  (2)  et  (3) 

■^  ■'■■   =2  sm  (r  4"  ï^  )  r 


«  V^ — I 


j    n      I    I     I 


s=sin  (x*-*«if)» 


;i  V^— I 
-L-^^ —  =  COS  (r  4-  k)  » 


2 

Par  conséquent . 


=  cos  (r— à^) 


c;«  ^  c;«  ,.  —    cosU— t^)  cos  (r  +  i/) 

sm  r  sin  z/  = -—  ■  •  •  • .  (4)  1 

—  V-       -/      ,      cos(z-f-tt)  . 

cos  r  cos  «  = f- ^ i, . .  •  (5)  y 


^ 

cos 

{^z- 

«) 

2. 

sin 

(z- 

'0 

2. 

sîn 

iz  + 

«) 

sm  ^  cos  M  = ! J-  _____ ....  QSj^ 

'i:iv:-j__y            sin  (z— i/) 
cos  ^  sm  M  = ^ .  ♦ . .  f  7)  • 

£n  combinant  ces  dernières  formules  par  addition  et  sous- 
traction 9  on  retrouve  les  suivantes 

sin  (^M ^  u^  ssisinz  cos  u  +  cos  z  sin  u 

sîn  {^z  —  M  )  =  sin  z  cos  w  —  cos  z  sin  u   ■  ^^^ 

cos  ( ^  +  1/ )  =  cos^  Cos  1/  —  sin  z  sin  u 

cos  (  z  — •  Il  )  =  co$  z  cos  ff  4-  sin  z  sin  u 


■♦.  . 
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Si  dans  la  formule  (6)  ,  on  fait  zz^nu  j  on  aura 

3k  sin  nu  cos  u  =  sin  (  n  —  i  )i/-|-sin(n-f.i)i/t 

donc  en  faisant  suceessivement  ;i  =  i2,  £=49  =^9  =8,  etc. f 
vn  trouvera 

2  sin  2  u  cos  II  ==       sin    u  -)-  sin  3  zi 

—  a.  sin  4(^  cos  u  =â  —  sin  3u  — >  sin  5  u 
2  sin  6z/  cos  u  r=       sin  Su  -f-  sin  7  u 

—  2  sin  -8  zi  cos  B  =  —  sin  7  m  —  sin  9  m 

et  ainsi  de  suite  indéfiniment  :  ajoutant  toutes  ces  équations  ^' 
on  trouve  après  les  réductions, 

sinu  =  z  cos  u  (  sin  a  m  —  sin  4  "  +  ^^^  6  w  —  sin  8w  -^-  etc.)  ; 
d'où 

tang  a  =  a  (  sin  2U  —  sin  4*^  +  sin  Su  —  sin  8  w  4-  etc.  )• 

Pour  z  =  nUf  la  formule  (4)  devient 

a,  sin  711/  sin  u  =  cos  (  n  -—  i  )  m  —  cos  (  »  + 1  )  m  , 

et  pour  /z  =  29:=:49=6,  etc. ,  on  en  déduit 

2  sin  2 1/  sin  u  ^=  cos     z/  —  cos  3  u 

2  sin  4  ^  sin  zi  =:  cos  3 zi -— cos  5z< 

2  sin  6z/  sin  z/  =  cos  5i/  —  cos  ju 

2  sin  8zz  sîn  u  =  cos  7ZI  -—  cos  9U 

etc.; 
d'oii  ,  par  Taddition  , 

cos  z<  =  2  sin  z/  (  sin  2  z/  +  sin  4^^  4*  sin  61/  -f-  sin  8z/  -f-  etc.) 
et 
cotang  ù  tt=  2  (  sin  2  zi  +  sin  4  w  +  sin  6  zz  +  sîn  8  z/  +  etc.  ) 

Les  formules  (8)  en  y  faisant  z  =  mjc  ,  1/  =  a;  donnent  par 
des  additions  et  des  soustractions ,  les  suivantes 

sin  (m  +  i)  a;  +  sin  (m  —  1)  jc  =  2  cos  a;«sin  mx 
sin  (m  +  i)  X  —  sin  (m  —  i)  x  =  2  sin  x  cos  mx 
cos  (m  —  i)  a:  -}-  cos  (m  -|-  i)  a;  =  2  cos  a:  cos  mx 
cos  (/7i—  1)  x  »—  cos  (m  +  i)  a:  ==  2  sin  a:  sin  mx 
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Il  sera  donc  facile  d'intégrer  les  fomùiles  dx  sin  mx  cos  x  f 
dx  sin  X  cos  mx  9  do;  cos  x  cos  mxj  àx  sin  op. sin  mx  :  en  effet, 
en  multipliant  par  ^  dx  la  première  équation  du  groupe  (9)  ^ 
on  aura  ,  d'après  les  formules  (1)  ,  et  en  prenant  Tintégralc 
de  manière  qu'elle  s'évanouisse  pour  a;  r=  o  , 

jdx  sin  iRâP.cos  x 

^_^      m  I  C  cos  (m-|-i)j?   J^   cos  (m — i)  x  \ 

m* — I        a\         m  +  i  m — i         ) 

On  trouvera  de  la  même  manière 

jdx  sin  X  cos  mx 

^_^  I    C  cos  (Tti — i)x  cos(m+i)a?  1  il 

i  \        m  —  I  m+i         J       m* — i' ^"O^)» 

y  do:  cos  X,  cos  tiwp 


I    f  si 


sin  (772+1)  a?  sin  (771 — i)j? 


+ 


TTi  +  I  771 

fdx  sin  X  sih  mx 


i — i)x  "I 


I    C  sin  (771— -i)  a?  sin  (771-4-1)  a?  ^ 

'         a     \  771 1  771 -|- I  y 


Si  dans  la  première  formule  de  ce  grpupe  ,  on  remplace 

771  par ,  et  x  par  nx^  on  trouvera ,  après  la  division  par  71 , 

n 


jdx  si 


Sm  77207  cos  72X 


_         772  i     j 

772? 72*  2.    \ 


COS  (772  -f- 72)  X  COS  (772 — 72)  X 


+ 


772 -j- 72 

On  obtiendra  de  même 

J^dx  cos  72a:  COS  7720; 


772 


n — 72)0:  1 


=t{ 


sm(77i+72)a?  sin  (772 — n)x 


....(11). 


+ 


1, — 7i)ar  ) 
^^^         j. 


772 -|- 72  772 

jdx  sin  72  jc  sin  772X 

sin  (772 -I- 72)  a: 


^^  I    C  sin  (771 — 7ï)a; 
"^IT  \         771 — n 


772  + 


n^x  1 
^        3 
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intégrer  les  fomiules  dx  sin'"x ,  dx  cos'"x  9  m  it^nt  un  nombre 
entier  positif. 

Si  dans  la  formale  (a)  on  fait  r^  — i=/7,  et  qu'on  y 
change  z  en  x  ^  on  aura 

/  eP^^e'^P  \  I  C  7?24î('"^»)^ 

Sin^JCrrrf )    = ; r {^P . 

H ^^ — —^ .  +  etc.  S...(i2), 

^érie  toujours  terminée   dans  Thypothèse  faite  sur  m. 

Soit  m  r=:  3  ;  la  formule  précédente  donne  ,  en  tenant  compte 
de  la  formule  (2)  ,  \ 

svn^x^  —  — (^e^f—ZeP+  ^e^P-^e-^P) 

oy — I 

^_        I   /  e^P  —  e-^P  \        3  /  eP  —  e-P  \ 

— ~"4V    ^\/—i    y"^T\  ^y/—i  ) 

'    =  —  —  sin  3a?  +  —  ^in  a:. 

4  4 

Pour  m  =  4  9    o^   trouve  ,    en  tenant   compte   de  la   for-: 
mule  (3), 

I 


s\n^x  =  —;r(e^P  —  ^e^P  +  G  —  ^e'"'P+e-^P) 
ib  ^ 

1    ^  e^p^e-^P  \         i  /  e^P-^e'-^P 


j^j^  e^p+e-'iP  \_  I  /  e^P+e-^P  \        3 

'           /           ^  .     ^ 

=  -5-  cos  4^ cos  a.x  +  -rr« 

o  2  o 

Si  dans  la  formule  (3)  on  remplace  aussi  z^ — i  parp,  et 
qu'on  change  z  en  x  j  on  aura 

cos'^or  = {^^  +  «■"''  )"* 


2"» 


I    /                ,       s    .  Tn(m — i)  \     , 

~"^V^'"''"^  ''■' ^ — ^^^         ''  +  etc.  j...(i3),' 

série  qui  s'arrête  comme  la  précédente  pour  m  nombre  entier. 
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On  ea  dëduit,  i^. 

o 

X    /ê^p  +  er^\         '6  /  er  +  e-P  \ 

=Tv — i — )+jK — 2^ — ; 

=  — r—  COS  OX  -^-y-  COS  X  ^ 

4  '         4 


a*. 


ib 


=  --r-  COS  4^  +  — ^  COS  2^X  -f-  -^. 

o  2  o 

Ainsi   diaprés   ces    développemens    et  les   formules    (i)  ,    on 
aurait 

Csin^xAx  =  — r-  jd^. sin  x  —  — --  /"dx  sin  3,ar 

•^  4  4  -^ 

=  — -—  ces  X  -4- COS  o  X 

4  i^ 

Jcos^xAx:=:—-  fax  COS  j?  -j —  fax  cos  3  x 

sm  x  -f- sm  o  X 


4  12 

fsin^x.dx=:  —^fàx /"da:cosaa?-| — -—fax  cos  ^x 

=  -3-0: -r— sin  2^:  +  -^— sm  4^ 

04  02 

3                 II 
fcos^x.àx^  -^fàx  -I fax  cos  âJ:-f-  -^/àx  cos  4^ 


=  -s-  a?  -4 — 7-  siB  zx  +  -^—  sm  Lx  • 
04  oa 


et  ainsi  de  suite. 
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Noas  allons  développer  les  puissances  des  cosinus  et  sinus 
de  l'arc  simple ,  en  cosinus  ou  sinus  des  arcs  multiples ,  d'après 
l'analyse  donnée  par  M,  Lagrange  (  Leçon  onzième  du  Calcul 
des  Jonctions), 

Considérons  la  puissance  cos'^x^,  et  supposons  cette  fonc^ 
lion  de  x  égale  k  y  :  nous  aurons  ainsi 


y  =  cos'"a: , 
d'où  nous  déduirons 

jr  =  -,       =  —  m  cos"*""  '«  sm  x  ; 

cette  équation  divisée  par  la  précédente  ,  donne 

^•'  sin  X 


4 

; 


d'oii  l'on  tîr^ ,  en  réduisant  • 
•  '■ 

mj'  sin  a?  +  ^'  cos  «  =:  o  , 

équation  qui  ne  contient  plus  la   puissance    Je  cos  x,    Sup^ 
posons  ,  en  général , 

j  :=zA  cos  nx  -{-  B  cos  (n  —  i)t+C  cos  (11—2)  x 

+  D  cos  (n  —  3)  a:  +  ^^c., 

les  coefficiens  «^ ,  J? ,  C  9  etc.  étant  indéterminés  ainsi  que  n  : 
l'équation  précédente  deviendra  par  cette  substitution 

m  ^A  cosnx  +  B  cos  (n  —  1)  a?  +  ^  cos  (ti  — 2)  dp  -f-  etc.  J  sin  j? 
—  I»  -^^  sin  no;  +  ( H  —  x  )  j?  sin  (  n  -—  i  )  j? 

-|-  (/i — 2)  C  sin  (n  —  2)  a:  -|-  etc. }  cos  a?  ==  o 

savoir ,   en  développant  les  produits  des  sinus  et  cosinus ,  c 
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ordonnant  les  termes  suivant  les  sinus  multiples, 

(m A  —  nÀ  )  sln  (  /î  +  I  )  a; 
-j-  i niB  —  ( /i  —  I  )  ^ }  sinnx 

+  ^mC  —  m  A —  {n  —  2,')C  —  nA\  s\n{n —  i)a?  )==o.. 

4.  {mD— mJB— (n  — 3)Zi— (71  — i)B}sin(7i— 2)a:[ 
+  |mE— mC  — (72  — 4)£— (71— a)C}  sin(7i— 3)a? 

4-  etc. 

Egalant  donc  à  zéro  chacun   des   coefBciens  de  ces  différens 
termes  y  on  aura 

(771  —  71)^  =  0 , 

(7n — 7i  +  i)JB^=o, 

(772  —  71-}- 2)  C  — (tti+ti  )  ^  =  0  , 

(771 71  +  3)7) (772  -|-  71—  I  )  jB=0  , 

(771 'ï  +  4)  £—(772  -|-7Ï  —  2)  (7=0, 

etc. 

La  première  donne  72  =  772,    et  substituant  cette  valeur,   les 
autres  deviennent 

.     jB  =  o, 

^C  — a7n^=0, 

3/) (2772 l)jB  =  0, 

4^— (2772  — 2)  C=0, 
etc. 

Ainsi  le  premier   coefficient   demeure   indéterminé  :   ensuite  , 
on  a 

jBzuro,       0=:    ^,      X>  = 5 jB  , 

_,  2  772 — 2  2  772 3       _      . 

£= C,     jP= = D,ctc.  ; 


donc 


i?  =  o,     Dz=o,     jF  =  o,  etc. 
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et 

On  a  donc  9  en  général ,  quel  que  soit  l'exposant  m , 

cos'^x  z=zA}  cos  mx  +  m  cos  (m  —  a )  x 

7i,(m— i)        ,         ,^     '  '1 

+  " ^  ços  (m-7-4)  0?  + etc.  >. 

Il  reste  à  déterminer  le ,  coefficient  ji  :  pour  cela  ,  supposant 
ic  =  o  ,  le  développement  précédent  donne 

d'où  l'on  tire  j^  = .     Donc  enfin 


sT 


m. 


C0S"*X 


=  —^ / cos  mx  +  m  cos  (m  —  a )  jp 


.  m  (m  —  1) 
«j i 1  cos 

2 


(m-— 4)*+c^c-/«««(i4)« 


On  peut  déduire  de  cette  formule  un  pareil  développement 
de  sin'"a;,  en  changeant  simplement  x  en  i — x^  l'angle  droit 
étant  pris  pour  l'unité  des  angles.  On  aura  donc 

sin'"a?  =  — ^  <  cosm(i -«-0?)  +  w^cos  (''^-^â)  0  ""-*) 

2     V 

-4 !^ icos  (m  —  4)  (i— •!K)  +  etc.>,...(i5). 

Le  nombre  m  étant  entier  et  positif,  ces  deux  séries  s'ar- 
rêtent par  les  coefficiens ,  et  on  doit  les  continuer  jusqu'à 
ce  que  le   coefficient  devienne  nul.  Ainsi  pour  m  =  3  ,    oa 
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aura 


cos^jc  = — 3-  {cosSo:  +  Scosa:+  3  cos  (— «)  +  cos  (— 3jp)J 

T  1-3 

=  "TT-  {^  cos  3ar  +  6 cos  a;}  =  — -—  cos  3a?  +  — — -  cos  a*. 

o  4  4 

Pour  7»  ='4  î  on  trouvera 
cos^x  =  —7^  |cos4^4-4<^osaa?+6  +  4cos( — aa>)+cos(— 4^)} 

c= — -rz-  |2C0s4^ +  ^cos2a;+6î 
x6 

==-s-cos4^i '  cos  :^a;  +  -3-, 

8  ^  o 

ces  résultats  s'accordent  avec  ceux  qu'on  a  obtenus  prëcëdem-* 
ment  par  une  autre  voie. 

On  pourrait  développer  en  série  le  produit  sîn'^a;  cos  "a:  : 
à  cet  effet,  on  multiplierait  l'une  par  l'autre  les  séries  (12) 
et  (i3),  en  remplaçant  dans  la  seconde  m  par  n.  Dans  le  cas 
particulier  dem=:3,7ï  =  a,   on  trouverait 

sin'a?  cos»a;  =  —  —l—ïe^p-^é^P^^eP+ze-f — e'-^r — iT^pX 


).• 


sin  Sx  sin  Sx  i 


16        *         16         '      8 


on  aurait  ainsi  le  moyen  d'intégrer  les  formules  d^.sin'"a:  cos^a; , 
ce  que  nous  ferons  bientôt  au  moyen  de  l'intégration  par 
parties. 

An  moyen  qes  formules    /  —^ ^  et  /  — — donnée^ 
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(chap.  III,  pag.  34,  35),  il  devient  facile  d^lntégrer  la  formule 

uv 
dx.  tang^A?  ;  car  en  posant  y  =  tang  Jt ,   d'où  àx  •=. p , 

on  a  dx.tang«*  =  -i;^. 

'.ntégrer  la  Jormule  ^x.sin^'x  co5"x- 

rïous   emploierons  le   procédé   de   l'intégration   par  parties. 
£n   observant  que  ^—  àx  sin  x  est  la  différentielle  de  cos  x  ; 

on    décomposera   le   produit   àx  sin"*a:   cos"«    en, 

àx  sin  x  cos^a;  sin'^^'j?:  le  premier  facteur  djir.sln  a;   cos'or 

cos**  "^  *  JC 

ayant  pour  intégrale  -—  ^      — ,    on  obtient 


m*— I 


sm*"     'a: 


/  djc.sm'^a;  cos^a?  =  — cos"**"' jp 

''  n+  I 

■     -  . /cos""*''a?  sm"*""»a;,a*, 

écrivant  pour  cos"''***  sa  valeur  cos^op  cos'a? r=  cos"jc(i — sin'or), 
et  tranisposant ,  il  vient 

p.       ,                                sin'"""' a?  cos'»''"*^: 
j  Ax .  sin"*a;  cos^o;  =  — 


TTi-^'n 


m- 


—  /'da:,sin"*-"»a?  cos"a:. .  •  .(^). 


771+71 

En  opérant  de  la  même  manière  par  rapport  au  cosinus ,   on 
aura 

sin'"'*"jp  cos"""' a? 


fàx.sm'^x  cos"jc  = 


m  +  71 


-j . J^dx.sin'^x  cos"'"'x. . . .  ( J?)  ^ 

771 -|- 71 

l'une  de  ces  formules  réduit  l'exposant  du  sinus,  et  l'autre  réduit 
l'exposant  du  cosinus.  On  peut  donc  intégrer  ,  lorsque  771  et  ti 
sont  des  nombres  entiers  positifs*  Par  exemple ,  d'après  {A) , 
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et  d'après  ÇS) 

fàx.sm  X  cos'a?  =       -—  sin*a?  cos  x  -| — 5—  jàx.sin  x  : 

Or,  ce  dernier  terrpe  étant  —  — r-  cos  jc  +  ^  »  on  a         '  ^. 

/'dx.sia^jî  cos* a?  =  cos  a?  ( -~  -^  sin^a:  cos* a? 

H -1-  sin'a:  —  — =-  )  +  C 

i5  10  y 

Mais  si  l'un  des  deux  nombres  m  ou  tz  est  négatif,  on  aura 
dans  le  dernier  cas  ,  d'après  la  formule  (>^)  , 

/dx.sin'^x  sin"*--*x  m — i    /^àx.sin^^^x      j^ 

cos"a:  (m — 72)  cos""*' a:      m — nj       cos"a: 

formule    qui  fait    dépendre   l'intégrale    cherchée   de  celle   de 

do?  sin  OT                     âx  ,  .         .  .      _ 
•   ou  de  ■ selon  que  m  e^%  impair  ou  pair.  JUa 

cos"x  cos"a;  ■^  * 

première  s'obtient  en  posant  cos  »=?x,    ou  — dx  sina:=dr  e^ 

dx  sin  X  dz 

-  r=  — .   Nous  f<S:bns  bientôt  connaître  la  seconde. 

cos"x  z** 

Pour  n  négatif,   la  formule    (i?)   résolue   par  rapport  au 

dernier  terme  ,  donne  après  le  changement  de  tï  en  2  — w  , 

/da:.sin'"a:  sin"*'^*^:  m — n-^-s.  /^dx.sïn'^x         -, 

cos"x  (n— ijcos^—^o:         n— i  ^    cos"'"*x 


Ainsi  l'intégrale    se   réduit  à   celle    de  da:.sin'"a;  ou  de • 

da:,sin"*jc  .  .... 

,   suivant  que  n  est  pair  ou  impair. 

cos  a? 

Il   nous    reste    donc    à    faire    connaître   les   intégrales   de 

dx  .  dji:.sin"*a;  ^ 

y  daî.sin"*x, 


cos"  a;  cosjc 
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Sî  on  fait  72  nul  dans  la  formule  (^^)  f  et  m  nul  dans  la 
formule    (i?)  9   on  aura   les  deux  suivantes 

/•i       .  sin"*— 'xcosx  .m  —  i  ^,      .  ^  _^ 

yda:.sm'"x  =  — 1 ydj:.sin'"*"'x....(/^.  . 

771  m 

p.  sin  a:  cos"~*'jr   .    n — i    p.  ,_. 

/dr.cos^xcr: j /da:.cos'*""'a:....(ty  j. 

71  n 

La  formule   (JE)  pour  771  =  0,   donne 

y'^Ax                     sina:      .         ,     7i — 2     dT    àx  ^„. 

■  ^ -| / '..••(/i  ). 

cos"a:  (n— ^i)fcos"""'a;  71 — i»/    cos""~*a: 

Si  l'on  fait   a?  =  100®—^  ,   la   différentielle   - 


cosor 


-     .               dr.cos"*z       ^ 
devient  — : .    Or 

sm  z 

Az'Cos^z       dr.cos'""~*r         , 

— = : —  dz-ros"*— »xsin  z 


sm  z  sm  z 

dr.cos'"""^^ 


sm  z 

dr.cos"'""^^ 


dr.cos"'—^^  gin  z — dz.cos'"""'^  sîn  z 


—  d2.cos'"""^rsinz — dr.co8'"~**rsinz 

sm  z 

—  dr.co8'"""'^sinz, 

et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  que  le  premier  terme  de  cette 

,     .      \      àz         , 
série  se  réduise   à   -: ,    si    771   est   un   nombre    pair  ;    on   a 

sin  z  ^ 

d^.cos  z        d  (  sin  r  )  1  ,  ,    .       v        .  1 

— : .= ; —  =  d  (Lsitï  Z)  ^   SI  771   est  un   nombre 

sm  z  siu  z 

impair  :    or  à   cause   de   d^.sin  ^  =  —  d  (  cos  r  )  ,    on   aura  , 

pour  771  nombre  pair ,  :=  6  par  exemple , 

d^.cos^z  àz  ,  ^1  ,,  - 

: =r  — : h  «  (  COS  Z  )  +  COS^'Z .  d  (  COS  Z  ) 

sinz.  s\nz 

-|-  cos^-^.d(  cos  z)-, 
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et 


/dz.cos^z        fàz  I  3,1       is     ,  ^ 

sinz         c/ liinr  3  5 

.,  1        \    •     /  ^^  dr.sinr  dz.sîn  r 

Il  reste  donc  a  intégrer  -t =  -|- 


sin  r  sm*z  1 — cos^r 

d  C  cos  xr  )  I     d  (  cos  r  )  1       4  (  cos  «  ) 

I  —  cos'z    ""^         ai  —  cos  z  a     .1  +  cos  z     ' 


et  consëquemment 


y'^dz 
sin  z 


àz  1  I 

•=C-}-- — ^(i  —  cpsr)  —  —  ^(i  +  cos  r) 


sm  z  a         X  2 


=  Zsin— Z-—  Zcos ;s  +  C=/.tang z+C...(/). 

Pour  71  nombre  impair  =  7  ,   par  exemple  ,   on  a 

d2.cos7j!r  dz.cosxr  ,  .  t  0     • 

; —  ==  ■      .  —  dz .  cos  r  .sm  z  —  d^.cos^z  sm  z 

sin  z  sin  z 

—  dz.cos^zsinz 

d(sinj?)  j.         \   I        3    j/         N 

pr:  — 1; ^  J-.  GOs;p  dfcosrj  +  cos^rdfcosz) 

sm  2:  ^      .    / 

+  cos^rd(cosz), 
et  consëquemment 

/dz.cos^z         ^  .         ,1  .1         >      ,     ï         «     .  r* 

— ^ =  lsinz4 cos*r  +  -7-  cos%  +  -rr  cos^z  +t/. 
smz                            z  4  " 

dy 
On  peut  avoir  à  rechercher  rintéfi;rale  de    — —   :    à    cet 
*  ^  cosy 

effet,  on  changera   dans  la  formule   (/),  z  en  —  ~"^»    * 

étant  la  demi-circonférence  |  et  alors 

/IJ^  = /L  _±_=  z  ung -L- r-^ -:,V 
/    sinz        /  cosy  °    a.\«  ^ 


l'où 
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Pouf  intégrer  la  différentielle  — : ,   nous  ferons  dans  la 

^  sui"a? 

formule  (H),  a?  =r:  ioo<>  —  r ,  d'où  dx  =  —  dr ,  cos  a:  =  sin  ^  y; 

■               dx                     ^^17 
sm  a;  =  cos  z,  donc  — 7-^ —  =: — .    Jî,n  sorte  que 


sin"a:  cos"z 


y'»dx  /^  Az  sin  z  n — 2    /^    dr 

sin"x"'~^    y  cos"z  (jï — i)cos""-»z      n — ij  cos'*~»x  ' 

d'où 

/^àx  cosx  (n — 2)   p     Ax  _. 

sm^x  (»  —  i)sin'""*x        u — i^    sin"""*x 

Intégrer  la  formule  différentielle  — : m  et  n  étant 

des  nombres  entiers  positijs, 

£n  multipliant  le  numérateur  par  sin'x  4-  cos^x ,  on  aura 

/  "^ =  f-r—^ +  /;— i^ ...(M)* 

/    sm"*x  cos"x        /  sm"*~"*x  co$"x      y  sin'"x  cos^^'x  ' 


Lorsque  tr  =  n ,   auquel  cas  la  différentielle  devient. 
y   le  calcul  s'abrège  en  observant  que  ...... 


sm"*a:  cos^x 


sm  2X  ,  /      j     . 

sm  X  cos  X  =  ' i    en    sorte    que    la    proposée    devient 

2. 

'  en  faisant  2x  =  .?9  et  on  sait  intégrer 


sm'"2X  sïn"*z 

àz 
(  form.  L)  — r 


sm'^z 
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Exemple  I*'.     Soit  la  différentielle  ■  ■.   ,  :  on  aura 

'^  sm^o?  cos*a: 

da?  /'    àx  /^       àx 


/   sin^arcos^o?  J    sin^x  J   smji;cos*ap 
or  (  form.  X  et  i  ) 

y^  djf  cosjc  I     p&x 

/    sin^ji?  2  siii*x  a  y  sii 


/ 


sin  jc 

/da?  _  I 

-^ =  /  tang  — -  op  ,• 

I  I  sînx 

mais  a  cause  de   — : =  — : j %    on  a 

sinxcos'x  sinx  cos*x 

/^       àx  /^  àx  /^Ax.sm  X 

sin  X  cos'a:  *""  /  sin  jc        /      cos'jc 

«t 

y^  dx.sin  x  1 

J        cos'o:        "~"        coso; 
donc 

/*       do?               ^         cosjc      .     3  ,  '  I  I 
=  C : l  tang  —  a;  —    - 
sin^a?  cos*a;                asin'o?         2               2            cosx 

^  ,    TT     »     /  ^-^  dx.cos  0?         dx.sin  x 

.   'Exemple  11.   Intégrer-: ers ; — ^ 1~  ■ 

*^        sm  a:  cos  x  sin  a;  cos  x 

On  â 

*'    y^dor.cosa:  /^   àx  p.  _    . 

/ : ^— =  / =  / djc.cot.o?  =  /.sm  J? 

y        sm  j:  y   tang  jc 

/dx.sin  X          p^                       P  Ax           ^      \ 
•  =  /  dx.tang  X'=i  I =  / , 
cos  a;                                    y    cot.x           cos  a: 

et  par  l'addition 

/*%     dx                      sm  X 
-i =r  LC zzzLC  tang  x, 
sm  X  cos  X               cos  a; 

C  étant  la   constante. 
Intégrer  x^'dx  sin'^x  cos'^x. 


5-*-r/*'-d*s;n-xcos-«      ^ 

»"a: — (r — i)yi'^*dxsin"*arcos''x>,.,.(iV 
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On  a  évidemment 

ji*"  dapsin'"jccos'*x=x'"  fàxsm^xcos*x — rfxf^^àLXs\n"^x  cos^x 
fx^'''^àxs\n"'xcos^x==:x'^^Jdxsïn'^xcos' 
ff^dxsin'^x  cos'^x=zxf^^/axsm"^xcos' 

etc. 

or ,  r  étant  un  nombre  entier  positif,  on  est  finalement  ramené 
à  intégrer  dx .  sin'^x  cos^x ,  ce  qu'on  sait  faire  par  les  for—, 
mules  {A)  et  (jB). 

Jptigrer  i®.  d%,sin  x  ^/i  ±ico5x,  2l*.  dx,cos\  y  \  ^sinis^ 

On  trouvera  facilement 


/(ix.sin  a?  K  1  rfc  cos  or  =  qz  —  (i  ±  cos  a:)  "  4- ^  ? 

^ ^         ^  3       V---(O) 

Jdx.cos  X  y  \  ±  sin  a:  =1  —  IT  (i  ^  sin  a:)  »  +  C. 

Intégrer  j!^dx  y  i-^-cosx^  x'"dx  \/i — eus  x  ;  x"*dx  V^i±5mx  » 
m  ^/aTi/  un  nombre  entier  positif. 

On  a  ces  décompositions 

yi*   dar  V^t+cos^= a:"*  yda:  V^i  +  coso? — mfx^^^  djc  V^i-J-cosjc 

fxT^^^àx  V^i-t-cosa;=:a:"^'/cla:  ^/i  +cosa: — (m — i)/x""'^dx  \/T+côs 

fx^'^^dx  y  i^cosx=:x^'~*Jfix  V^i-J-cosa; — (m — 2)Jx'"^^dx  V/i+cos 

etc. 

lls^agira  donc,  en  dernière  analyse,  d'intégrer  dar.  vi  +  cosar: 
à,  cet  effet ,  on  posera  i  +  cos  a;  =  z,   d'où^—  da:  sin  a:  =  d;r  , 

da:.sin  x  dz  da:.sin  a:  v/ 1  +  cos  x 


X 

x 


Vi  —  cos  X  .        x/a  —  z  V^  1  —  cos*a; 

s= — dx.  vT+cosx  y     or   / — zzzn:  =  —  2  V ^  — 

=:  —  a  \/i  —  cos  a:  ;  donc 


fdx,  V^i  +  cos  a?  =  a  yi  —  cos  ac  +  C, 


f 
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On   intégrera   de   la   même   manière   les  denx    dotres  toit 
roules. 

^x 


Intégrer  la  Jormule  différentielle  •— 

Soit  y=.ûxvx^  (l^où^dj'c=  dx.cos  x  :  on  aura  pour  trans-^ 
formée  de  la  proposée 

.  9 

qu'on  rendra  rationnelle  en  posant  i  —  j^'rr:  (i  — J')'**  9  d'où 

2* — I  -  /^zdz 

ainsi 

/*       dx  f^     \       2.dz 

;^  +  ^sinx  ~/  p—q  +  ^V'\'H^zz  ' 


Pour  p  >^,  on  aura,  en  posant  d'abord  zr=u  y    ^ — ^  ^ 

.        P+^ 

(1 Ëf__=..^  arc  f  tang  =:l/Sî^  +C..(P). 

J p—9+^p+9)^'    p^—r    V    ^    ^  p—qJ 


Pour  pz=z  q  ^   la   transformée   devient 


/ïfj^                   I 
= h  C (O). 


Enfin  pour  p  ^  q  ^    on  a 

.:i  dz  I  /-  dr 

1+p  ^     ^  1+p 

dz 

"T^n?^^ ^^^• 

<i+p 
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dont  l'intégrale  est 

'  I  (  z  \/^+^  -  \/J^   ) 

et  il  faudra  remplacer  r  par  sa  valeur  en  x. 
Intégrer  la  formule 


p  -f^  q  f  05  IL 

dy 
On  posera  y  -=  cos  jp  ,  d'où  do:  = ,  et  la  trans- 

Kl— y» 

formée  sera 

ày 


qui  ne  diffère  de  la  précédente  que  par  le  signe. 

Intégrer . 

p+q/an^x 

On  posera  y  =  tang  x ,   d  ou  cUc  =  — r- —  ^  et  la   tràns-^ 

formée 

ày 

qu'on  sait  intégrer. 

Intéftrer  les  formules  différentielles  — -^ : '- ., 

®  P  +  q<?05x' p  +  q«/ïx 

On  a 


dar.sin 


in  :r  d  (cosar)   ^      djc.coso;  d($inx) 


de  sorte  que 


f-, 


Ax.smx    ^j_i__^ +  C...(r) 


p+^coso?         f       p-j-çcosx 

/»da:.cos:tr  '    ,,     ,        •       n   i   •>       /rr> 

p+^cosx         V 

dx,sin\         dx,cosx 


Intégrer  les  formules 


-? 


p  -|-  q  ^''ï  X     p  -|-  q  C05  X 

6 
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On  posera  pour  la  première 

sin  X  j  B 

-^ : =  ^  -J-  ^-- .         > 

p-j-^sinx  ^-j-ysidor 

u^,    JB  étant  des   coefficiens  indéterminés  ;  d'où  l'on  dédqira 
CCS  deux  conditions 

qA  —  1=0,      pA  -4-  jB  =  G  ,  ^ 

qui  dopnent 

et 

/dar.sino?  i    ,  /»       dx  \'\    r^       ,Tr, 

On  obtiendrait  de  la  même  manière 

On  connaît  les  intégrales  indiquées  dans  les  seconds  membres. 

Intégrer    ou   plutôt   décomposer   les    formules    différentielles 
Jx  (  a  +  b  cos  X  )         ^x  '  a  +  ^  ^^^  ^  ) 
(  p  -j-  q  cos  X  y*"  (  P  ■+"  4  ^^'^  ^>°* 

On  posera  pour  la  première 

àx  (  a  -}-  b  cos  x  )  A  sin  x 


J 


\^p -\- q  ^o^  x)"*^  (/? -j- y  coso:  J'""" 

d.r  (  J5  -f-  ^  cos  X  ) 


+/- 


{p-^q cos  X  )'" "~ * 

A  ^  B  tt  C  étant  des  coefficiens  indéterminés  ;  différentiant ,  di- 
▼isant  par  dx ,  faisant   disparaître   les  dénominateurs ,  passant 
toi|s  les  termes  dans  un  seul  membre  ,  et  remplaçant  sin'  x  par 
X  —  cos*  X ,   on  déterminera  A^  B  ti  C,  et  on  aura 

{a-{-  b  cos  x)  àx  (bp  —  aq)  sin  x 


/- 


^{m 


[p  -j-q  cos  X  )"*  (m-i)  (/?*-yO  (/7+^  coso?)'"""* 

I  /"  [](a;?-^y)  (7n-i)+ (j72-i)(^/?-a^)  cos  :r]l  do?     _ 

-i)  (j)''q^)J  (;>+</ cos  0?)'»:::!:  "^ 
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En    sorte    que  m  étant    un    nombre    entier    positif,    on    fera 

dépendre  l'intégrale   proposée  de   celle  de 

(tt  4-  i3  cos  a;  )  dx  a  àx  /id.r .  cos  x 

^ — : i E=   +   qu  on 

^-f-^cosx  p4-yc<»sjc  p '\' q  K.OS  X 

sait  obtenir  (  pag.  8i) 

Il  est  facile,  d'après  ce  que  nous  venons  de  dire,  de  décom- 

àx  {  a-\-b  sin  x  ) 
poser    ' 


/- 


{p  '\-  q  un  X  )'" 
Intégrer  les  dijjéreni (elles  d\,m^^  sin^  x  ;  dx^m^^  eos^  x. 
En  différentiant  m**-^  sin"  x,   on  trouve 

d  (m*-^  sin"  x^=alm . m*'  sin"  x,dx  -^  nm^'^  sin"~*'  eos  rc. do: , 

tfoù  Ton  déduit 

r        .  ,  m^'sin^x        ^    r         -  ^  i 

/m*'  sm"  jc.dxzz:  ■  r—  /m'"sin"'~»  ic  cos  ar.da:. 

.  alm  alm 

Si  l'on  différentie  le  facteur  de  àx  sous  le   signe  d'intégration 
dans  le  second  membre  ,  on  tirera  de  Téquation  résultante 

/'.        m^^sin"""*a:cosjt      n-i  p        . 
m'"sm""*'j:.cosaF.dx= — r-  //72'"sm"— ■  ^e.  dx 
alm                   alm 

+  -r-/m'"  sm"a;.dx. 
alm'' 

Substituant  dans  l'intégrale  précédente ,  en  place  du  dernier 
terme  7  cette  valeur  ,  et  tirant  celle  de  /m'^'  sin^x/dx,  on 
trouvera 

/m"*  sm"a:.ddÈr  =:  — — ; — r — ; \alm  sm  x  —  w  cos  x  \ 

"^  (  alm  )*  +  «'     ^  * 

Ainsi   n  étant    positif  et   piir,    on  aura  à   intégrer  m'"  dx. 

Or/m"'dx= m'*' ;   et  si   n  est  positif  et  iinnalr  ,    on   en 

am  ^  *■ 

viendra  a  Jm^'  sin  x.dx  :  mais  pour  72  =  i  ,   la  formule  pré- 
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cédente  donne  ^ 

Cm*'*  sin  X  àx  =7—; — r — r-  {^Ifa  sîn  x  —  cos  x\. 
On  trouverait  sembla blement 
/m*"  cos^x.dopss— — ; : ]  alm  cos  x  +  n  sin  x  \ 

H -^ ,  .  /m^^.da?.cos»-«A?+ C...(Z^). 

^    (  û/m  J«  +  »^   -^  -TV/* 

Le  nombre  n  étant   positif  et   pair,    on  sera  conduit  à 

7?!*' 

/mf^dx^: •  Si  71  est  impair,   on   descendra   îusqu^à..** 

^  am  '     * 

Jm*^' cos  xAx^  intégrale  que  donne  la  formule  (Z').pQur  71=  !• 

Exemple,    Nous  terminerons   par  Pintégration  de  la  difFé- 
rentielle 

e^*  as  =  2h  cos*  I  — ; —  • 

cos'  a 

à  laquelle  on  est  conduit  par  une  question  de  mécanique,  et 
dans  laquelle  5  et  a  sont  les  variables  ,  et  «  la  base  des  loga- 
rithmes népériens.  On  a  d'abord  en  intégrant  le  premier 
membre , 

fe  ^*  d5  =  ^  e^»  ; 

d'ailleurs  en  faisant  72z=  3  dans  la  formule  (H ,  p.  ^5  },  on  trouve 

A>  d«     __^  I      sin  *  1      /^dit 

,y  cos^  a         a     cos*  «         z  /  cosa  ^ 
mais  (  form.'  K  ,  pag.  77  ) 

^  co»  «  V  4        a  / 

donc 


-j-  tf'^î  =  A  cos*  I 


{^  +  '»»«(4'+f)}+^ 
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CHAPITRE    VI. 

De  r intégration  par  les  séries  ^  et  des  intégrales 

prises  entre  des  limites. 

Lorsqu'une  expression  différentielle  Xdx  ,  X  représentant 
nne  fonction  de  la  seule  variable  a; ,  ne  peut  être  intégrée 
exactement ,  il  est  toujours  possible  de  Pîntégrer  par  approxi- 
mation :  heureusement  on  est  en  possession  de  divers  moyens 
qui  suppléent  à  Timperfection  ou  au  manque  absolu  de  mé- 
thodes rigoureuses  ;  car  le  nombre  dés  formules  qui  ne  sont 
pas  intégrables,  ou  qui  échappent  à  toutes  les  tentatives,  est 
incomparablement  plus  grand  que  celui  des  formules  dont 
l'intégration  peut  s'effectuer.  C'est  ce  qu'on  a  déjà  pu  reconnaître 
dans  les'  chapitres  précédens/ 

Intégrer  la  différentielle  binôme 


p 
î 


dy  z=.  x'^dK  (  a  +  bx"  )** , 

lorsqu'elle  ne  Satisfait  à  aucune  des  conditions  d'intégrahilitè 
données  (^Calc.  int, ,   chap.  III). 

On  développe  en  série  le  binôme  (  tf  +  ^Jc")*',  on  intègre  cha- 
^     que  terme,  et  il  vient  pour  résultat , 


^     a  m+w+i        i.ûy*    a*  771-4-2/1-4-1 
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Si   on   voulait  une  série  descendante  par    rapport  à  «,   il 
faudrait    donner   à  la    différentielle    proposée,  la  forme 


•  •  •  •  « 


a;'"'^T  àx  (3  +  ûa;-")'/,  et  après  avoir  çlëveloppé  (^  +  ûx-")'S 


nx-t-  — 


multiplié  par  x       ''  et  intégré   chaque  terme  ,  on  trouve 


ya?'«dx(a+^a?")  -7=^+  ^^ 


+  71;;     • 

(p — 7)'» 


\                                               .    ,  (  :  — 27)'»  "V  ■ 

.    PiP-q)  .£._^ l__+etc.>,. 

Si  ^  est  un  nombre  impair ,  les  deux  développemens  seront 

réels  ;  mais  si  q  élant  pair  et^  impair,  a  on  b  est  négatif,  l'une 

des   formules   [/l)  et  {B)  sera   imaginaire  :   elles   peuvent  l'être 

toutes  deux. 

djT 

Si^  on  développe  le  coefficient  de  la   différentielle  ^ 

1 — X 


on   trouvera 


X  ,  x"^ 


\  I  '    vd      I  ".  lA»       '  '  j  "   iXi  I  ".  •    •  •   •   •      I        •— ■^^••»— ™    ^ 

1 JC  I X 

et  conséquemment 

àx  x^         x"^         x^  /^x^àx 


/*  dx  x^         x^         :rt  /^a:"d, 


—  # 

a; 


àx 


et  parce  que  /  =-^/(i— a:),  on  aura ,  en  éloignant 

indéfiniiïftnt  le  terme  intégral, 
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g^rie  qui  n'c«t  Convergente  que  pour  x<[i.  Pour  a;  ==  o , 
on  a  Zi  =  C,  d'où  C;=o;  en  sorte  qu'on  doit  supprimer  la 
constante. 

En  traitant  de  la  même  manière  ,  on  trouve 

l(^i+x)—x 1-  -r — +  etc., 

2  ô  4 

tt  consëquemment 

Considérons  la  différentielle  (lr= .  qu'on  sait  être 

-^  r-  -f  X*      ^ 

celle  d'un  arc  de  cercle,  dont  r  est  le  rayon  et  a:  la  tangente. 
On  a 

r^àx  ,  o-'dx  ^^d.r  x^'àx 

zmûx : h  etc.  j 


et 


/ 


r'da?  ,  N      ^  .  x^         âs^         xl 

,  ,      ;  — arc(tang-x)-X  +  .r--^— ;  +  -— -etc.  : 

or  pour  jp  =  o ,  l'arc  s'évanouit  ,  et  on  a  C  =  o  ,  en  sup- 
posant que  l'arc  développé  est  le  plus  petit  de  ceux  dont  là 
tangente  =  a:.  Celte  série  est  encore  d'autant  pins  convergente 
que  l'arc  x  est  plus  petit. 

Faisant  r  =  ij,  développant  — -* suivant  les  puissances 

I  -\-xx 

négatives  de  Xj  multipliant  par  dx  et  intégrant,  il  viendra 

arc(tang=ap)=:C i.  +  ^  _  ^.  +  etc.  , 

série  qui  ne  devient  convergente  que  pour  x^  i  ;  pour  a?  =  o^ 
on  trouve  C  =  oc>,  ce  qui  annonce  que  cette  série  n'est  pas 
propre  à  donner  les   valeurs   des  petits   arcs.   Pour   a;  =  00, 


%. 
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on  sait  que  Parc =-^^  v  désignant  la  deini»circonier«nce  ;  donc 

C  = ,     çt  consëquemment 

arc  ftane,=:«j  =z2- —  — L -_-.^- etc.     s 

Si  l'on  développe  (i  — ara?)""*^    qu'on  multiplie  tous  les 
termes  par  do?  et  qu'on  intègre  ,  on  trouvera 

do?  ^  .  .        ^  .  x^   .  3a:^ 


-3=;arc  (sm=i:  J?)  =6  4- ^+ 5 f- 

1/. .».'*.  2L.O 


V/i  — ara:  ^-^  2.4.^ 

3.  5  057 

2.4.0.7 

et  la   constante  (7  =z=  e ,   par  la  raison  alléguée  plus  haut  et 
dans  la  même  hypothèse.  Or  le  sixième  de  la  demi-cîrconfé-^ 

rence,  ^yant pour  sinus  ,  là  série  précédente  donne 

I      _    ^    _i       *  ^'^      i_     1-3.5 

_,_  — +  -^-^  +  -p-g.  +  -^-^— -ij-+etc.,     . 

sr  élani  la  demi-circonférence   dont  le   rayon  =  1, 

On  pourrait  encore  faire  usage  de  la  méthode  des  coefHciens 

indéterminés  pour   obtenir  les  développemens  précédens  :  eu 

do? 
effet ,  à  l'égard  de  la  différentielle -. ,    on  poserait 

/ — ^—  s=ï  ^x  +  ^x"^  +  Co(^  +  etc. , 

difPérentiant  y  divisant  par  do:,  et  multipliant  par  i  -f- atx,  01;^ 
trouverait 

^=1,  jB=o,  c=— 4-*  z>=o,  js;=4-?^=û>^= — ^^<î*<5* 

00  7 


£ççmpk   I^'.     Soit  à  intçgrer  la  différentielle ...  ^ 


^* 


-  i 


ê 
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d/  =: .  .  V   ■  ,» — r-T  donnée  par  une  question 

y  J  (2  ax — xx)  2.  g(h — x)  } 

de  mécanique  :  on  récrira  ainsi , 

àx  \/a 


dt  =  ^ 


\/bx  —  xx        :,yrZtX^_J^' 

r  sa 


1.3      x^ 


développant  f  i  '— )    *  en  série ,  on  a 

^  y/ S        \/bx—xx  l       ^   ^«  ^-4    4«* 

1.3.5   a?  1.3.5.7     ^    ,  '     \ 

Ainsi  les  termes  à  intégrer,   seront 

cLr                            xàx  x'^àx 

T- —                ">     — — z=:=r- ^     —  t  etc.; 
ybx — XX              ybx — xx              ybx  -7-  xx 


x""' 


—  ^àx 
et ,  en   généra?! ,   ils   seront  de  la    forme  —  .    Mais 

ybx'^xx 

on  a  (  chap.  III ,  form.  F  ) 


/i 


X  I 

=  - —  (  arc  (  sinus  verse  s=  «  )  ) 


b 
2 


Â 


f: 


xûx  /  "■ 

.  =  —  ybx — XX  -f-  arc  (  sinus  verse  =  x  ) 

{/bx — XX 

»      X^àx  xVbx XX  33       yr — '- 

^bx — XX  ^  ^ 

-.j —  (  arc  (  sinus  verse  =  a;  )  } 

4 

o^àiX  x'^ybx — XX  5  bx  ^bx — 0:0? 


y/bx^ 


XX 


3  12 

... -,  ybx'^xx'\ r-  (arc(«/i'V^r5=:a7)), 

^4  ^4 
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I 


tous  ces  arcs  étant  rapportés  au  rayon — b.  Donc  si  l'inté- 
grale doit  devenir  nulle,  lorsque  ^  =  0,  et  si  elle  doit  s'étendre 
jusqu'à  x-=i  b  ^  ou  ,  en  d'autres  termes  ,  si  elle  doit  être  prisé 
depuis  j:=  o  ,  jiiî:qu'à  x=zb  (  Cale,  ilifj, ,  chap.  XVII)  ,  la 
constante  devient  nulle  pour  j;  =  o;  aimi  en  désignant  par  w 
le  rapport  de  la  deuii-circouférence  au  rayon  z=z  i  ,  et  obser- 
vant  que   la   demi-circonférence   du  rayon  .    est »  , 

2  3 


on  a 

x^x  h 

y  bx  —  XX  ^    V 

x'^i^x  1 . 3  Z>* 


/*       da-  /^      x^x 

V  bx  —  XX  ^    V  bx — XX 


A 


.^, 


\/bx—xx  ^-4 

/'     x'^iSx               1.3.5  3^ 
,  =  7-7 — -^  î  etc. , 

conséqucmmcnt   Tintégrale   cherchée   est 

/  1.3.5  \«    P    ,        > 

Intégrer  la  formule   difjèrentlelle  û y  1  (  1  -f;  a  cos  y  ). 

Ou  a 

_  ,      ,                  ^                              a^  cos^y            a^  cosV 
/  (i  +  û  cosiy)  :=.  a  cosjy* -] ■ 


a-:cos«r 

; 1-  etc . . . .  (i  )  ; 


ainsi  en  multipliant  par  ày  tous  les  termes  de  ce  dévelop— 
pement ,  on  aurait  à  intégrer  (pag.  yS ,  form.  G  )  ,  une  suite,  dé 
différentielles  de  Ja  forme  ày  Q.o%"y,  Mais  nous  auron**  recours 
à  une  analyse  qui   offrira  un  exemple  du  parti  que  l'on  peut 


^ 
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tirer  de  la  dîfierentiation  des  constantes.  Supposons  que  dans 
le  développement  (i)  ,  on  ait  remplace  les  puissances  de  cos  jr 
par  les  cosinus  des  multiples  dey  (chap.  V,  pag.  71 ,  form.  i4)  : 
on  trouvera  ainsi 

/(i  +  ûcosr)  == —,  -7- --3  .  -^ etc. 

LI.3  a-*     i.S.f)  û''     1. 3.5.7  û7  *n 

etc.  ; 
donc  si   l'on   fait 

/(i  +  acosj-)=r — y/-}-2?cosj— (7cos2j'+Dcos3^— ctc....(fl), 

on  aura 

.  I      û"*         1.3      ai        1.3.5      a^    , 

J  = l-r-7--7-  +  r-7-7--p-+etc....(2). 

2        2  2.xf        4  2.4.V        o 

DiiTt'rculiant  de   part  et  d'autre,  comme  si  A  et  a  étaient  des 
varial)!es  ,  ce   (|nl   est  d'ailleurs  permis,   puisque  ces  quantitéis  . 
varient  enFcniLlc  ,  on  trouvera 


6J 


ô.a    Ç    a""  1.3       û»  1.3.5       a^  } 

a     {    2.  2.  4  ^«4  6  I         f 


Ci 


]a    (  I  )  (\a  da 


_-xU 


intégrant ,    il   vi(*n;;ra  (^Calc,  înf. ,  ]  ag.  3^  ) 


^=  /l  ■ j — la  -f-  €  =  l  ^  j  +c,...(o), 

c  étant  la  constant:.  Or,  d'après  (2),  pour  fl  =  o  ,  on  a  ^=0; 
ainsi  (3)   devient 

11  s'agit  donc   de  connaître   la  valeur  vraie   de   — 


a* 
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pour  0  =  0.  A  cet  efTet ,  on  appliquera  à  la  méthode  donnée 

^Calc,  dijf.^  chap.  X)  ,   et   on   trouvera  — — •  = — : 

donc    - 

ftt  consëquemment 

a  (i  —  \/i  — a») 


='{'^'~r~"1- 


ce  qui  est  une  transformation  avantageuse  du  développe** 
ment  (a) ,  et  l'on  voit  que  la  différentiation  et  l'intégration 
ont  l'avantage  de  reproduire  la  même  quantité  sous  ■  différentes 
formes.  En  opérant  de  même  par  différentiation  sur 

_         ,   1.3    û'     ,   1.3.5   a^     ,    1.3.5.7    al 

on  trouve 

-_       ada  C  a*     .    1.3    a^    .   1.3.5    a*     .   1.3.5.7  a'  .         \ 

^_  4dg  adfl 


et  intégrant 


J?=    4i-i/x-a»}_^^. 


mais ,  d'après  (4)  ^  pour  a=:o,   on  a£=:o;  en  sorte  que 
l'intégrale  précédente  devient  encore 


o 
0=  ■—  +cS 
o 


c^  étant  la  constante  qui  reste  indéterminée  :  or  en  évaluant  ^ 
•comme  ci-dessus  y  la  fraction  qui  devient  —  pour  ar:=o,  an 
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trouve  zéro  pour  sa  valeur  vraie  ;  de  sorte   que  c'  =  o ,  et 
qu'on  a 

a 
Si  l'on  pose 


a 
on  trouvera 


— —  =  ^f     d  ou  a  = -; — : — ••••(0)9 


(6)....^  =  /^— V      iB  =  a*....(7). 

Actuellement  que  Ton  diflërentie  Péquation  (a)  ,  et  qu'on 
divise  par  ày ,  on  aura 

-^-- "^  ■€=  iff sin y  —  aC sin ar  +  3D sin 3r  +  etc. • 

i-f-acosj  -^  -^    '  j    i  7 

multipliant  par  le  dénominateur ,  faisant  passer  tous  les  termes 
d'un  même  côté ,  en  remplaçant  sin  y  «os  y ,  sin  s^y  cos  y  ^ 
an  Zy  cos  y ,  par  leurs  valeurs  données  par  la  formule 
connue  {Cale,  int, ,  pag.  65 ,  i".  form.  3) 

sin  (m  -f- 1  )  y  4~  sî^  (  ^  —  I  )  y  =  a  sin  my  cos  jr , 
on  aura  une  identité  de  laquelle  on  déduira  ces  déterminations 

B—a           ^        J^C  —  Ba       „        61)  — aCa 
C=:— —-,     D  = j-—,   J?  = — , 

%E  —  ZJ)a          ^         10F  — iEa 
F  = ^~,      G  = ,etc., 

remplaçant  B  par  sa  valeur  (7) ,  et  a  par  sa  valeur  (5)  ,  on 
aura  ces  déterminations 


a 


b-,    Bz=z^Vy    E=~b^,    F=;^^%etc.,^ 


g4  ïiEÇONÎi 

conséquemmcnt 

—  1  -|-  a^cosj  — •-—  ^^cos  2J+  — ^*  côs  3y 

I  * 

2  2 

/;4  COS  4j  +  -r~  ^^  ^'05  ^y —  etc. . . .  (8)  , 


et 


2 


Pour  a=  I  ,    auquel   cas   ^  =  i  ,  on  a 

/  (i  +  cos^)  =:  Z  (  2  CCS»  I  j  )  =  Z  2  +  û^  COS  ly» 
Faisant  i^  =  a?  ^  d'où  j^  =  2  a:,  le  cléveloppement  (8)  devient 

/•(cosa:)=  / -| COS  2  a' — cos  4^  H — q—  cos  6a;. 

21  2  o 

cosojc  -+•  etc.  •••(9)* 


4 

Pour  «£=:—  i,ona^  =  — i,.et 

Z  (i  +  ûf  cosj^>  =  /(i  —  cosj)  =  Z2  -f-  aZsin^j', 
et  Itî  développement  (8)  devient  ,  en  faisant  2^  =« , 

r 

/(sma:)  =  l —  ' cos  20:  — cos  AX'-^^-—-  cos  bo: 

21  2  o 

— -— -  cos  8a? +etc. .  .•(10). 

4 

Si  l'on  multiplie   (g)  et  (10)  par  dx ,  et  qu'on   intègre  ,    on 
trouvera 

/dxZ  (cos  x)=2X  l  ( )  +  "■'  sin  ax  — ;—  sin  A x 

\  2  /  1.2  2.4 

-f- -r-— -  sin  6a?  —  etc.  4- C, . .  * (£"  ), 
6,0 
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faxHsin x)r=z xl  ( j  —  ■  sin  20;— sîn  A. x 


—  ■  ^  ^    sîn  6a:  •—  elc,  -{-  C. .  - .  (-F). 

On  pourrait  facilement  obtenir  les  intégrales  fax  /(tango:) 
J^dx  l  (cot.a:)  ,  etc. 

Exrmpîe.  En  considérant  (  Mècan,  cèlest.  )  le  mouvement 
d'un  corps  pesant  sur  une  surface  spliérique  ,  M.  Laplace  a  été 
conduit  à  cette  formule  différentielle 

,  ' —  ràz 

<1^=  — j 

où  z   et  t  sont  les  variables.  Si  l'on  suppose 

(r»_5r»)  (c  +  2^z)  — c'^  =  (a  — x:)  (r  — ^)  (s^z  +y), 

on  aura  pour  déterminer  a^  b  eij^les  trois  équations 

2  A'  r  r'  -I-  r7^  ) 
J  = r-7 ? 

2^  (r-  —  û* ' —  ^/3  —  ^* ) 
C  r=:  '  « 

a  +  ù  ^ 

^  = r-7 ? 

a  -\-  o 

qui  sont  données  par  la  comparason  des  mêmes  puissances 
de  2: 9  et  on  observe  que  des  deux  quantités  a  e.\.  b  ^  la  pre- 
mière est  la  plus  grande  valeur  de  z ,  et  que  la  seconde  en 
est  la  plus  petite.  La  proposée  pourra  donc  être  écrite  comme 
il  suit  : 

ràz 

Pour  l'intégrer ,    ou   posera 

sin  ô  =  1/  r  j      d'où  cos  ô  =r:  Vr , 


\ 

et  conséquemment 

d'où  l'on  déduit  en  différentiant 

I 

di^  =  2(^-— a)  cosô  sin  é,àê  f 
maïs  on  a 

a*— ;8r=(a  —  ^)  sin*  0|     z  —  ^=:(û  —  ^)  eos*  #  ,' 

Par  ces  substîlutions  et  après  les  réductions ,  la  différentielle 
proposée  devient 

,  2râê 

{/ug  Jû  +  (3  —  a)  sin^6}  +/ 

et  en  substituant  pour  y  sa  valeur  en  a  et  ^  9 

-  ard^ 

d^:=  ■ 


en 


r      L        /ï*  +  2flô-f-r*  J 

r\/a(tf+3)  d^ 

posant  7'  =  -r TT 7—-    Si  on   développe. . . . . 

^  '  (^a  +  by+r*  —  b^  ^^ 

(i — y*sin'i>)-i,  et  qu'on  multiplie  tous  les  termes  par  d^, 
on  aura  à  intégrer  la  série 

1  t. 3 

dd-| y'sin*«.dd-j ^y^sin^ô.d^ 

2  2.4 

1.3.  S 

H 'V-    y6  sin^  ^.d^  +  etc., 

2. 4.0    ^ 

ce  qu'on  fera,  d'après  le  développement  de  sin"x«d:t  donné 


bÈ  CkLtvt  nttiGRAL*  9^ 

(Cëlc,  intig. ,  pag.  67)  ;  et  en  prenant  Tintégrale  depuis  ié:±:à 

qui  répond  àco8l  =  o,   ou  k  1  = «,  jusqu^à  z:=af/qui 

répond  i  sin4=:o  ou  à  1  =  0,  v  étant  la  demi-circonférence 

dont  le  rayon  =3  i ,  et  désignant  par T  Tintégralè  de  Ai 

entre  ces  limites,  on  trouvera. 


y' 


Ce  qui  est  rintégrale  trouvée  dans  la  Mécanique  céleste. 

L'intégration  entre  des  limites,  conduit  quelquefois  à  àti 
résultats  remarquables. 

Reportons-nous  à  l'intégrale  de     -     ■  trouvée  (  Cofc. 

{ntig. ,  pag.  32).*  Pour  a?  =z  i ,  on  a 

—  *    s=  arc  (5WI  =  1  )  = , 

m  étant  la  demi-circonférence  dont  le  rayon  =  i  ;  l'intégrale 

-^.^^.^^  =  —  »/ 1 — «*  +  c, 

y/l  —  «« 

•  ■  '  ■  j 

étant  prise  de  manière   qu'elle  s  évanouisse  pour   «  e=  o  )    et 
^ui  dotme  (ï  :*=  i ,  devient  •  \ 

OD&X 

et  ^our  ^  =  I  ,  on  a 


.'  /  \/i  —  xx 


A 


.-  =  + 1. 


»8 


I^ÇOHS 


Ainsi 


/*    x*dx 
l/l — XJ 


I      % 
1.3 


s 
3 

3.& 


..(H). 


/*   «7dx  a.4-6 
1^— »  SSSS  "••^••w 
l/l — XJP     3.5.7 


etc. 


/*  a^àx     1.3.5  » 

etc. 
Les  résultats  (6)  se  tirent  des  formules  (3 ,  chap.  III)  pour 

a:  =  I  ,  en  observant  qu'alors ,    A  ss  «-^-  ;   et  les  résultats  (JT) 

des  formules  (  a ,  chap,  III  )  en  remplaçant  l'intégrale  dans  it 
second  membre  par  sa  valeur  obtenue  précédemment  ^  et  tenant 
compte  de  x  =  x.  Généralement  on  aura 

x^àx  i,3.5.7. . .  .(ai — i)       ir" 


»/»- 


XX 


«ai 


+'d: 


V^T^ 


XX 


a.4*6.8.**«       ai 

a.4«€'*o«.«.       ai 
3^5. 7. g..  ..(ai -|- 1) 


De  la  formule  de  réduction  (^A') 

/»  ar^dx  x~— '  V^i — xx 

■  ^3  ■""  i^— — 
l/l — XX 


+ 


m 


I     r  xr^~*y 


i/i— XX  ">  '        »»     jf  y/ 

donnée  {Cale,  intig,  pag.  3a  )  ,  on  déduit  d'abord 


XX 


/»x"*-»dx    
l/l— XX 


x^-«  V^i  — 


XX 


m 


+ 


«••^^ 


m 


m       /^  x**cM 


XX 


e   en  changeant  m  en  m  -f- 1\  et  conséquemmeni  m -—  i  en  m» 
m*-aenm-—  i« 


x^'dx         x^v/i— XX        m  +  i    ^x~-^'dx 


/>x^-»clx 
K  X  —  XX 


»  "  > 


m 


J / — w 
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iPi(mr  op  s=  i  ,  cette  formule  devient 

Vi—xx  ^     J  V^i  — «0» 

on  aura  donc 


1.3.5/   L/7^ 


y  i — XX 

«t  généralement  , 


/*     dx  2.4*6....      a/         /^  x"dx 

\/i  —  xX  i.3.ii....(2/— i)  /   y/i_j^ 

On  obtiendra  de  même 

/*    xàx       3.5.7. ..  .(21+1)     Z^^'^'^'dx 
V^i  — XX  ~   a. 4.6....      a*     y  V/i  — a?x' 

ihais  pour  V  plus  grand  que  tout  nombre  donné  9  les  formules 

/»  x^'dx  /^x**'*''dx 

— ==•  y    /  sont  égales  ;  on  aura  donc  (^Cak^ 

[/ 1  —  XX    ^  y  i  — '  XX 

1»/%.  ,pag.  97) 


/*     ^^                         a.4.6.8.10... 
t/~        ^ ^ 

xdx  a         3.5.7.c).i  I...        x.3.3.5.5.7.7.9.Q..,« 


-XX  ir         1.3.5.7.  9...       2.:à.4^«fi*6.8.â.  •  •  • 


/*    xdj 
i^lZ^x*  a.4.€.8.io... 

formule  donnée  par  WaUis  pour  la  rectification  d«  la  dr-? 
conférence. 

Noos  avons  trouvé  (Cale,  intég, ,  pag.  54) 


100  Leçons 

Si  IMntégrale  doit  s'évanouir  pour  «  =  i ,  c'est-à-dire  y  com- 
mencer k  X  =z  i  j  on  aura 

.C^i+-l.+  -i-  +  -^  +  etc.  =  ^,.(*), 

9  ëtant  la  demi-circonférence  dont  le  rayon  =  i.  Intégrons 
d'une  autre  maniée  la  même  formule  différenûelle  ^  et  faisons , 
à  cet  effet,  jr=i— ap,  d'où  a?:^i— jr,  dâp=  — dj^,  et. 
nous  aurons 

i-x     -     J  y  .4 

+  ^  +  4-+etc., 

'■I  '  — —         — ^i^— 1— ■— ^1^ 

(^)  On  sait  (  Cale,  diff,  )  qu« 

àa  X  X*  x^ 

■  =1 -r  H ,  .    '  —  ete. , 

X  a. 3         a.3.4<5      ' 

série  ^j  jpour  tout  multiple  Autre  que  zéro  de  la  demi-circonférenoe  ^ 
donnera  sin  x  ^  o^  donc  les  racines  de  Téquation  d^un  degré  indéfini 

X*                or* 
1 

a. 3         s. 3. 4-5 

I 
sont  ir  y  nir,  3«r,  etc.  à  Pinfini.  Ainsi  faisant  x*  =:  — >  et  mnlbplkat  par 

^^,  on  aura  la  transformée 

III  ^ 

dont  les  racines  sont  >  -7 — 9  ♦  etc.  Donc,  diaprés U  théorie 

jr*         4»^*        9»**  '^ 

des  écjiiations  (  ^ig, }  9  on  aura 

I  1       f  I  1  1 

r-  s= <i+  — H h  etc.  >i 

a.5  »•»     i         4         9  5 

d'où  Pon  déduit  * 

I  II 

---«■»«:  I -4-— -H h  etc.. 

6  4         9^ 

résultat  remarquable  trouvé  par  Jean  BernouiUi,  , 


0  =  1 r-  H _   .  _  —  eu. , 
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•D 

la  constante  étant  supposée  nulle  pour  »=i.  Egalant  les  deux 

,           ,     /^âx  (!x) 
valeurs  de  / i^-i-,  on  a  l'identité 

^       ^/        I X  ' 

^  4  9 

+' — ë-^+«ct. 

ID 

Faisant  x  £= on  obtient ,  toutes  réductions  faites  • 

■7-»'— (^^)"= h-; 1 h- ? — i+  etc. 

Si  Ton  retranche  cette  identité  de  celle  qui  plus  haut  exprime 

I 

-TT  ^^  9  on  trouvera 
b 

2* — I     .     2.^ — I     ,     2} — I     ,    aA — I     , 

^     ^  4-:^  9-2*  16. a'  aS.a^ 

Le  procédé  d'intégration  par  parties ,  donne  encore  le  déve- 
loppement d'un  nombre  suivant  les  puissances  de  soalogarithme. 

Soit 

dx 
d/=— 7- — ,     d'où  dart=(^l  +  a?)  d/, 
I  -f-a: 

intégrant  par  parties ,  on  a 

x^ii+x)y—fjdx={i+x)y'^f:)rdy{i+x), 

en  remplaçât  do:  par  sa  valeur  (  i  +  ar  )  d^  :  intégrant  encore 


IM  Lbçoks 

le  dernier  terme  par  pahies ,  on  trouve 

a,       J       ^ 

En  coBtinuant  à  procéder  de  la  même  manière ,  on  ^orti 

(r=C+(i+*)j^-(i+a:)^4-(»+*)^ 

-^  (»  +  «)— Çt "+•**«• 

^  2.0.4 

Or  op  et  ^  étant  nuls  en  même  tems  ,  en  sorte  que  la  constante 
est  nulle , 


iJ^X        ^  2  2.3  Z,5»J^ 

m 

Soit  1  -f- jp  =  «,   d'où  a?  =  z— I,  Z(i+a;)=ir,  à  cause  de 
^c=:/(i  4-*)ï  celte  série  deviendra 

, L-  =  /z i-  (fc)-+  -i^  ilzy  -  etc. 

Faisant =  n ,  d'où  Iz  z=z^^  In  ^  on  aura  enfin 

z 

n=i^In  +  —  (/»)>+  -1-  Qny  +  etc.  / 

2  2  •  o 

et  pour  Inr=;=  1  ^  on  a  ji  =  ^  =  2,72828 ,  etc. ,  base  des  loga- 
rithmes népérieYis. 

Reprenons  la  formule 

/iidf  =  w  — /«'dw , 
où 

fjrdx  =  xy^fxdjr^ 
qu'on  peut  écrire  comme  il  suit 

Jydx  =  :r^ — Jyxdx. .  •  .(i). 

Eu  faisant  —-  =zy'  :  on  aura 
àx       -^ 
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ffxàx  =r^ ary  —  /—  y^x^àx ..    .  (a)  , 

/i-jr»**4e  s:  -L  «^»—  /Ii-/"x'dx. . . .  (3)  , 

etc. 

Par  des  substitutions  successives ,  on  parviendra  à  cette  formule 
génërale 

•'•^  ^        a        dar^i.a.3       dx*       2.3.4         <**' 


•  •  «. 


«"+« 


g-         X  ^  d"'*"'y 

^y  i.a....(/i  +  i)  -^  d«»-^'      ^  '* 

tronvee  par  J^on  Bemauîllî^  auquel  on  en  doit  une  autre  qne 
nous  allons  démontrer.  On  a  ,  X  étant  une  fonction  de  x  ^ 

/X»      d'j  _   /'XdJC     d'x  _      X^         d'x- 
a     ■  dX  ~J      a        AX«  ""     a.3     *dX» 

-y~i3-dÂ^— ^^^' 

f  X»      d^x         />X'dX    d»x  X^  d^x 

J~ïX    dX«  ~y    a.3       dX»  "*  a. 3.4  "  dX» 

X*         à1*       ,  , 

(7). 


-/- 


a.3.4      dX» 

y'*3i*       *»  _   rJMX     d4dr  _      X»         d<x 
a.3.4'  <WP  ^Jy.i.li     dX*  "~ a. 3.4-5 "5^ 

X».       d»x 


•  •  •  •( 


"t/iXTs  -S^--'^'* 


cic 


|04  IiEÇOM$ 

et  par  des  substitutions  successives  ^  on  obtient 

yAdx  —  G-j.— --^  — -^  dX»  ■*"  7X4"dJ^ 

X*  d*x 

La  série  précédente  qui  représente  jyAx,  en  remplaçant j(>^ 
par  X,  tt  éloignant  indéfiniment  le  terme  intégral ,  devient 


/Xd*=C+X» i-x»  -|,__L_xî-r- 


dX    ,   _-!,_    ,  d'X 

I  d^Jf 

X4 -J-— -f  etc, , . , (i). 


1.2.3.4  ^^^ 
LUntégrale  de  JJTdx ,  X  étant  une  fonction  de  x  ^  t&l  in-* 
CûfiipIetU  j  tant  qu'on  n'y  ajoute  pas  de  constante  ;  si  la  cons» 
tante  ajoutée  n'est  pas  encore  déterminée  par  la  nature  de  Isi 
question,  V intégrale  est  complette^  mais  indéterminée;  enfin 
Vintégrale  est  compleiie  et  déterminée ,  si  la  constante  est 
déterminée.  Soient 

jXàx  =/x  -|-  C Intégrale  déterminée  au  particulière^ 

€  étant  une  quantité  connue. 
jXàx  :=Jx         •.••«•  Intégrale  incomplettç. 

jXàx  =yjp  +  const. .  •  Intégrale  complette ,   indéterminée 

ou  générale,  const,  désignant  géné-^ 
ralement  la  constante. 

8i  dans  la  prtmière  et  dans  la  troisième  de  ces  intégrales ,  pn 
fait  a;  =  <i ,  puis  ^  =  d ,  et  que  de  l'intégrale  pour  x  =  bj 
on  retranche  l'intégrale  pour  x  =  aj  il  est  clair  qu'on  aura 
la  même  différence  yî — /a;  puisque,  ^ans  cette  différence/ 
)a  constante  6*,  ou  const.  disparaîtra  fia  différence  sera  encore 
la  même ,  si  on  la  déduit  de  l'intégrale  incomplette ,  après  y 
avoir  fai(  les  mêmes  su{>stitutions  pour  x,  La  différence  y  i'—y«ûF 
çroyenaiit  de  l'intégrale  de  Jxj  s'appelle ,  comme  p<his  l'avons 
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déjà  dît  (  Cale.  diff.  ) ,  intégrale  entre  les  limites  sl  et  h.  Si 
pour  x  =  aj  on  a  fXAx  =  o ,  Tintégrale  est  prise  depuis  soo 
orijg;ine  jusqu'à  la  limite  h. 

L'intégration  entre  des  limites  donne  avec  une  très-grande 
approximation  les  intégrales  qu'on  ne  peut  obtenir  exactement. 
Désignant  par  X,  ce  que  devient  JK,  lorsqu'on  y  change 
^  en  X  -^^  Jlx^  l'intégrale  fxAx  prise  entre  les  limites  x  et 
a?4~  ^^9  sera  jXidx^^jXàx^  que  nous  désignerons  par  AjXdXf 
et  on  aura  ,  d'après  la  formule  de  Taylor  {Cale,  dijf.)  y 

r^,  dfXdx  .    d-fXdx      Ax» 

^fXdx=r.^±—^Ax+—j^ r^ 

d^fXdx      Ax^     , 


dxr^  2.3 


pu 


^rXix  =  :Xù.a  +  y  — \- X»  -=^7-  +  etc (i), 

dX  d  X' 

en  posant  X'  =  --= — ,   Xfl  =  — -r — ,   etc.    Écrivant   pour  x 

la  première  limite  a 9  et^— a  pour  A^^  le  développement 
précédent  donnera  l'intégrale  demandée  entre  les  limites  a  et  h. 
Si  la  différence  Ax  ou  &— -a  est  trop  grande  pour  que  la 
série  converge,  il  sera  nécessaire  de  diviser  Ax  en  n  parties 
égales  et  assez  petites  pour  que  la  convergence  ait  lieu.  Soit 
Ax  =  711  =  3  —  tf  :  alors  en  prenant  d'abord  l'intégrale  de 
0  à  n  4- 1 ,  oh  aura 

X'i*  XH^ 

Xi  +  — —  H rr"  +  «te-  > 

2  2,0 

rf  présentant  ce  développement  par  X, ,  on  prendra  l'intégrale 
de  Xjdx  j  depuis  a  +/  jusqu'à  û  +  ^ *  »  c^  q^^i  donnera 

il  H n-  +  etc. 


io6  Lfiçons 

Faissmt  de  nouveau  cett«  suite  =  X  9  on  trouvera  que  Tfal- 
Ingrate  àt  X^dx  entre  les  limites  a'\'  li  ti  n-f-Si',  est 

Et  enfin  on  aura  pour  dernière  portion  de  Fintëgrale ,  depulk^ 
0-f-(n  —  x)i  jusqu'à  a  +  m  =  i , 

«-.,1  + r h  rtc. 

Réunissant  donc  toutf>s  ces  intégrales ,  on  obtiendra  celle-ci 
AjXàx  =  (  X  -f-  Xx  +  -X»  +•  •  •  "X^ »— f  )  '* 

+  (X'+X/+X'+....X^.O  — 

+  (  X»+  X.''-4-  X,»+. . .  .XK-,  )  -^  +  ctc...(i«0, 

prise  de  tf  à  a  -4~  '2'  9  ou  de  12  à  a  -f-  ^* 

Si  l^on  prend  i  z=z  dx  infiniment  petit ,  Pintégr^le  précédente 
deviendra 

A/Xdar=(X+X.  +  X,+....+  X»«0<J*---(^)- 

Ainsi ,  dans  la  méthode  infinitésimale  ,  on  regarde  l'intégrale 
comme  la  somme  d'un  nombre  infini  d'élémens  Xdx  9  X,dx  , 
X%dx  j  etc. ,  qui  sont  les  valeurs  consécutives  que  prend  la 
fonction  différentielle,  lorsqu'on  fait  passer  la  variable  par 
toutes  les  valeurs  intermédiaires  entre  ses  limites  f  c'çst  ce  qui 
s'éclaircira  par  la  suite. 

Reprenons  la  question  précédente ,  et  désignons  par  Y  la 
wileur  de  fXdx  pour  x  =  aj  par  F,  celle  de  fXdx  pour 
«  =  tf,  ,    et   par    T',    1^,    F'',    etc.,     les  valeurs  de   X, 

àX        d^X  .,       .    ,  ^  1.  • 

--j~j    ■,   ^  y  pour  x  =  a:  on  aura  d  après  (1)9  en  observani 

que  AjXdx  zzzfXdx  pour  jp=  h  ,  moins  f  Xdx  poiw  «  =  «i  f 


I 

t 
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I  .2 


+  r"    ("■-"/    +etc.; 

si  donc  aucun  des  coefficiens  Y,  P,  F//*...  ne  devient 
infini ,  et  que  n,  soit  très-peu  difTërent  de  a ,  on  pourra  dé- 
terminer assez  exactement' la  valeur  de  Y^.  Désignons  par  Y^ 
la  valeur  de  jXàx  pour  a?  =î  ^ , ,   et  par  F/,  YJI^  F,"^  etc. , 

ce  que  deviennent  A ,  --| —  y  ,  etc. ,   pour  «  =  a«  ; 

on  aura 


n==F,  +  F/(a._«o  +  ^^ 


iy 


1.2 


1.2.0 

et  ainsi  de  suite.  Or,  sî  chacune  des  valeurs  iz,,  a,  ,  ^3,  etc. , 
de  X depuis  xz=za  jusqu^à  xxrzh  ^  diffère  assez  peu  de  celle  qui 
la  précède  pour  qu'on  puisse  négliger  .  sans  erreur  sensible  , 
les  puissances  de  a,  — •  a  ,  û»  —  û,  ,  ai  —  a,  ,  etc. ,  supérieures 
à  la  première ,  en  mettant  successivement  la  valeur  de  F,  dans 
celle  dé  F,,  celle-ci  dans  F3 ,  et  ainsi  de  suite,  on  aura 

r.=  r+  r'(o,— a)  +  r.'(a,  -«.) 

rj  =  r+  y'(o.-a)  +  r.'(o.^a.)  +  r.'c^a-*.) 

+  rj'(a4— «3) 
etc. 

Si  Cn  est  le   dernier  terme   de  la    série   a,  a,^  tt^ ,  et 

que    Y  a   soit   la    valeur   correspondante    de  jXix ,    on  aura 
évidemment 


xo8  Leçoks 

Sî  les  différences  infiniment  petites  0|  — a,  a, -— a« ,  etc.  y- 
devicnnent  toutes  égales  entre  elles  ,  et  qu^on  les  représente 
par  dx ,  on  aura 

ce  qui  revient  à  la  série  (iV).  L'intégrale  '  F»  restera  îndétec» 
minée ,  tant  qu'on  n'aura  rien  statué  sur  la  valeur  de  j:  à  1^ 
quelle  doit  répondre  le  premier  terme  Y^  et  sur  la  valeur 
correspondante  de  ce  premier  terme.  Quand  on  a  déterminé 
la  constante  ,  en  supposant  que  l'intégrale  reçoive  une  cer^ 
taine  valeur,  lorsqu'on  s'en  donne  une  pour  x ,  on  ne  fait 
que  fixer  un  des  termes  de  la  série ,  F,  par  exemple  ,  duquel 
on  part  ensuite  pour  former  tous  les  autres ,  et  l'intégrale 
rentre  alors  dans  le  cas  des  fonctions  primitives  qui  n'exigent 
pour  leur  détermination-  que  celle  de  la  variable  qu'elles  ren-* 
ferment  (  Cale,  dtff, ,  chap.  VIII  ). 

Ainsi  pour  obtenir  la  valeur  de  jXdx  entre  les  limites 
xz=zaetx  =  b  =  an^  il  faudra  connaître  a  priori ,  ou  s'être 
donné  la  valeur  de  jXàx  =^  Y  correspondante  k  x  =:a.  On 
formera  ensuite  la  série  a  ^  a^  j  a^»  ••  «an  =  ^9  ayant  soin  de 
rapprocher  d'autant  plus  les  quantités  a^ ,  a,. . . .  que  le  coefr- 
ficient  différentiel  X ,  dont  les  valeurs  correspondantes  sont 
Y%  y/,  Y^\  etc.  variera  plus  dans  rintervalle  de  x  =z  a  \ 
êc  =  b  :  c'est  pour  cette  raison  qu'on  ne  partage  pas  la  dif-^ 
férence  û„ — a  ou  b  —  a  en  parties  égales,  afin  de  resserrer 
l'intervalle  partout  où  les  coefficiens  croîtront  ou  décroîtront 
rapidement. 

On  pourrait  encore,  pour  obtenir  un  résultat  plus  exact,  et 
n'être  pas  obligé  de  multiplier  autant  les  quantités  intermé-- 
diaires  a^^  â,,  etc.,  ne  pas  négliger  les  puissances  supérieures 
de  tf|  —  a ,  etc.  On  a  aussi  formé  deux  séries  qui  compren- 
nent l'intégrale ,  et  telles  que  la  moitié  de  leur  somme  puisse 
être  prise  pour  JXdx  :  mais  nous  ne  pouvons  entrer  ici  dans 
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Ions  ces  détails  qui  nous  mèneraient  trop  loin.  Nous  terminerons 
ce  chapitre  en  observant  que  de  la  série  (P) 

r«— r=r(a.— ii)+r/(fl.— a,)+i^/(«3— û.)+etc-» 

on  conclut  que  la  différence  Jn  — »  JT  entre  les  intégrales 
pour  x=:b  et  x  :=:±a,  sera  positive ,  lorsque  les  coeflîciens 
'1^',  F/,  etc.  seront  positif  ,  et  que  tf  ^  ii| ,  o^*  •  •  «^n  iront  en 
croissant ,  ce  qu'on  savait  déjà  (fialc,  âiff. ,  pag.  432  et  433  ). 

..  Nous  terminerons  ce. chapitre  par  quelques  applications  du 
calcul  intégral  à  la  sommation  des  séries  :  cette  méthode  con^ 
siste  à  effectuer  sur  la  série  proposée  des  opérations  qui  '  con-^ 
duîsent  à  une  série  que  Ton  sache  sommer  ou  qui  soit  semblable 
à.  la  proposée. 

'     Exemple  I*'-     Soit  la  série 

*  =  a?4-  ajp*  +  3«^  -f- 4**  +••••+  »«"••.  .(i)  , 

dx 
en  multipliant  tout  par ,  on  trouve 

■ 

n =dx  +  axdx+3«'daf+.  ..•+n«*""d«. ...  (a)  ; 

•  X 

intégrant  ensuile  ,  il  viendra 


/- 


sàx                             ,                                ap  — jp"*^* 
—  «-{-«•-(-«'  +  ....+  «"  =  — 


X 

et  en  difïerentiant  Téquation 


/ 


sa 


X  «—  X 


n-4»  t 


•a  aura 

sdx  dx -^-^  {n  •{•  i)  x^dx -{- nx'^'^^dx 

d'où 

X (71+  l)  X""*"  +  HX"**"» 


110  Leçoifi 

Exemple  II.    Soit  la  série  plus  générale 

+ H- («  + («-!)*)  «•*(*-*)* (0, 

siakipliint  les  deux  membres  par  p^àâp^  ta  imte 
*    psj^dx  =r  apx^  ■*■  '^d*  -f" 

cette  série  se  réduirait,  comme  la  série  (2)  de  Texemple  pré-^ 
cèdent ,  à  une  progression  par  quotiens  égaux ,  si  pour  téutéi 
les  valeurs  de  n  ,  le  coefficient  devenait  égal  à  Pèxposadt  à^m^ 
augmenté  d^une  jinlté  y  c'estrà^ire ,  si  l'on  ^vait 

ou 

\*»;'  — 1  +  .(»  —  0  V  =  *  +  ''+('*— O^f 

égaKté  qui  sera  satisfaite  ,   en  posant 

ap  —  i=Lztt  +  rj     bp-$, 

d  OU  rton  tire  ;?  =£  -*—  ,   r  t=^ ^ :  alors  ea  na- 

o  0 

tégrant   (2)  ,   on  a  • 


-f 


sdx  z=  X  b  -f-oî       ^        + t^ 

1 


/ 
ail  Mfi'h-nbê 


X  b   — O?  * 

Difféicnllant  de  paît  et  J'autre 

jS   /     ■  '■■■]>' —   j  x^ — X       * 

tJ'         ^^*à.^ ^I-^i 
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on  troavera  comme  ci-dessus  l'expression  de  s. 
Exemple  III.     Sott  la  série 

qui  a  pour  teitne  général 

en  multipliant  les  deux  membres  par  pafàx ,  on  pourra  dé- 
terminer /?  et  r  de  manière  à  faire  disparaître  par  l'intégra- 
tion ,  un  des  facteurs  du  coefficient  de  chaque  puissance  de  x, 
en  rendant  ce  facteur  égal  à  l'exposant  augmenté  de  l'unité  : 
aîittî  on  posera ,  par  exemple , 

/>(i:ii-f-«)=*  +  ('»  —  i)i8  +  r4-i  ï 

équation  qu'on  partagera  dans  les  deux  suivantes  pc  =z  fi^ 
/7e  =  «-^/3-J-r-|-.  If   desquelles  on   tirera 

fi  ^eA-^c  —  AC  —  c    ^ 


./5«-da:=(a  +  *)x*-^'""^'  4. 


c  c 

on  aura  ainsi 

e 

^çtte  s^rie  étant  de  même  forme  que  celle  de  l'exeaijple  piim 
cèdent,  on  pourra  la  sommer,  et  on  aura  ainsi  une  équation 
finie  entre  cette  somme  et  l'intégrale ,  dont  la  différentîation 
donnera  l'expression  de  s  qui  est  l'inconnue  de  la  question*   ,.: 

Il  est  visible  que  ce  procédé  s'étend  à  toutes  les  sëiies 
dont  le   terme  général  est  de  la  forme 

ian  +  b)Xcn^^'e)(Jh  +  g) x•^-v«^•)^ 

Cette  métbodjc  et  d'autres  très-ingénieuses  sont  dues  à  Eu^er^ 
qui  les  a  données  dans  les  tomes  Y  et  y\  des  Commentaires 
de  V académie  de  P^lersbourg» 
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CHAPITRE    VII. 

Des  quadratures  des  courbes  j  des  rectifications  des 
arcsj  et  des  volumes  des  corps. 


I. 


Quadrature. 


Il  sera  nécessaire  de  relire  ce  qui  a  été  dit  sur  les  quadrature» 
dans  le  dix-septième  chapitre  du  Calcul  différentiel,  et  alors 
on  reviendra  aux  notions  suivantes  j  dont  nous  croyons  devoir 
£iire  précéder  les  applications. 

Jig.  X.  Si  Taire  est  comprise  entre  les  deux  branches  DKj  BG  d'un6 
même  courbe  ,  ou  entre  deux  courbes  d'équations  différentes 
et  données ,  en  nommant  F,  y  les  ordonnées  PM ,  Pm  ,  on  a 

QNMP  =:fYdx  +  c;     Q  nmP=^fyàx  +  €>  ; 

d'où  Ton  déduit 

C  étant  la  différence  entre  les  constantes  c  et  ^ ' ,  dont  la  ptt^ 
mière  est  déterminée  de  manière  que  Faire  QNMP  soit  comptée 
de  l'ordonnée  QN ,  et  la  seconde  de  manière  que  l'aire  QnfnF 
le  soit  de  l'ordonnée  Qn, 

D'après  ce  qui  a  été  dit  (  chap.  précéd.,  sér.  JY),  on  potfr- 
rait  considérer  le  trapèze  MM'm'm  qui  a  àx  pour  largeur 
infiniment  petite  ,  comme  la  somme  d'un  nombre  infini  de 
rectangles  l  dont  les  côtés  ùx ^  iy  sont  iniîniment  petits,  et 
dont  la  surface  est  dx.d/;  puis  regarder  la  surface  NhmM 
comme  la  somme  d'un  '  hombre  infini  de  trapèzes ,  tels  qtfô 
Mmm'M',  Pour  obtenir  la  première  somme ,  ^  faut  intégrer 
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^ijo, dy,  en  supposant  h.  différentielle   àx   constante,  depuis, 
fjfz=iPm  jusqu'à  jr=Pi|f,  puis  intégrer  le  résultat  entre  les 
limites    3c=:APj    xz=zAQ.   On  est  donc  ainsi   ramené  au 
JDiéme  résultat.  * 

Supposons  encore  que  dans  un  cercle  dont  le  centre  est  C ,  Fig.  a^ 
)Dn  ait  pris  un  élément  /  infiniment  petit  dans  ses  deux  dimen* 
èions ,  et  doht  la  position  est  donnée  par  Cl=r  et  Tangle 
lCXz=:9:  Faire  de  cet  élément  sera  représentée  par  dr.dé^ 
dont  rintégrale  relative  à  ê,  est  êàr  :  cette  intégrale  prise 
depuis  é  =  o  jusqu'à  é  =  aTr,  est  l'aire  d'une  couronne  cir— 
culaire,  dont  là  làrgèut  est  âr:  intégrant  av^rdr  par  rapport 
à  r,  on  a  «r^  qu'on  prendra  depuis  r=o  jusqu'à  r  =  JRt 
iayoïi  du  ceirclè ,  et  on  aura  vA*  pour  la  surface  du  cercle, 
9  étant  la  circonférence  du  cercle ,  dotit  le  diamètre  est  l'unité. 

Si  l'aire  à  évaluer  est  limitée  par  quatre  branches  ,   telles  Fig.  S 
^ne  MN,  GKj  MK,  NG  qui  apjpàrtiénnent  à  autant  de  courbes 
dont  les  équations  sont  connues ,  on  la  partagera  par  des  lignés 
droites  parallèles  aux   axes,   en   partiel   qu'on  sache   évaluer 
séparément  j    d'après   les  principes   précédens.    Au    resté,   il 
faudra  suivre  dans  chaque  cas  particulier ,  le  procédé  le  plus 
tonvehàble.  Si  lés  courhes  limités  ne  sont  pas  données ,   où 
si  elles  sont  tracées  au  hasard,  on  évaluera  l'aire  en  comptant 
le  nombre  de  carrés  et  portions  de  carrés  tracés  sur  un  papier 
huilé  superposé  sur  cette  aire:  le  côté  du  carré  est  une  soùs— 
division  de  l'échelle  du  plan. 

L'ordonnée  j^  de  la  courbe  ne  doit  pas  devenir  infinie  entre 
les  limites  de  l'aire. 

L'élément  de  l'aire  yàx ,  changé  de  signe ,  avec  j*  ou  :r , 
d'oii  il  suit  qiie  l'aire  devient  négative ,  lorsque  l'une  des 
coordonnées  devient  négative  :  elle  est  positive ,  lorsque  les 
coordonnées  ont  le  même  signe. 

Enfin ,  si  la  courbe  coupe  l'axe  des  abscisses  eniré  les  limites 
de  l'aire  ^  il  famt  évaluer  les  aires  partielles  ,   et  les  ajouter 

8 
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abstraction  faite  de  Taire  négative.   Par  exemple,  la  courbe 
Fîg.  4.   RMAmr  de  l'équation  y  vsrzx^^a?  ^  a   poar  expression  de 
son  aire 

^  4 

Si  cette  aire  doit  être   comptée  de  Tordonnée  PM  ^  corres- 

I  5 

pondante  i  «=    ,    ■■■»  on  troure  Cr=—  -^rr  >  d'où 

V  3  ^  ^6 

et  si  l'aire  doit  être  limitée  par  l'ordonnée  NQ  dont  l'abscisse 

'AN  est  1/ A>    c»  observant    que    AR  =  ij   on    trouve 

fyix:=o\  ce  qui  prouve  bien   que  les   aires  PRM  j  liNQ 
sont  égales  et  de  signes  contraires.  Quant  k  l'aire  prise  depuis 

R  jusqu'à  .r ,  c'est-à-dire ,  entre  les  limites  «=si  etjp:^?*-**!! 

> 

on  la  trouve  =  —  ^  parce  que  AMR=z  — -  =  Amr. 

Ces  préliminaires  posés ,  nous  ajouterons  quelques  exemples 
Se  quadrature ,  à  ceux  que  nous  avons  déjà  donnés  (jCàle*  diif^9 
chap.  XVll  ). 

Exemple,  Pour  le  cercle  de  l'équation 
l'origine  étant  au  centre,  on  a 

/fdx=Jix  Va^^x^=  /  :  — /      ,        .: 

or ,  en  faisant  xT=zaz  ^  on  a  (  Cale,  intég, ,  pag.  3a  ) 

=  —  — 1- tf'  /..■■■        —  ; 


^ 
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ionc 

r^    ^  /  «  y  a^  —  x*        I         /»      dx  /^    do? 


•d'ailleurs  la  formule  de  rectification  (  Cale,  diff, ,  pag.  262  ) 
dj*  =  dx*  +  ày*  appliquée  au   cercle ,  donne 

dj  =■  ss"  —  *    s  désignant  Parc  :  donc 

Ax 


/*     ûx 
osxsza"^  i  —        ■     ■  ^    et 


fÀx  Va^—x"  =  ~  xy  H tf5  +  C. 

2  2 

Soient  CP:=ibj  PM:=i  k  ;  en  intégrant  depuis  «=a=3  C^  Fig.  5, 
jusqu^à   a;  =  ^  =  CP ,   et    prenant  l'arc  s  entre  les   iqémes 
limites,  on  trouve 

MJM'  =  fl^arc  MA  -^  M. 

r 

Ajoutant  le  triangle  CM]\/P  =  M ,  il  vient 

sect  CMAM'  =  a.arc  MA  =  —  «.arc  MAM\ 

2 

ce  qui  est  l'expression  connue  d'un  segment  de  cercle. 

Exemple  IL     Pour  l'ellipse  de  l'équation  ^ 

h       / 

=3= —  yà'—x^y 


on  a 

—  /dj?  V^a*  — a:*  =  — 

a  ,  a 

E   désignaht    l'aire    du   ceicle    décrit   sur   le    grand   axe    de 


€z=.fyàxt=: /dj?V/a*  — 0:*  = £,     d'où  e\Ev.h\a^ 


"    / 
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Tellipse ,  aire  comprise  entre  les  ordonnées  qui  limitent  rin- 
tégrale  e. 

Ainsi  faire  du  cercle  décrit  sur  le  grand  axe  d'une  elUp^e^ 

est  à  Vaire  de   VeUipse  inscrite  ;  ou  Vaire  d'un  segment  de 

cercle  j  est  à  celle  du  segment  correspondant  de  VeUipse  y  comme 

îe  grand  axe  de  VeUipse  est  au  petit. 

h 
Pabque  l'aire  du  triangle  CPm  =  o^  i  et  que  celle  du 


triangle  CPM  = xy^ ,  on  aura  les  deux  égalités 


2a 
I 

b.E  =î  ûéf ,     h.  CFM=:a.  CPm  , 

t 

lesquelles  ajoutées  membre  à  membre  ,  donnent 

ô  C£  +  CPM )  =a  (e -f.  Cft»)  ; 
c'est-à-dire  , 

b(^APM+  CPM)  =  a(^APm+  CPm^r 
d'où  Ton  déduit 

sert  ACM  a 

sect  ACm,  b 

Ainsi  le  secteur  circulaire  est  au  secteur  ellipfiçae  corres-^ 
pondant^  comme  le  grand  axe  de  F  ellipse  est  au  petit. 

Nous  avons  trouvé  (  Cale.  diff. ,  pag.  325  )  cette  expression 
de  i'aire  comprise  entre  deux  rayons  vecteurs ,  savoir  : 

xr          I                          ,,   ^    dE          I               I        djr         de 
jE,  = xy  —  «1     dou  -T— = yA *x-^ r-/ 

ct|  en  observant   que  -r — .=  7^ 


d£_    1    ^^  ày 

ûx 


^    Exemple  P^     Appliquons  cette  formule  à  la  recherche  dm 
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êegment  mCA  de  l'ellipse  qui  a  pour  équation  ^'^'  ^' 

on  en   déduit     -      =-— ;    donc 


-j — =— (  — ' [-Y  )  = ,     d'oiidjB=— • 

ûx  a    \   a*Y  J  2.Y  2,Y 


le  signe  — •  rient  de  ce  que  x  diminue,  quand  le  secteur  ACm 
augmente*  £n  faisant  abstraction  de  ce  signe  ,  on  a 

_         h      f*bàx  b      /^      aàx 


a*  —  XX 


Mais  la  formule  de  rectification  d5'  =  dx'  -f-  ày^  appliqué* 
au  cercle  décrit  sur  le  grand  axe  de  cette  ellipse ,  est 


A 


aâx 

--  s=  j  =  arc  : 


V/fl»  — 


XX 


cet  arc  étant  pris  entre  les  limites  de  l'intégrale  précédente  : 
on  a  donc 

E=isectACm  = = arc.^filf  ; 

d'où  l'on  déduit  comme  ci-dessus 

scct  ACmz=z .  T = sect  ACM^ 

a      ^  2,  a 

Exemple  II.     Reprenons  l'équation 

xjr  =  m^j 

de  l'hyperbole  équilatère  entre  ses  asymptotes  que  nous  avons, 
considérée  (  Cale.  diff. ,  pag.  269  )  :  on  a  trouvé 

>da?  .    X 


aire  BCMP 


z=ifjàx  =  m'  C-^  s=  mH  —,  ^ig.  & 
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l  représentant  un  logarithme  népërien  ;  c'est  par  erreur  que 
nous  avions  note  ces  logarithmes  par  log ,  notation  qui  ferait 
penser  que  les  logarithmes  en  question  ne  sont  pas  népériens^ 
Si  à  cette  surface  on  ajoute   celle  du  triangle » 

ACB  =  ■  =  — -•   on  aura 

ACMp= f-  m*/ 

'^        a  m 

Mais  retranchant  ensuite  le  triangle 

jiMp  =  =:  X  .  —  p  d'après  1  équation  ay  =  m',  on 

^  SLX 

aura 

«cet  ACM  =f  TO»/  —  ==  BCMp. 

ifi 

Connaissant  le  secteur  ACM ^  on  connaîtra  aussi  le  segment 
CPM  ^zAPM'^  sect  ACM.  On  connaîtra  encore  Taire 
ACMQ  =  AQM  +  sect  CAM. 

Changeons  les  coordonnées  x  et  ^  de  l'hyperbole  aux  asymp- 
'  totes  en   /   et   u ,  et  traduisons  ^  et  u  au  moyen  des  coor- 
données AP:=:x,  PM:=zf  :  on  a  AM""  =  /'  +  k*  =  x*  -f  y'  ; 
<  d'ailleurs  l'hyperbole  équilatère  rapportée  à  ses  axes  y  a  pour 
équation 

j»  =  jc*  —  a*  : 

de  ces  deux  relations  on  déduit  a  a?'  —  «•  =  ?•+«*;  ajoutant 
nrri^zrzsLiu^  extrayant  la  racine ,  et  observant  que  awi*  =  a*  ; 

on  obtient  x^J  ^  s=  *  4-  w  =  ^  ^ =  ,  d'où 

^  ^  ^    t  2.t         ^ 


^_x  +  Vx-—a-   _  y  +  V^r  +  ^- 
Ap  z=  t  — ss  ,     , 


PMz=z  u-^z  x  J.2,  •^    t    s= —, ;    • 
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fecteur  mCA  de  Tèllipse  qui  a  pour  équation 

ay*  +  3»«*  =  a^b*  :  Tig-  5. 

on  en  déduit  -f^  =  — ;  donc 

dx  ay 

-j— = ( V-y  )= ,    d'où  d£  =  — : 

cix  s  \ay;       J  2.y  s.y 

le  signe  —  vient  de  ce  que  x  diminue ,  quand  le  secteur  ACm 
augmente.  £n  faisant  abstraction  de  ce  signe ,   on  a 

•3da?  h     /^      adx 


E 


o      /^bilX ^      /^ 

"~  ^J   y    ~  ^J  i 


y        ^^  V'i 


XX 


Mais  la  formule  de  rectification,  d^*  =  dx'  -^  dy^,  appliquée  au 
cercle   décrit  sur  le  grand  axe  de  cette  ellipse  ,  est 


/"*      aux 
—  =  5=  apc 
l/û* XX 


cet  arc  étant  pris  entre  les  limites  de  Tintégrale  précédente  : 
on*  a  donc 

E  z=i  sect  ACm  5= ;= arc.^Af  : 

d'^bù  l'on  déduit  comme  ci-dessus 

m 

.^  h       ax,  arc  AM         h  ^ 

sect  ACm  = .  ■    ■  s=  ^ —  sect  yfCia. 

a  z  a 

Exemple  II.     Reprenons  l'équation 

de  l'hyperbole  équilatère  entre  ses  asymptotes,  que  nous  avons 
considérée  (  Cale,  dîff,  v  P^g.  ^^9  )  :  on  à  trouvé 


aire  BCM¥ 


dx 


=  (ydx  =  m»   /  =  m'/ ,  Fig.  6. 

tJ     X  m 


"TJ     ' 


"> 


""•-», 

■^ 
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l  représenUnt  un  logarithme  népérien  ;  c'est  par  erreur  que 
nous  avions  note  Ces  logarithmes  psc  log  ^  notation  qui  ferait 
penser  que  les  logarithmes  en  question  ne  sont  pas  népériens^ 
Si  a  cette  surface  on  ajoute  celle  Su  triangle  .  k 

ACB  z=i = «  on  aura  \ 

ACMPz=:z~+  mH  — : 

2.  m 

mais  retranchant  ensuite  le  triangle  AMPz=z  ■■  =0? . • 

d'après  Tëquation  xy^=zm'^y  on  aura 

/ 

sect  ACM  =  mH~  =  BCMP. 

m 

Connaissant  le  secteur  ACM ^  on  connaîtra  aussi  l'aire  .  .  • 
CpJl/f  =  ApM  —  sect  ACM.  On  connaîtra  encore  Faire 
ACMQ  =  AQM  +  sect  CAM. 

Changeons  les  coordonnées  x  e,\jr  de  l'hyperbole  aux  asymp- 
totes ,  en  /  et  u ,  et  traduisons  ^  et  u  au  moyen  des  coordon- 
nées Ap  =  X,  pM  =/  :  on  a  AM  =  /*  4-  m'  =  a:*  -}- ^» ; 
d'ailleurs  l'hyperbole  équilatère  rapportée  à  tes  axes ,  a  pour 
équation 

y»  =  «•  —  û*  :  ^ 

de  ces  deux  relations  on  déduit  2  ;r*  -^  a*  =  f '  -^  e/*  ;  ajoutant 
a  TO*  =  a  /M ,  extrayant  la  racine ,  et  observant  que  a  m*  =  «  *  ; 

on  obuent  a?v  a  =  ^  +  i/:i=^H = • ,  d'où 

V/a  V  ^ 

PM=:uz=:  X   y/   :l    ^  t  _^-  V^^'-^',    » 

V  ^ 


V 
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donc 

»tctJCM  =  mH = ^{—^-^ ) 

m  a      \  a  / 

Or ,  à  cause  de   CpM  =  — ^ sect  ACM , 

CAQM  =  — ^^ H  séct  ACM  y  on  aura 

arV^jc* — a*        a*     /x-l- v  x*  —  a*  \^ 


C/iM 


mais 


C^ÇM=/*dy  =/  djr  ^y  +  7^:=:  (  5"^^       ...-(4): 

I  Ko?*— «• 

ainsi  les  formules  (i)  donnent  les  intégrales  (3)  ,  et  les  for- 
mules  (2)  donnent  les  intégrales  (4). 

Exemple  III.     Si  la  courbe  dont  on  veut  trouver  Taire  ,    est 
celle   de  Téquation 

on  aura    à   intégrer  x'àiX ,    ce    qui  reviendra   à   faire   m  rr^:  i 
dans  fx"^àx  trouvée   (^€alc,  iniég.  ,  pag.  60).   Si  cette  aire 
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doit  s^ évanouir  pour  x  =  o  ,   et  recevoir  sa  valeur  completlt 
pour  xz=zi  y  on  trouvera 


I  I       .       X 


résultat  découvert  par  Jean  BemouîllL 

On  est  censë  avoir  résolu  un  problème ,  lorsquUl  est  réduit 
aux  quadratures ,  c'est-à-dire  ,  lorsquUl  ne  dépend  plus  que 
d'une  ou  de  plusieurs  intégrales  de  la  forme  jjdiX ,  où  l'on 
connaît  y  en  fonction  de   x. 

Si  les  intégrales  dont  il  s'agit ,  sont  susceptibles  d'être  expri- 
mées par  des  suites  convergentes ,  la  solution  est  aussi  complette 
qu'on  peut  la  désirer  ;  mais  le  plus  souvent  on  a  des  expressions 
trop  compliquées  pour  les  intégrer  par  des  suites  convergentes  y 
et  il  ne  reste  d'autre  parti  à  prendre  que  de  chercher  leurs  valeurs 
dans  des  cas  particuliers  seulement ,  c'est-à-dire ,  pour  une  partie 
donnée  de  la  ligne  des  abscisses. 

Soit  dope  proposé  de  trouver  la  valeur  de  l'intégrale  X=/ydx, 
depuis  a;  =  a  jusqu'à    xz=.by    ou    seulement    depuis   a:  =  o 
jusqu'à   x  =  û;  car  on   peut  supposer, que  l'origine  des  abs-* 
cisses  est  prise  au  point  où  commence  l'aire ,  de  manière  que  • 
l'aire  Z  tl  x  s'évanouissent  en  même  tems. 

Pour  obtenir  plus  facilement  le  degré  d'approximation  qu'on 
peut  désirer,   nous  supposerons  : 

1*.  Que  dans  l'intervalle  depuis  xz=o  jusqu'à  a:  =  a,  la 
fonction  y  reste  constamment  de  même  signe  ,  et  nous  regar- 
derons ce  signe  comme  positif.  S'il  en  était  autrement ,  on 
chercherait  successivement  les  différentes  parties  de  l'aire  | 
situées  de  différens  côtés  de  la  ligne  des  abscisses. 

2®.  Que  la  courbure   de   la   courbe ,  depuis  xz=zo  jusqu'à 

a?  =  a ,    n'éprouve  aucune  variation  assez  brusque  pour   que 

dy        dv 
l'un  des  coefficiens-r^,    -—t  etc.  devienne  infini.  Ainsi  dans 

àx       do;'  ' 


_ ..  / 
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coefficiens  pour  ar  ==  o  9  la  constante  étant  déterminée  cle  ma- 
nière que  Z  et  :r  s^ évanouissent  en  même  tems ,  et  si  d'ailleurs 
on  prend  tt  assez  petit  pour  que  le  terme  «^  et  les  suivans 
puissent  être  négligés ,  on  aura 

^=<-+4--)+^(-^-¥)- 

la  seconde  partie  étant  la  correction  de  la  première.  Telle  est 
l'intégrale  prise  depuis  x:=  o  jusqu'à  x  rr_-/n  « . 

M.  Legendre ,  dans  la  III'.  partie  de  ses  Exercices  de  Calcul 
intégral^  a  examiné  les  cas  où  Tun  des  coefUcien»  diilérentiels 

"-; — ^     ,   -•>  etc.  deviendrait  infini  à  Tune  ou  Tautre  des  limites. 
dx      ax^ 

ou  entre  les  limites  ;  nous  renverrons  donc  à  cet  ouvrage  qui 

offre  le  plus  grand  intérêt. 

2.     Rectification, 
Exemple  I*'.     Pour  la  parabole   ordinaire 

on  a  y^  =  pàx  ,  donc  (jCalc.  diJJ, ,  pag,  26a  ) 

s  =/  V^dar^  +  djr'  =  f^  V'F+F' i 

J     p 

donc,  d'après  l'intégrale /dj^  V\^*+ tf'  que  nous  venons  d'ob— 
tenir  (pag.  119)  ,  on  a 

U.p  2,         \  p  ^ 

si  l'arc   commence  avec  y^^  on  trouve  C  =  o.  On  saiï  obtenir 
Tare  compris  entre  deux   limitf^s. 
Pour  la  seconde   parabole   cubique 
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prouvée  (  Cale,  âiffi ,  pag.  233  )  ,  en  changeant  ^  en^,  a'en  x^ 

S  ^ 

et  faisant ;?  =  m* ,  on  a ,  en  comptant  les  arcs  à  partir  du 

point  où  0?  =r  o  9 

consëquemment  cette  parabole  est  rectifiable  ,  ce  qui  doit 
arriver ,  puisque  le  rayon  de  courbure  de  sa  développante  est 
algébrique  (  idem  )• 

Exemple  II.     Pour  le  cercle  ,   on  a 

*rix 


=/' 


y 

que  Porigine  soit  prise  au  centre  ou  à  l'extrémité  du  diamètre. 
Dans  les  deux  cas ,  eu  remplaçant  y  par  sa  valeur  en  x  , 
l'intégration  ne  peut  s'effectuer  que  par  des  séries,  où  l'inté- 
grale est  donnée  par  un  arc  de  cercle ,  ce  qui  ramène  la 
question  au  point  où  on  l'a  prise. 

f^g.  y.       Exemple  III.     Soient,   pour  l'ellipse    CA=:4if    CB:zzbf 
jiP  =  X  y  FM  =  jr  ,  AMz=i  s  y   '  =  ^>  quantité  posi- 


a^ 


tive  ou  négative  ,  suivant  que  l'on  a  a'^b  ou  a<^b.  On  trouve 

d'après   la    formule   d^  =  ydx*  +  ûy* ,  et   en   comptant  les 
abscisses  du  sommet, 

,    ^  ,  dx\/ib'^^nC2.ax — xx)l 

(i«)....d5== ^\7  ^ 

Y  2ax^—xx 
i%j  en  comptant  les  abscisses  du  centre, 

dxya^  —  nxx 
y  à*  —  XX 
•n  observant  que  l'abscisse  augmentant ,  l'arc  jiM  diminue. 
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Faisons  maintenant  a*— n*âp*=<%  ou  g*—  ^  < — =  ^>  < 

on  aura  x  =  —  pour  a  ^  ^ ,   et  dP  =  —  _, 

pour  O'^b,  Dans  les  deux  cas ,  on  obtient  la  transformée 
^  .         ,  ^_ ^^dlr 

Posons  a*  —  nx*  sa ,   c^est-à-dire  , i 


«*— -^-! ^  ,  ce  qui  donne  x^=: ■■  • 

pour  a>  ^ ,  et  «  = pour  a  ^  3.  Dans  les  deux 

cas  y  on  a  la  transformée, 

(40....  di-        tW{(a-  +  b-)t-—t^—a^b^}  ' 

Les  formules  (3*)  et  (4*)  servent*  à  faire  reconnaître  let 
formules  différentielles  qui  s'intègrent  par  des  atcs  d'ellipse  f 
^n  exceptant  le  cas  de  a^=:  b. 

Par  exemple  toute  différentielle  réductible  k  la  forme 

Mx^àx 

où  M,  A*,  jP,  Ç  sont  des  quantités  positives ,.  différentielle  com- 
prise dans  la  formule  traitée  (^Calc.  int, ,  pag.  45  et  suiv.)  y  a 
une  intégrale  qui  dépend  de  la  rectification  d'une  ellipse  :  car 

M  N  Q 

d'abord  en  posant  ±  —7-^  =  -A^  — =-  =  È ,  -~—  =  C  ^  cette 

différentielle  devient  • 

x*dx 


I 
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I 

et  en  la  comparant  avec  la  formule  (3**),  on  voit  qu'elle  est 
le  produit  du  facteur  constant  A  par  l'clément  d'un  arc  d'el- 
Hpi^e ,  dont  les  axes  aa,  2.  h  se  trouvent  en  identifiant  les 
radicaux  ,  ce  qui  donne  a'  -}-  &*;=  J5,  à^b* ^^  +  ^»  d'où  l'on 
tire  ,  pour  «  >  i 

^     ,        B^ 

Il  faut  qu'on  ait  B^  q,J C^  c'est-à-dire, >  C  ;    car    si 

4 
l'on   avait   B<^2,y/C   ou   même  =:a^C,   le  ^dénominateur 

yBx*  —  x'^  —  C  serait  imaginaire  :  c'est  ce  qui  devient  évi- 
dent en  observant  que    ••• «••• 

De    même    toute    expression   différentielle    réductible   à   la 
forme 

Mdx 


x^yNx^-^Fx^'^-Q^ 

U/ ,  JY,  P,  Q  étant  toujours  des  quantités  positives ,  a  une 
intégrale  qui  dépend  de  la  rectification  de  l'ellipse  ;  car  d'abord 
on  peut  lui  donner  cette  forme 

A(\x  A  C^x 


x^  \/ Bx-' —  x'^ -- C  ^        x^V  Bx-^x^-^C 

et  en  la  comparant  avec  la  formule  (4*)  ,  on  voit  qu'elle  est 

le  produit  du  facteur  constant  —  -—  par  Télément  d'un  arc 

d'ellipse  dont  les  axes  2. a  et  2,b  se  déterminen  par  les  éga- 
lités û'  +  ^'  =  -^  ^  ^*^'  =C.  Il  y  a  lieu  aux  mêmes  remarr- 
qucs   que  dans  le   cas  précédent. 

Fig.  8.      Exemple  IV.     Si  on  représente  par  a  et  b  les  demi -axés 
CAj  CB  d'une  hyperbole,  qu'on  pose  APz=:Xj  PM=:jrj 


\ 
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A]llt  =  s^  ps=— —  ,   la  formule  df :=k  da?'-f"4y*  ^^'*"' 
sera  pour  Torigine  au  sommet , 

/on         j.  _  ^^  V^^^  +  ^ ;yg.r  +7^' 

et  pour  Porigine  prbe  au  centre 


si  on  veut  énoncer  as  en  ^  et  d^  y  on  trouvera 


ou  ^  =  - 

Maintenant  faisons 

^ar*  —  a»  =  « ,      d'oi  a:  =  -^^ :=i-^  ^ 

y/ A' 

Aous  trottveron«)|  en  remplaçant  p  par  sa  valeur , 

n    ^  ttàt 

dont  le  déBonuiiateur=:^/^4'^a  X   ^//f — W. 
£a  faisant    . 

i?a:«  •—  «a  ï=  ■  .    a  ou  x  =: rz:: —  ^ 

«  *»//» 

.on  trouvera 
le  facteur  irrationnel  ,du  dénominateur  est*  ••»...••••  j 


Pour  rhypérl)ele  éqoilatère  a  =  b  ^  d^oà  px:if±±ai  àtort 
iés  formules  (40  et  (5®)  deviennent 

ttdt  à^dt 

Pour  les  hyperboles  ordinaik'es ,  le  facteur  o'— ^*  est  positif 
DU  négatif,  suivant  que  a  est  >>  ou  <^  ^« 

Toute  différentielle  de  la  formé 

Mttàt 

où  les  quantités  M  ti  N  peuvent  être  positives  bu  négatives  j 
JP  et  Q  positives,  a  Une  intégl^ale  dépeiid^nte  dé  la  rectification  dé 

Fhyperbole  ;  car  en  faisant  — r=.=  ^ 9  -"-tt  =  ^ 5   -n"  ==  ^ ^ 

on  aura 

ttkt 


Ax 


^  9 


qui,  diaprés  la  formule  (40  ^^^  1^  produit  du  facteur  cons-^ 
tant  uÉ  par  l'élément  d'un  atc  d'hyperbole  dont  les  àXes  a  6 
et  26  sont  donnés  par  aa  —  bb  z=:  B;  à^b^  ss  C^  d'où  on  tiré 

2^1=  v^{25±îiv/(5»  +  4C)f 

en  ne  prenant  que  le  signe  supérieur  ,  puisqu'stutréni eht  les 
axes  2a,   2>b  setadent  imaginaires. 

La  formule 

Màt ^ 

ttyy{Ntt  —  Pt^  +  q\' 

où  M  9  2V,  P,  Q  sont  soumises  aux  conditions  de  signes  , 
énoncées  plus  haut  ^  est  encore  iiitégi^able  '^ar  un  arc  d'hyper- 
bole 9  puisqu'on  peut  la  mettre  sous  la  forme 


,.  it A  —Cit 

«t  alors  elle  rentre  dam  ta  Ibiftoule  (5<>). 

Si  l'on  désigne  par  2  a  le  grand  axe  d^une  ellipse  on  d^nn« 
hyperbole  ,  le  paramètre  de  cet  axe  par  p ,  Tabs^îsse  prise  du 
centre  par  x  et  l'ordonnée  pat  y ,  on  aura  ces  équations  de 
l'ellipse  et  de  l'hyperbole 


ainsr  en  représenUnt  par  iS  IVIément  dW  arc  d'ellipse ,  c| 
par  as  celui  d'un,  arc  d'hyperbole  y  on  troov* 


àS 


Soit  a*  — X*  +  -^  x^zrzaz  pour  l'ellipse  ,  et •■ 

jf* — a' -|- —£—«»=  «z  pour  l'hyperbole,  on  a  ces  transi 

formées 

.ç  àzV^  ,  dr 


qui  dépendent  ainsi  -que  celles  qui  s'y  rapportent,  de  la  recti-^^ 

fication  de  l'ellipse  et  de  l'hyperbole^  Ainsi  ^  l'on  propose  la 

/— — 

difTérenlielle  —  y  on  auraf  à  faire  sur  les  signes 

Je  y,  g ^  h,  et  sur  leurs  relations  toutes  les  hypothèses  pos- 
sibles. On  trouve  les  premières  recherches  sur  cette  matière  y< 
dans  le   Traité  dês  Fluxions  de  Maciaurin  y  recherches    qui 

9 
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ont  ëtë   continuées  et  augmentées  par  dfAletnhert ,  dam  \ei 

Mémoires  de  Berlin  de  1 746  et  1 748  ;  nous  reviendrons  encoi'e 

sur  ce  point  dans  le  chapitre  suivant. 

Il  peut  arriver  qu'on  ait  à  construire  la  courbe  dans  laquelle 

.  ,  dy 
I^rc  est  donné  en  fonction  de  la  quantité  -f^, 

dx 

Soit  0  Pangle  que  la  tangente  à  Textrémité  de  Tare  «S,  fait 

dy 
avec  la  ligne  des  abscisses ,  en  sorte  qu^on  ait  tang  ê  =  -~  : 

si  l'équation  de  la  courbe  n'est  pas  donnée ,  mais  qu'on  ait 
seulement  L'expression  de  l'arc  1^  en  fonction  de  l'angle  é,  ainsi 
qu'il  arrive  dans  le  problême  de  la  trajectoire  d'un  projectile , 
et  que  de  cette  équation  k9  =:y^ ,  on  ne  puisse  déduire  les 
valeurs  d^  x:oordonnées  x  Qty  ^  parce  qu'elles  dépendent  d'in- 
tégrales trop  compliquées  ;  il  s'agit  de  trouver ,  au  moins  , 
par  approximation ,  les  valeurs  de  x  et  y  qui  correspondent  à 
une  valeur  \donnee  de  l'angle  I. 

Puisque  S  est  une  fonction  connue  de  tf ,  on  pourra  sup- 
poser di^  =  Qà  é ,  et  alors  les  valeurs  de  a;  et  ^  dépendent  im~ 
média tement  des  quadratures  |  puisqu'on  a  dx  =  diS*  cos  #-, 
ày  =  diS.sin  0 ,  d'où 

x=x/QàèQosêj     yz=:fQdè  sin  9, 

On  peut  donc  faire  usage  de  la  méthode  donnée  (  Cale,  intig, , 
[iag.  121  et  suiv.  )  ,  pour  calculer  les  valeurs  de  x  et  y ,  qui 
répondent  à  une  valeur  donnée  de  ê.  Mais  M.  Legendre  a  donné 
dans  l'ouvrage  cité  plus  haut ,  troisième  partie  9  une  méthode 
particulière,  et  d'une  pratique  facile  pour  construire  la  courbe  , 
méthode  qu'il  a  appliquée  à  la  construction  de  la  trajectoire 
d^un  projectile. 
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3^    Dei  surfaces  et  des  yolumes  de  riçobition, 

Kous  avons  trouve  (^Calc.  diff'm^  chap.  XXI)  pour  le  vo- 
lume F,  et  la  surface  S  d'un  corps  de  révolution  autour  de 
l'asfe  des  x , 

r= , j5-d«  +  c ,  s=i,  ,/y^  }/i  +  (^y+  c. 

Exemple  I*'.     Soit  l'équation 


«t  posant  ùeircya^'^h* p     d'où  ez=z^  ^ — , 


on  aura 


et  conséquemment 


•Ss=- J  àncty  — —  «r«  : 


•9t  fix'\/ ^— -^  XX  est  l'aire  d^uae  portion  de.  cercle  con- 

centrique  à  l'ellipse  ,  et  dont  le  rayon  ss »  aire  comprise 

e 

entre  les  mêmes  limites  que  l'arc  générateur  :  soit  A  cette 
aire  facile  ^  obtenir ,  et  on  aura 

_       avbeA 

o  gss  ■    ■ 
a 

£xemp1e  II.     Pour  la  parabole  de  l'équation 

y^  =  2px^ 
on  trojave 


i'où 

•r  .F  et  .S  devenant  nuk  pour  dP  =  o  ^  on  a  C=r  o ,  Ces— p*» 
On  il  donc  ainsi  le  volume  et  l'aire  d^un  segment  de  para- 
boloVde  de  révolution. 

Exemple  III.     Soit  ^us  |jénéralement 
on  trouvera 

Ces  résultats  se  rapportent  aux  parabol^  et  aux  hyperboles , 
suivant  que  n  est  positif  on  négatifs 

Exemple  TV.  .  Pour  F  ellipse  de  Téquatioii 

*  1^    T.     «  -    -^  ' 


on  a 


VdjB'4-l|^S=    »i^iin   in     ■■■..■■7 <— i>teSM.  Vj..«i.-  #    <. 

c  représenUnt  rexcentricité    V^a*  ««^--^^  :  donc     • 

p      àx  atg*y     y^    «'dar 


v^ 


eCTectuant  les  intégrations  par  le  moyen  4fs  £prmules«.«, 

■■;    "  €t  /     ■  (Ctt/tf.  z»^,  pag.  33) ,  on  a 

y/a'— jc*     «>'    Ka'— ar* 

5===;i*»J~arc(sin==^)  +  -^«V<«*^i^'**J 
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en  supposant  que  Taire  commence  avec  Tabscisse.  Faisant  xzsza 
et  douElant  le  résultat^  on  a  cette  expression  de  Faire  totale 

4 & ir  <*-~  arc  Tsin  as— —  j  -f«  ch  >•   En  passant  au  cercle ,  on 

a  az^hf   cszzo  et  0= ^  dont  on  cherchera   la  valeur    . 

o 

vraie  par  la  méthode  enseignée  (Cak.  âijf.  ^  chap.  X  ). 
Si  dans  réquation  de  Teilipse 


a" 
on  fait  «  =  a  sin  f ,  on  aura 

y  =  ^  cos  9  y  V  d«*  4"  47"*  =  ^^  ^^*  cos'  (p  -f-  ^  '  sin*  ç  f 
formule  qui  se  réduit  à  d(p  v  x  —  ^*sîn*^  ,   en    faisant.  ••• 

Soient  donc  le  demi-grand  axe  CA=  i ,  le  demi-petit  axeFig.  f. 
CB  =  à}  si  sur  le   cercle  circonscrit  DM' A  ,  on  prend  l'arc 
DM'  rr:  (p ,  et  qu'on  abaisse  du  point  M'  la  perpendiculaire 
M'P  sur  le   grand  axe  ,  on  déterminera  sur  l'ellipse  un  arc 
BMs=:Ey  dont  la  valeur  sera 

E  =/ciç  \/i — c*  sin*<p. 

Soit  rhyperbole  rapportée  à  un  système  d'axes  rectangu- Fîg.  i«. 
laires,  et  faisons  CA=Cj  CB=bf  la  distance  CJ^  du  centre 
au  foyer  F=:  x  ,  enfin  l'ordonnée  j^  =  ^'  tang  ^  ^  on  aura 


«=2 


V 1  —  c*  sm*  (p  , 


C06  9 

d'oà 

_^^ ^ g'd<p 

"    "^       t/    cos*  cp  K  1  —  C  sin»  <p 
mais  en  différentiant  tang  <p  v/jl  —  ip*  sin*  9»  on  a. 


:.   V-,  t 
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^  dç  V  I  —  <:*  sîn*  ^  ; 
donc 


et  Ton  peut  remarquer  que  tang  ^  v  x  —  r*  sia^  ^  n^est  autre 
chose  que  la  tangente  MR  terminée  par  la  perpendiculaire  CR 
abaissée  du  centre  sur  cette  tangente. 

4'    Des  surfaces  et  des  yolumes  en  génèraL 

V  représentant  toujours  le  volume  et  U  la  surface  enve- 
loppe ,  nous  avons  obtenu  (  Cale,  diff, ,  chap.  XX iV  )  ces 
formules 

z  étant  la  coordonnée  verticale ,  fonction  connue  àt%  variables 
indépendantes  x,  y^  ainsi  que •  • .  « •.••••..• 

ilf=  ^/  V"f"(j~j  "^V^T")  à*    ^^*  formules  indiquent 

deux  intégrations  successives ,  l'une  Jzày  ou  jMày  par  rap- 
port à  ^,  op  étant  alors  une  constante,  et  l'autre ydar/id^, 
on  jàxjMày  par  rapport  à  x  seule  variable,  ou  réciproque- 
ment :  chacune  de  ces  intégrales  doit  d'ailleurs  être  prise  entre 
des  limites  données  par  la  question.  Si  le  volume  doit  être 
terminé  par  quatre  plans  parallèles  deux  à  deux  aux  plans  coox* 
donnés,  en  supposant  que  deux  de  ces  plans  correspondent 
3t  «  =  a ,  X  =  a^,  et  les  deux  autres  à  ysz.b  ^  yz=ih'\  on 
prendra  la  première  intégrale y^d^  depuis  j^  =  3  jusqu^lj^=i% 
le  résultat  sera  délivré  de  jr ,  mais  il  coatieadra  ap  i  &ï  intér 
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granl  relativement  à  celte  variable,  depuis  x  =i  a  jusqu'à 
X  ==  afj  on  aura  le  volume  demandé.  On  opérera  dé  la  même 
manière,  si  Faire  Uioh  être  limitée  par  quatre  courbes,  in- 
tersections de  la  surface  par  quatre  plans  parallèles  deux  à^'S*  <> 
deux  aux  plans  coordonnés.  Dans  ce  second  cas,  la  première 
intégrale,  c'est-à-dire,  jMdy  y  prise  de  3  à  3' ,  représentera 
l'aire  rsçp  infiniment  étroite  dans  Le  sens,  des  x ,  et  dont  la 
projection  horisontale  est  RP  x  PQ  =  djc  (  ^  —  3  )  ,  et  la 
seconde  intégrale  jAxjMày  débarrassée  de  y ,  est  te  sommé 
d'une  série  infinie  de  tranches  semblables ,  c'est-à-dire  ,  l'aire 
srtv y  comprise  entre  les  plans  VSsv  et  TRrt  parallèles  à 
celui  des  xz^  et  donnés  par  yzzzb  tl  y=:b\  et  les  plans 
SRrs  et  VTt9  parallèles  à  celui  des  ^r,  et  déterminés  par 
X  •=:  a'  et  xt=z  a, 

Eclaiccissons  ces  notions  par  quelques  exemples. 

Exemple»     Qu'il  s'agisse  d'abord  dé  trouver  lé  volume  dé  là 
sphère-  représentée  par 

z  =  V/r*— «•— jc% 

z  étant  la  coordonnée  verticale ,  et  r  le  rayon.  En  considérant 
d'abard  x  comme  une  constante ,  et  après  avoir  multiplié  haut 

et  bas  par  Vr* — jf»_y»,  on  trouve  {Cale,  int.^  pag.  3a  et  33) 

Jày Vr*  —  X*  —  j^'  = — jr  V/r»  —  x^—J* 

+—  (  r»—  «0  a^c  f  sih  =  — ^ ^r  C. 

Si  ce  volume  doit  être  compté  depuis  le  phin  des  xz  ^  on- 
supposera  l'intégrale  nulle,  en  même  tems  que^=:a^  ce  quv 
donnera  C=o,  et 


j^  _  (fa— ic»)  arc  (  sin  =  '  '■■  j 


^/r».—»»/ 
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'îg-  la*  sî  Ton  veut  exprimer  rélément  du  volume  qui  s^appnie  sur  le 
trapèze  PpmM  ^  Pp  étant  infiniment  petit  :   il   faudra  dan» 

rintëgrale  précédente ,  faire  jrsPJtfz:^/^  —  x* ,   x  étant 
AP^  ce  qui  donnera 

Il  restera  donc  à  effectuer 


•î  le  volqme  doit  âtre  compté  depuis  le  plan  des  yz  j  on 
supposera  Fintégrale  nulle  pour  â:  =  0^  et  on  eonclurt  C=o; 
en  sorte  que  la  dernière  intégrale,  en  y  supprimant  C^  expri* 
mera  un  segment  de  sphère  ^  correspondant  au  segoient  cir- 

culaire  APMB  ;  faisant  alors  jc  =  r,  on  aura  —-  -:r'  ^^  =*'--:=•  ''^ 

*4    3  6 

pour  le  volume  du  huitième  de  la  sphère ,  et  conséqueiïnment 

■    ■    ■  pour  celui  de  la  sphère* 

Fig.  i3.  Lorsque  le  volume  F^doit  être  limité  par  l'enveloppe  d'un 
cylindre  parallèle  à  Taxe  vertical  des  z,  et  qui  s'étend  depuis 
le  plan  vertical  jusqu'à  la  surface ,  on  intègre  toujours  zda;d^ , 
relativement  à  x ,  par  exemple ,  et  pour  que  le  résultat  c[ue 
nous  désignerons  par  Zày^  Z  étant /zdar ,  soit  la  tranche 
MNDmndi  il  faut  prendre  pour  limites  x=:Qny  xzrzQm*., 
c'est-à-dire,  les  deui  valeurs  de  x  qui  répondent  à  une  or* 
donnée  y  ==  AQ  ,  lesquelles  sont  données'  par  la  substitution^ , 
de  cette  valeur  de  y  dans  l'équatipny(flp,j^)=o  du  cylindre^ 
,qui  est  en  même  tems  celle  de  sa  base  :  cette  équation  résolue  par 
rapport  à  Xy  donne  x>z=:  Fy  z^Qn  ^  x  =:  (py  :*=:  Qm  :  ainsi  ayant 
remplacé  x  par  Fy  et  (çy  «  oii  retranchera  U  second  résultai 
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du  premier,  et  il  restera  à  întëgrer  par  rapport  à  j^,  depuis 
la  plus  petite  valeur  AB  de  y  jusqu'à  ta  plus  grande  AC  9 
valeurs  toujours  fournies  par  Tëquation  du  cylindre. 
Appliquons  la  formule 

Exemple  I*^    Cherchons  la  surface  de  la  sphère  de  réquation 

zz=z{/r^  —  x^—y% 
on  déduit 

dr  X  àz  Y 


il  s^agir»  donc  de  prendre  la  double  intégrale. «  •••••••.•• 

ffixAy*  Intégrons  d'abord  suivant  j^^  c'csl- 

V/r»  —  x^  —  j» 

à*dire ,  en  regardant  x  tl  dx  comme  des  constantes  ;  et ,  à  cet 

effet  9  nous  écrirons  la  quantité  à  intégrer  sous  cette  forme 

ràx  Ayyt^—ô^ 

|/r»— jf*        yr*  —  a:»— y» 
et  noas  n^aurons  égard  ,  en  intégrant  d'abord  par  rapport  à  jr^ 

dy  l/|«*— .^* 
qu'au  facUur  -  /       ■  qui  est  la  différentielle  d'un  are 

V^r*  —  x^  — ^» 

de  cercle  dontV/r"  —  «'est  le  rayon,  et^  le  sinus.  En  sorte 
que. 


/i 


— r^  ^■=  V'r»^*»  X  arc  (^sin  =  —  ^^        ^4>C. 

Cet  arc  s'évanouit ,  lorsque  J^  =  o ,  et  il  reçoit  sa  valeur  com-^ 
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pleUe ,  lorsque  ^  =  V^r*—jc*.  Oti  a  donc  alors 


j/r»  —  or*— y» 


«" 

a 


FSf.  la.  Il  reste  donc  a  intégrer  — =z=zr  X  =  —  dx^ 

qui  représente  la  zone  correspondante  an  trapèze  PpmM\  on 
trouve 

pour  ia  zftne  correspondante  à  l'espace  APMB:  faisant  «  =  r, 

cette  zone  devient  — —  ^   d'où  l'on  conclut  4  ^^  pour  la  sur- 

a 

face  de   la  sphère  qui  est  le   quadruple  de  celle  d'un  grand 
cercle. 

Dans  ces  sortes  de  problèmes ,  il  arrive  souvent ,  ou  qu'on 
ne  peut  pas  intégrer  une  première  fois  la  formule  du  second 
ordre,  en  commençant  l'intégration  sok  par  j*  soit  par  jp,  om 
que  si  la  première  intégration  est  possible  ;  la  seconde  ne  l'est 
/  pas ,  ou  ne  l'est  que  par  approximation  ;  cependant  on  a  beau— 
coup  gagné ,  puisqu'on  a  réduit  la  question  à  une  intégration 
ordinaire.  On  doit  à  Euler  une  méthode  ingénieuse  et  féconde 
pour  transformer  les  formules  du  second  ordre  dont  il  s'agit 
ici ,  en  d'autres  beaucoup  plus  simples  et  plus  faciles  à  traiter. 
Mais  nous  passerons  à  d'autres  applications. 

Exemple  II.     Evaluer  l'aire  de  l'ellipsoïde  qui  a  pour  équa-« 
tion  (^Géom,  onalyt,  ) , 


x^         y^ 


on  a 


"*■   A»   "*■  ««    ~ 


I 


7 
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(0 


Ponr  que  les  deux  intégrations  consécutives  soient  possibles, 
nous  ferons 

(2) •  •  •  .f =£.cos  ^ ,     d'où   — ^  +  -^  =  sîn*  ^  .  .  .  (3)  , 

puis 

(4)  .  .  .  y  =  ^  sin  ^  cos  ^ ,     a?  =  a  sin  tf  sin  ^  .  .  •  (5)  , 

et  ces  valeurs  de  x^y^  r,  satisferont  à  la  proposée  :  il  faudra 
donc  exprimer  l'élément  de  Paire  au  moyen  àes  deux  nou- 
velles variables  tf  et  9.  D'abord  pour  avoir  la  valeur  de  dj:d^, 
nous  dififérentierons  l'équation  (5)  en  supposant  ^  constant, 
ce  qui  donnera 

àx  =  adq>  cos  9  sin  tf  .  .  .  (6)  ; 

ensuite  il  faut  avoir  la  valeur  de  Ajr  en  supposant  x  cons- 
tante ;  c'est  ce  que  donnera  l'équation  (3) ,  d'où  l'on  tire 

^dj':=3'd^.sin  tf  cosi .  .  .  (7). 

Des  équations  (6)  et  (7)  on  tire 

AxAy  =  a&.d^.d^  sin  0  cos  #  .  .  .  (8). 

Substituant  cette  valeur  ainsi  que  celles  de  x  et^  dans  Vy 
faisant  de  plus 


a»  —  r* 


=  *> 


i»  —  c' 


on  aura 

U=:/J'abi^  de  sin^  y^  1 1  «^  (^ sin* <p  -f-»  <^os'^)**'^'*}• 
L'intégrale  par  rapport  à  6  est  facile  à  trouver  par  logarithmes; 
mais  comme  la  formule  qui  en  résulterait  pour  la  seconde  inté- 
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gration  ,  nVst  pas  du  nombre  de  celles  qii^on  sait  ramener  aux 
fonctions  connues  ,  nous  nons  contenterons  d^intégrer  par 
séries.  Soit  donc  . 

f  sin*  ^  +  ç  cos* ç=p  ^ 
cii  aura ,  en  développant  le  radical , 

U=JJabA^àêsm^[  i p  sin*é — ^^'sin**-  -^-^;>'sin^#  etc.} 

I  . 

or ,  en  intégrant  depuis  ^  =  o  jusqu'à  ^  =  —  »    (  form.  F  y 


2L 


pag.  7$),  on  a 

/d*sinl  =  i,    /d^sin3é=-|-,     yd#sin*l  =  -|^  etc;* 
Ainsi  la  première  intégration  donné 

Cette   formule   doit  être  intégrée  de  nouveau  depuis  f  =  o 

jusqu'à  q)  =±r  —  «■ ,  pour  donner  Taire  depuis  jp  =  e,  ^  =  o^ 

x=o  jusqu'à  X  =  a  y  y^rrzb^  z=zc;  ainsi,  après  la  seconde 
intégration  qu'on  défluira  des  formules  (F)  et  (G)  (pag.  yS), 
et  la  multiplication  par  8  ,  pour  avoir  l'aire  totale,  on  trouvera 

\  o  0.5  5.7  7.9  / 


où 


Pff=:£i^^ r^  +  ^ ^. j-    f*  • -r^ 

ïw.      K*  i«3'5        ^    1.3      I     ,    .        I      I.3  1.3.5 

2.4.6    *         a. 4      ^  ^     2*4  a.4.b 

ttc» 
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On  peut  obseryjer  que  le  terme  géaéral  iP^")  est  le  coefficient 

de  z^  dans   le   développement   de  (i — ^r)""»  (i  —  !«)""»• 
Au  reste  ^  la  suite  P%  P",  P"j  etc. ,  sera  nécessairement  con- 
vergente, si  ^  et  t  sont  tous  deux  plus  petits  que  F  uni  té ,  ce   , 
qui  aura  toujours  lieu  en  prenant  pour  c  la  plus  petite  des 
trois  quantités  a^  i  ^  c. 

Exemple  III«  Soient  tracées  sur  le  plan  xy  deux  paraboles 
égales ,  opposées,  et  qui  se  touchent  dans  leurs  sommets  à 
Tintersection  ^'des  ^ifis  coordonna  :  soient 

les  équations  de  ces  paraboles.  FJ  étant  une  parallèle  à  Taxe  ^■S*  '4 
des  abscisses,  i  la  distjipce  h  de  cet  ^xe ,  concevons  un  cène 
droit  dont  le  sommet  soit  en  ^,  ayant  pour  axe  la  coor- 
donnée Xy  perpendiculaire  au  plan  ^  et  pour  base  un  cercle  : 
on  .propose  d'-assigner  la  portion  de  l'aire  de  ce  cdne,  comprise 
dans  le  cylin  jrç  droit  élevé  perpendiculairement  sur  Paire  AMFfm* 
On  trouve  facilement  ce^te  équation  dH  cône 

on  en  déduit . 


à'ok 


àz      ,       nfx  4z  my 


ainsi 


et  la    projection   horisontale    àfi  Péléijnent ,    différentielle    de 
Taire  du  cône ,  est  en  q.   L'intégrale  relative  à  x  ^  est 

#4Xr  ^+^^  qa'ii  faut  prei|dre  depuis  m  jusqu'à  M,  et-ofi 
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aura    ainsi  Taîre  d^iine  bande  inilniment  étroite,  projetée  tn 
mM.  Or  les  équations  des  paraboles  donnent 

pour  les  abscisses  des  points  n  et  M ,  et  ces  abscisses  sont  celles 

11-        j    IV     .      1         •   j     •     -    aj'dyt/i  +  m*  , 

des  limites  de  Imtegrale  qui  devient  ■  .  Inte- 

grant  maintenant  par  rapport  a  y,  on  trouve  ■  >  ^ 

intégrale  qu'il  faut  prendre  dey  =  oàj<=:3,   c'est-à-dire , 

depuis  >df  jusqu'à  C   On  obtient  aintfi    '    '     ■■    '        '  »■  ■  pout 

l'aire  cherchée. 

Des  forn^ules  générales  fjzàxày ,  •.••••••••.•.••••-•••»••«' 


Fig*  iS^JJ^àxdy  1/    i  -j-  (-7— j  "^  vT""  )  >  °"  P^"^  déduire  les  for- 
mules connues  des  volumes  et  des  aires  de  révolution. 

£n  effet ,  soit  j4X  l'axe  des  abscisses  ;  tous  les  plans  menés 
p3r  AX ,  couperont  la  surface  suivant  des  courbes  dont  cha-^ 
cune  sera  la  génératrice ,  en  supposant  que  la  révolution  ait 
lieu  autour  de  l'ax^  AXj  et  les  plans  perpendiculaires  à  AX^ 
couperont  le  solide  suivant  des  cercles.  Soit  PM  la  trace  hori<*- 
sontale   d'un  de  ces  plans  ;   en  supposant  PM  =  X ,  on  aura 

«r  =  \/A' — ;y'|  fzày  •=.  fày^ X^ — -j-*;  intégrant  par  rapport 
à  j",  il  vient  (pag.  Sa  et  33) 

/dy  t/xC^  = -i- jr  v/jF^:^^. 

+  —  X*  arc^^sin  =  ^^  +  C; 
prenant  cette  intégrale  depuis  ^s  -—  X  jusqu'à  ^  =r  Xy  oii 


\ 
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irdttve 

et  conséquemment 

fzàxAy  = fX*Ax  , 

qui  n'est  qae  la  partie  du  volume  au-dessus  du  plan  xy.  On 
a  donc  en  remplaçant  X^  par  y*^ 

c«  qui  est  la  formule  connue. 

Pour  la  surface,  on  observera   que  de  z=KX*— j^,  on 
déduit 

dz         iX             X                 dz                    y 
dx         dx       ^^ y^  dy  y^jj^a yx 

et  conséquemment 


donc 


^^^/■+(ë)'+  (I)  =^^^5=7=^/7^. 

et  parce  que 

prise  depuis  j^  =  -«  X  jusqu'à  y  z=zX^  est  9  X,  on  aura 


.  ,/^.l/. + (^y , 


«près  avoir  remplace  X  par  ^9  ce  qui  est  l'autre  formule  connue, 
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Dans  les  intégrations  redoublées  ,  doni  il  a  été  qmslMNl 
jwtqu^ici ,  les  variables  sont  entre  elles  dam  une  relation  con- 
nue ;  de  manière  qu^après  avoir  intégré  d'aboijd  suivant  l'ana 
d'elles ,  on  fixe  tes  limites  de  cette  intégrale  d^aprts  la  rela- 
tion de  cette  variable  ^vec  les  autres ,  et  il  en  est  ainsi  de  la 
seconde  intégrale.  Mais  il  est  des  intégrations  redoublées  de 
formules  idans  lesquell^  ou  ne  donne  pas  la  relation  entre  les 
variables  qui  sont  alors  considérées  comme  indépendantes  : 
les  intégrations  s'effectuent  toujours  successivement,  et  dans 
un  ordre  quelconque  ,  j^r  rapport  à  chacune  des  variables, 
en  regardant  l'autre  comme  constante  :  ici  on  remonte  du  cott* 

ficient  différentiel   ■-    -  ■  à  la  fonction  dont  il  dérive,  et  comme 

axdy 

ce  coefficient  indique  {Cale,  àiff. ,  chap.  XIII)  deux  différentia- 
tions  faites  dans  un  ordre  quelconque,  l'une  par  rapport  à  «,  et 
l'autre  par  rapport  à  j^  ;  il  s'ensuit  qu'on  repassera  à  la  primi- 
tive par  deux  intégrations  faites  aussi  dans  un  ofdrê  quelconi^e^ 
l'une  par  rapport  à  ^ ,  l'autre  par  rapport  à  ^  ;  et  l'introduc- 
tion de  deux  fonctions  arbitraires  X  et  F,  la  première  en  x  , 
la  seconde   en  7*^  prouve  que  la  donnée  du  seul  coeficient 

'  ne  suffit  pas  pour  définir  la  fonction  ;  et ,  en  effet ,  il* 

faudrait "^cellc  des  trois  coefficiens  dîfféreptiels  da  secottd  ordso 

d'il  d'i/  d'tt 

do?'    '      djr»    ^    dxdy  * 

Exemple  I".     ^wxffaàxAy  :  en  intégrant  une  première  fois 

par  rapport  à  J"»  on  obtient  faAy'=zay'\^%^  X  étant  une 

fonction   absolument    arbitraire   de  la  variable  X  ,    regardée 

comme  constante ,  fonction  qui  peut  renfermer  d'autres  cons^ 

tantes  ;   multipliant    par    àx   et    intégrant    de    nouveau ,    on 

trouve 

ffaàxày  =  ayx  -f-y-Xclx  -}-  1^, 

F  étant  une  fonction  arbitraire  de  j% 


^ 
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Exemple  IL     Soit  /  / -j- —  :   en  intégrant  d^abord  par 

rapport   à  ^,   on  obtient 


/ 


I 


mx  -f-  ny  u 


ensuite 

.    Pour  s'assurer  de  Tidentitë  de  ces  deux  résultats,  on  déve-. 

loppera  en  '  série  — — ,    et  dans  l'hypothèse  mx  >  ny  ,; 

on  trouvera 

I  \  ny  n'y*  r^y'^         n^y^ 

mx -{^  ny         mx         m*x^^       m^x^        m^x'^        m^x^ 

multipliaht  par  dy  y  et' intégrant  en  considérant  x  comme  une 
constante ,   on  trouvera 

V    ^ ^  f  ny\  ny  nY      ,   v  ^ 

inx  f+  ny        mx        2l  m^x*         3  m^x^         4  to^Jiî^ 

multipliant  par  'àx ,  «t  intégrant  seulement  par  rapport  ^  Xf] 
on  obtient 


/ 


+  fXdx  +  Y. 
Si  on  intègre  d'abord  par  rapport  à  x ,  en  trouvera 

^  îii»v+  ny      m  m^x      2,  m^x*      0  m^x^ 

nvAtipliant  pat  4y,  fmb  intégrant  par  râ|fport  ly,  il  vient 

\/  mx  -^ny      m  2m*x      6  m^x^       izm^x^ 

10 


—etc. 
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et  tes  deux  rësuluts  seront  identiques ,  en  faisant  JPsssfXdx  f 
Y:=/i'djrf  ce  qui  est  permis,  puisque  X  et  X^  sont  des 
fonctions  arbitraires  de  « ,  Y  ei  Y'  des  fonctions  arbitraires 
de  ^. 

Exemple  III.     Soit  enfin  //  ,  ,j  ^  2  on  aura 
/^   if      _    1      I  X 

1  /  y  \^AX    . 

=  _arc(^tang=_;  +  -jg-, 

dX 

--= —  représentant  une  fonction  quelconque  de  x.  Donc 

En  opérant  dans  un  ordre  inverse ,  on  aurait  trouvé 

Y  étant  une  fonction  arbitraire  de  y.  Si  l'on  substitue  dans 
le  résultat  {A)  pour  arc  (  tang  =:  -^  j  sa  valeur , 

si  Ton  intègre  suivant  x^   et  qu'on  ajoute  la   constante  Y  ^ 
ou  aura 

r^pàxày   _y  ■  jr      y    .     y yLj.^f__etc 


DE  Caicvi  intégral.  t4^ 

t 

Mais  (B)  =  r+f^  {  ^  -arc  (.ung=  X)  J 

=  -^  fy  -{-  F —  /""^  •  arc  r  tang=:  -^  j  :  en  sorte  qu'en 

remplaçant  arc  (  tang  =  -=^  j  par  son  développement ,  muU 

tipliant  par  -^  ^  intégrant ,  cumulant ly  dans  la  fonction 

arbitraire  F,  et  ajoutant  une  fonction  arbitraire  X^  on  retrou- 
vera Fintégrale  obtenue  ci -dessus. 
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CHAPITRE    VIIL 

Pdx 
Réduction  de  la  différentielle     u     ^  oa  •  .  •  . 

Vdx 

à  la  forme 


y/cc  4-|3x  +  7X»-H#xî  +  1x4 
'  ?    ou  c  e^^  <  I  »   e^  Q  une 

fonction  rationnelle  paire  de  s  in  (p. 

Quoique  nous  ayons  annoncé  (pag.  4^)9  que  nous  ne 
nous  occuperions  pas  de  cette  formule  difTërentielle ,  cepen- 
dant nous  ne  pouvons  nous  dispenser  de  donner  une  idée 
des  recherches  de  M.  Legendre ,  consignées  dans  ses  Exercices 
de  Calcul  intégral^  ouvrage  précieux  qui  vient  df  paraître. 

Ce  ^géomètre  donne  d^aboM  le' moyen  suivant,  de  faire 
disparaître  les  puissances  impaires  de  x  sous  le  radical.  A  cet 
effet,  la  quantité  sous  le  signe  radical,  étant  décomposée  dans 
les  facteurs  réels  ^-f- 21» x+^^*»  X  + s^fiX'\^fX*  ^  ces  facteurs 
doivent  être  de  même  signe ,  pour  que  le  radical  soit  réel  ; 
ainsi  on  peut  supposer , 

de  là  on  tire 

et  si,  pour  abréger,  on  appelle  Ylt  radical  de  cette  expression 9 
•n  aura 


X 
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ix         dy 

La  valeur  précédente  de  x  étant  substituée  dans  P,  on  voit 
que  la  différentielle  — r —  ^  ou  — i^i-  se  décomposera  tou- 
jours en  deux  parties,  Tune  rationnelle  et  intégrable  par  les 
règles  ordinaires ,  l'autre  affectée  du  radical  Y,  mais  telle  quUl 
n'y  aura  que  des^  puissances  paires  de  y  sous  le  radical  et  hors 

.      '  Pâx 

du  radical.  Ainsi  Tîntégration  de  la  formule  — ^—  se  Déduis 

toujours  à  celle  d'une  formule  de  la  même  nature  dans  laquelle 
P  et  il  ne  contiennent  que  des  puissances  paires  de  x. 

Cette  méthode  est  générale  ;  cependant  comme  la  valeur  de 
X  qui  doit  être  substituiSe  dans  P,  est  un  peu  compliquée  ,  il  ne 
sera  pas  inutile  de  faire  yoir  qu'on  peut  parvenir  au  même  but 
par  la  substitution  beaucoup  plus  simple , 

p  +  çy 

p  et  g  étant  deux  constantes  indéterminées.  Réprenons  les  fac- 
teurs 1^  -{-  2  tjx  -{*  0  x"^  ^  X'\'ZfAX'-}'fX*j  et  substituons  dans 
chacun  d'eux  la  valeur  de  x;  on  pourra  faire  abstraction  du 
dénominateur  commun  qui  sort  du  radical ,  et  pour  que  les 
puissances  impaires  de  y  disparaissent  dans  les  numérateurs , 
il  faudra  qu'on  ait 

fl 

Ces  deux  équations  donneront  des  valeurs  rationnelles  de  ;?  -{-  ç 
et  pç  ;  mais  pour  que  p  et  ç  soient  réels  9  il  faut  encore  que 
(p  -j-  ^y  — .  4p7  =  (p  —  ^)*  soit  réel.  Or  on  peut  distinguer 
deux  cas. 

1®.  Si  la  quantité  «  -^  /^^  "h  ^^^'  »  ï*'^  P^*  *^^  ^^^  facteurs 
réels,  on  pourra  supposer  que  a-J"  ^ /»<^+ "^^  ^^  contient 
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deux  imaginaires ,  et  qu^on  a  en  consëquence  A»  ^  /i*.  Maïs 

rëquation  (;^  —  ^)*==.(p  +  ^)*  —  4W»  donne  ,  diaprés  la 
dernière  des  équations  (i) , 

donc  y  dans  ce  premier  cas ,  le  second  membre  est  positif ,  et 
les  valeurs  de  ;?  et  jr  seront  réelles. 

2?.  Si  la  quantité  «  -|-^^  ~t~  ^^c*  ^  ^^^^  ^^  facteurs  réels, 
et  qu'en  la  décomposant ,  comme  on  vient  de  le  faire ,  en  deux 
facteurs  du  second  degré ,  il  n'en  résulte  pas  des  valeurs  réelles 
pour  p  tt(j\  on  observera  qu'il  y  a  deux  autres  manières  de  dé- 
composer ce  polynôme  du  quatrième  degré  en  deux  polynômes 
du  second,  tels  qu'il  en  résulte  des  valeurs  réelles  pour  petf. 
Pour  le  démontrer ,  soient  a^b^c^d  les  quatre  racines  dues 
à  H  =  o  ;  les  équations  (i)  pourront  s'écrire  ainsi  i 

ab —(«  +  *)  (/?  +  ?) +W=o, 

ed —ic  +  d)ip  +  ç)+pq=:o^ 

3L 

s»  2  If 

et  observant  que  ab  =:  —  ^  —  (a  +  ^)  =  — -. ,  cd=  ^  1 
—  (c  +  <^)  =  —  ?  et  il  en  résulte 

9 

p+y_      ab-^cà        /p—q  ^'_(<^— 0  (g— <^)  (p—c)  (^'-<^  ) . 
a     ~a+ô— c— d*V     a     y  "~         (^a^b^c—ày         * 

or  on  est  maître  de  rendre  positif  le  numérateur  de  cette 
dernière  quantité  ;  car  supposons  que  les  racitaes  a ,  ^ ,  c ,  d 
soient  écrites  dans  l'ordre  de  leur  grandeur ,  les  racines  né- 
gatives ,  venant  après  les  positives ,  les  différences  «  —  3  , 
«  —  r,  a  —  d,  b'^Cj  etc. ,  seront  toutes  positives ,  et /?  —  y 
sera  réek 
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^Donc  par  la  substitution  x  =  ■        ^  •  ^  il  est  toujours  po«^ 

sible  de  faire  disparaître  les  puissances  impaires  de  la  variable ^ 
sous  le  radical ,  et  en  même  tems ,  on  obtient  cet  avantage 
que  les  deux  facteurs  sous  le  nouveau  radical ,  sont  réels  et 
de  la  forme  y-f-  gy*  y  ce  qui  est  un  point  essentiel ,  et  qu*'on 
n'obtiendrait  pas  toujours  par  la  première  méthode. 

Lorsque  Tune  des  racines  a  et  ^  est  égale  à  Tune  des  racines 
c  et  d ,  le  radical  R  se  simplifie  ,  et  Tintégrale  ne  dépend  plus 
que  des  arcs  de  cercle  et  des  logarithmes. 

Si  l'on  a  n  -{-  ^  =  «  -|-  d ,  les  deux  facteurs  de  la  quantité 
sous  le  radical ,  étant  alors  de  la  forme  A  -^  »  (x*  -f-  2  mx  ) , 
Ç  +  ^  (**  +  Wï^)  ;  il  est  clair  que  si  l'on  fait  x  -}-  mx=:y  | 
les  puissances  impaires  de  la  variable  disparaîtront. 

Puisque  par  une  première  préparation ,  on  peut  ramener  bi 
quantité  sous  le  radical  à  nt  contenir  que  des  puissances  paires 
de  la  variable ,  nous  ferons  désormais 

jR  ==  v^r+7j^*"+y^  • 

nous  supposerons  aussi  que  P  est  une  fonction  paûre  èe  x\ 
car  quelle  que  soit  la  fonction  rationnelle  P,  on  peut  toujours 
faire 

P=M  +  Nx, 

Nxàx 
M  et  N  étant  des  fonctions  paires  de  x  ;  or  la  parUe       .  ^ — 

se  ramène  aux  règles  ordinaires;,  en  faisant  x*:=iyz  ainsi  toute 

Max 
la  difficulté  se  réduit  à  intégrer  la  formule  — ~ —  dans  la- 
quelle M  est  une  fonction  paire  de  x.  Cela  posé ,  nous  allons 
prouver  par  l'énumération  des  différens  cas,  que  la  diiférentiella 
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-=-  peut  toujours  f  e  ramener  a  la  lorme       ■■'  ,  ou 

Ton  a  c  <i. 

I".  Cas,  Supposons  les  facteurs  «i+j8a:'-f"y**  imaginaires  : 
«t  représentons  cette  quantité  par  A* ,+ aA^iX' cos  I -f- ^'^t 
A  €t  /«  étant  positifs ,  et  cos  0  pouvant  ^tre  positif  ou  négatif, 
On  fera 


'=^Vi 


X  tang 9  ,     r  =  sin $  , 


et  on  aura  la  transformée 

âx  I  ê(p 


•m  • 


II«.   Cas.     Soit  €t+ /Bjf*  +  y«*  =  i»*(i  +  /?'x^)  (  i  —  ^'jc»)  , 
la  limite  de  x  étant  :   on  fera 

I  »* 

a:  = cos  0  .  — ^^ =  c'  ï 

ce  qui  donnera 

d:r  c  — -  d  (p 


Si  l'on  voulait  que    la    transformée    fût  positive,  il   faudrait 
faire 

cot  9=  y'(i  —  c*)  tang  4^» 
ce  qui  donne 

sin*  «J/ 

x      '  "  ' 

9'  -f-  /E?ycos*  i)/  ^ 

et  la  transformée 

àx  c  d4/ 


^  '";'     V/i_<:»sin»>J/ 


\ 
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III*.  Cas.    Soît 


on 


fera 


cos  <p  I  +  p»  ^  ^»  ' 


et  on   aura 


"1.^ 


!¥•.  Ca$.    Soli 

on  supposera  /^  >  ^ ,  et  faisant 

tang  (p        ^'  — y' 

*  =  -— —  ?      ; — r  S5  r»  , 

P  P 

on  aura 


R         mp     V^x— .<?'sin>(p 
\\  pas.     Soit 

«-f-i3a?*  +  yap4  =  7n*  (i  — p»a:*)  (i  -?-^'a;*), 

on  supposera  p'^Çy  et  faisant 

27a?  s=  sm  (D  ,       — ^—  =  ^  1 

la  transformée  sera  x 

,âœ  t  àç 


R 


^P     y/i  —  c*sin»^ 


cette  formule  servira  depuis  x:=lo  jusqu'à  x  =:  -^—  :  le  radical 

serait  imaginaife  depuis  x  =  — p-  iusqu'à  x  c=  —  :    mais   il 

P  ^ 

redevient  réel ,  depuis  ps  5= jusqu'à  a?==:oo  .  Dans  ce  der- 
nier cas ,  il  faut  écrire 


I 
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JR*  =  m*  (p*x^  —  i)  (^»x»—  I  ) , 
et  faisant 

sin^  p 

la  transformée  sera 

àx  I  d^ 


iî  mp     |/i_i;«sin»<p 

Si  Ton  veut  qu'elle  soit  positive,  il  faudra  y  comme  ci-dessus^ 
faire 

.;  ^  I  —  c*  sin*  4^ 

cot(p  =  v^(i— ^O^ang^^»     aoujg>=      y,^^,^      i 

et  la  transformée  sera 

dj?  1  d4^ 


K 


^P     l/i— £r>sin»4/ 


formule  absolument  semblable  à  la  première  ;  d'où  il  suit  que 
rintégrale  de  -^  ,  pour  le  cas  de  a:> ;  se  déduira  toujours 

de  la  même  intégrale  prise  en  supposant  x  ^ # 

VI«.  Cas.     Soit 

alors  j;  doit  être  compris  entre  p  et  q.  Soit  p^Ç  9  et  soit  fait 

cos4 
on  aura  d'abord 


^  m\/p^ — ^r»  —  p»  sin»  •«]/ 


Dans  cette  formule ,  l'angle  ^  a  une  limite  :  pour  introduire 
un  angle  indéfini  j  soit 
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sin  %}/  =  i;  sin  ^ ,      i:»  =  -i- ^—  , 

on  aura  la  transformée 

ix  I  d^ 


On  peut  remarquer  maintenant  qu'abstraction  faîte  du  pre- 
mier cas,  les  valeurs  de  x»  qui  opèrent  la  réduction  cherchée, 

sont  toujours  de  la  forme  ■  ^  .    ./!"  ^    ,    où  les   coefficiens 

C-|-jysm'^ 

A^  B  ^  Cj  D  sont  constans.   Il  ne  s'agit  plus  que  de  substi- 

/Pdx 
— - 


sera 


transformée  en  une  autre  /    ^  dans    laquelle  c 

^  \/i  —  c'sin*9 

sera  plus  petit  que  l'unité,  et  Q  sera  une  fonction  rationnelle 

paire  de  sin  ^. 

Nous  faisons  abstraction  du  premier  cas ,  parce  que  la  forme 
de  la  valeur  de  x  est  un  peu  différente ,  et  que  d'ailleurs  en 
suivant  la  seconde  méthode  ,  on  évite  le  cas  des  facteurs  ima- 
ginaires ,  puisqu'on  tombe  toujours  sur  des  facteurs  réels  de  la 
forme  /  +  gy\ 

M.  Legendre  démontre  ensuite  que  Q  étant  une  fonction 
entière ,  ou  quelconque  et  rationnelle  de  sin'  ^  ,  la  transcen-- 

dante  /  V   ^  .  réduite   convenablement  ,   contiendra 

%/  y  1  —  c^  sin*  f 

I*.  une  partie  algébrique  ;v  2®.  une  partie  intégrale  de  la  forme 

j  {A-A^B  sin*  af)  —  —  ;   3**.  ïine  ou  plusieurs  parties 

V^i — ^:*sin*<p 

de  la  forme  /  —  dans  chacune  dcs- 

yi4-/ïsm*<p      v/i-^'sin*(p 

quelles  les  coefficiens  iV"  et  71  auront  des  valeurs  quelconques 


%56  Leçons 

réelles  ou  imaginaires  ;  (fou  il  conclut  que  ces  transcendantes 
seront  comprises  dans  la  formule  générale  , 

J     i  +  nsin'^q)    '  y/i  — c»sin><p  ' 

il  nomme  fonctions  ou  transcendantes  elliptiques  les  intégrales 
comprises  dans  cette  formule. 

Pour  se   rendre   raison  de   ces   dénominations^   il  faut  se 
reporter  aux  expressions^ 

df .  K  1-— ^»sin*ç ,    ta|ng(p.  k  i— £:'sin*<j --f/'d<p  k  i — c*sin'9 


sant  12=1:0,  A:=zij  B=: — C  ;  et  la  seconde  ^'^  / — .  ■_ 

*^  |/i — ir'sii 


qu^on  sait  représenter  la  premier^  up  arc  d^ ellipse ,  et  la  seconde 
un  açc  d'hyperbole  (  p.  i33  et  i34)  ;  la  première  de  ces  transcen- 
dantes est  comprise  dans  la  fonction  Hj  et  elle  s^en  déduit  en  fai- 

d(p 

\/i  — i:*sin*^ 

est  aussi  comprise  dans  If ,  en  y  faisant  A  =  b^  ^  ^B  =  Qj 
n  =  G.    Si  Ton    représente    par   fj  i^  les  arcs    d'ellipse  et 

d'hyperbole ,  l'intégrale  / —  ■ pourra  s'exprimer  par 

•^   V^  1  —  c*  sin'  o    ... 

•  •    - 

les  arcs  ^  et  J"' ,  au  moyen  de  l'éq^îiiijQÇi 

^* /  ^  =  i+y  —  tang f .  \/i  —  c» sin* (p , 

puisqu'on  a  trouvé   {^Idetn) 

^'=tang  (p.  V/i  — ^'sin^fi  —  ^4.  ^'A 

*/    ^i  —  c*sin'<p 

Kous  ne  pouvons  entrer  dans  de  plus  grands  détails  sur  cett^ 
question  sur  laquelle  M.  Legendre  n'a  rien  laissé  à  désirer» 
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CHAPITRE    IX. 

Intégration  des  équations  différentielles  du  premief 

ordre  entre  deuot:  variables. 

ToVTE  équation  dîfTérentîelle ,  ou  plutôt  toute  équation 
dérivée  est  comprise  dans  la  suivante, 

•^k    '^»  ^^'  1^'   IP^'  etc.j_o. 

Péquation  dérivée  est  de  même  ordre  que  le  coefficient  différen-» 

tiel  d«  Tordre  le  plus  élevé. 

Une  équation  dérivée  du  premier  ordre ,  est  du  premier  y 

du  second ,  du  troisième ,  etc.  degré  ,  suivant  que  son  coefE- 

.  .  dy 

cîént  difTérentîel  du  premier  ordre  -^  est  élevé  à  la  première,; 

à  la  seconde ,  à  la  troisième ,  etc.  puissance. 

Cette  division  en  degrés  aura  lieu  par  rapport  aux  équations 
dérivées  du  second  |  du  troisième,  etc.  ordre. 

Intégrer  une  équation  dérivée  d'un  ordre  quelconque ,  c'e^ 
repasser  à  F  équation  primitive  entre  les  variables  et  les  cons-* 
tantes  de  laquelle  on  a  déduit  la  proposée  par  l'acte,  de  la 
différentiatiotth  II  sera  nécess^re ,  avant  d'aller  plu^  loin  ,  de 
relire  Ift  chapitre  huitième  du  Calcul  différentiel  qui  sert  d'in-^ 
troductîon  à  cêlûi-^i. 

Les  équations  dérivées  da  premier  ordre  et  du  premier  degré ^ 
lont  comprises  dans  la  formule , 


^(*'-^'^)=°' 
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/  ëtant  un  signe  de  fonction ,  et  le  coefficient  diflerentiel  -—-- 

étant  à  la  première  puissance  :  on   peut   toujours    de   cette 
équation  déduire  celle-ci , 

3f  et  N  étant  deux  fonctions  connues  en  x  et  jr. 

L'intégration  de  ces  équations  est  connue  sous  le  nom  de 
méthode  inverse  des  tangentes  :  en  effet ,  la  méthode  directe 
des  tangentes  a  pour  objet  de  déduire  de  Péquation  finie  de 

la  courbe,  T expression  ■    ,  ■  ■■  de  la  soutangente  :  or,  intégrer 

Mdx  +  Nè)r  =  o^     d'où  ^£=__  ....(i)  , 

c'est  remonter  de  l'expression  de  la  soutangente ,  divisée  par  y^ 
à  celle  de  la  courbe. 

Si  M  n'était  fonction  que  de  la  rariable  x^  et  si  JV  ne  conte- 
nait que  j* ,  l'intégration  de  la  proposée  n'aurait  (pas  de  dif- 
ficultés, ou  plutôt  elle  se  ferait  d'après  les  règles  précédemment 
données  ,  et  on  aurait 

fMdx+fmy=C, 

C  étant  la  constante  qui  disparaît  par  la  différentiation.  C'est 
donc  à  cette  forme, 

Xdx  +  Ydy  =  o.  •  •  •  (2)  , 

f' 

X  et  Y  n'étant  fonctions  la  première  que  de  a; ,  et  la  seconde 
que  de  y ,  qu'on  doit  se  proposer  de  ramener  toute  équation 
différentielle  du  premier  ordre  et  du  premier  degré. 

Cette  réduction  consiste  dans  la  séparation  des  yariabîes  ^ 
c'est-à-dire  ,  dans  la  série  des  opérations  à  effectuer  pour 
réduire  l'équation  (i)  à  la  forme  (2). 
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1*.     Intégration  par  la  séparation  des  variables. 

Exemple  P'.     Soit  rëquation  difFéreniielle 

yàx  —  xiy  =  o  ; 

cette'  équation  divisëc  par  xy^  donne 

àx         ày 


X 


et  en  intégrant 

Ix  —  Iy=ICj      d'où  —  =  C. 

Exemple  IL     L'ëquation  difTërentielle 

dx  y  \  +  J**  —  xày  =  o , 
revient  à  celle-rci, 

dx  dy 

dont  IMntégrale  est 

Exemple  III.     Dans  l'ëquation  plus  gënërale 

Xrdy  +  XTdx=o, 

dans  laquelle  X  et  X'^  sont  fonctions  de  x ,  y  et  I^  sont  fonc-> 
lions  de  y  j  la  séparation  des  variables  s'opère  en  divisant  de 
part  et  d'autre  par  XY'j  ce  qui  donne 

yr^y  +  'x  ^=^' 

Quelquefois  une  préparation  que  suggère  l'habitude  du  calcul; 
rend  la  proposée  immédiatement  intégrable. 

Exemple  fV,    Si  on  multiplie  p^r  :^  les  deux  membres  de 
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rëquatîon  difTérentîelle 

xàx  +  yAy 

qÙ  y  est  une  fonction  dej",  on  a  de  suite  rintég*ale 

Exemple  V.     A  l'égard  de  Tëquation  diflerentieik 

aàx  z=^yày  —  xAy , 

si  l'on  retranche  de  part  et  d'autre  aày ,  et  que  l'on  diWse  de» 
deux  côtes  par  û  +  a?  — y ,  on  trouvera 

tf  (do:*— dr)  , 

n "^^^  =  4/^ 

a-^-x—y 
dont  l'intégrale  est 

Y:=alC — al(a  +  x — y)  =:  al  ) >. 

Exemple  VI.     Soit  encore  l'équation  différentielle 
y'^àx  —  xydy  =  Y  \/  ^  y'*àx^  —  2  :cyd^da?  +^'d^*}  , 

en  posant  x  =yu  ^  parce  que  l^est  une  fonction  de^,  on  aura 
la  transformée 

y" du  =  F  v^  I  ^'di/*  —  w'dj-»  -f  dj»}  ; 
élevant  de  part  et  d'autre  au  carré ,  il  vient 

du  Ydy 

équation  dans  laquelle  les  variables  sont  séparées. 

Exemple  VII.     Supposons  qu'après  avoir  séparé  les  variables 

dans  une  équation  différentielle  ,  on  ait  trouvé  pour  résultat , 

dx  dy 


i/a'  +  a:'  y  a*  ^y^ 


,    en  intégrant  de  part  et  d'autre ,  on 


tt  iGAiCtl  iJitéGàÀtJ  ifilî 

dtiJ^âit  {Caîc.  intég. ,  pag.  36) 

^'où  ,  eti  passant  des  logarithmes  aux  nombres  , 

Cx'\^  C  \/a*+x*  =zy  +  Vj^»  +  a". 

On  ^ent  tMicb)nà  mnltipUer  de  pan  et  d'autre  par  xjr ,  eé  qui 

doêix  vdv 

âonnera  v  — =zzzr  =  *  —  9  ®^  întégrani  par  partit^ 

on  obtient 

^  i/o?» 4- a» — /ijy  V^x»-f-  a^  =  x  [/y^  4.  a» — /claî  \/y  +  a»  t 

or  >  k  proposée  doniie  djr  y/jt*  -[-  tf»r;±  d jr  V/^*+  o*  ;  ilolic  la 
précédente  se  réduit  à 

y  V/x'+o*  ==  «  VV  +  û'  4-  C 

Exeihple  Vllt.     En  intégrant  séparément  les  deux  membres 

Qx                    dv 
de  réquation  différentielle  —  ,  „'i     £z=       .   ''^ ^on  trou* 

verait  deux  intégrales  circulaires  ;  eh  sorte  que  la  proposée 
serait  transcendante  )  miais  si  Ton  multiplié  de  part  et  d'aiitr«i 
par  j^ip,  et  qu'on  intègre  par  pattié ,  on  trouvera  d'abord' 

u^y  \/a* —  a?"  +fày  V^«* — x^  '=^^x  V^a'* — y^  * 

4-/dx  V^a»— j*  4-  (7^ 
et ,  d'après  la  proposée ,  la  précédente  se  réduit  à 

jr l/û» —  or*  =  «  V^a* — j*4-  C, 

intégrale  algébrique.  ^ 

I^ous  procéderons  bientôt  à  l'intégration  de  l'équatioa  di^ 
fértntielle  plus  générale 
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^[A  +  Bf+t^^  +  Py^  +  Ejr^} 

àx . 

~    ^{A  +  Bx  +  Cx*  +  Dx^+Ex^}  • 

La  séparation  des  variables  est  toujours  possible ,  lorsque 
Vdçuation  est  homogène  j  c'est-à-dire,  (Csilc;.  J^,  chap.  Xlliy 
lorsque  la  somme  des  exposaus  de  x  ti  y  est  la  même  dans 
tôds  les  termes  des  cnefficiens  de  àx  et  djr.  Pour  opérer  celte 
séparation  y  il  suffit  de  fai^e  : 

y  '=.xz\ 

sous  cette  hypothèse ,  les  fonctions  M  et'  2V  dans  Féquatioa 
Max  •)-  T^iy  =  b ,  dfcvieaaint  x^(s^z ,  x'^/z ,  et  comme  d'allleuis^ 

dy  =  xdjs  +  zàx  ^ 
en  a 

Mdx  +iVdj^  =  dx.(çz  +^  i«dr-f-jrd«J  =0^ 

VohVàvi  déduit 

d«  dz.yb     

X         1ÇZ  -^  z/z 

équation  dans  laquelle  les  variables  sont  séparées. 

On  peut  encore  démontrer  la  chose  comme  il  suit  :  puisque 

M  êi  N  sont  deux  fonctions  homogènes ,  et  de  même  duneii-* 

M  .... 

«ion ,  —r^  sera  de  dimension  nulle ,    eil  sorte  qu'en  posant , 

coVhme  ci-dessus , 

y  =  xz^ 
on  aura 

~  -^  =  /r=  -^J  ,      d'où  dy:=ix./z  , 
fjjnséquemment 


+  ^  ^    *     ri  =  o. . . .  (i)  y 


zix  4-  xdz  =  dx,fz  •     d'où =  -; ^ 

'  -        jz — z 


dx  dz 

X 


•  m 


%t ,  îht^grànt  dt  part  «t  d'aatrè  ^  il  vient 

Mais  Phypothèse  donne 
donc 

On  a  encore 

J  Jz-^g       J  ft—k 


~J  J^  —  t       J       It  —  z      ' 


d'où  Ton  déduit 

On  tura  donc  Péquïition  primitive,  si  Ton  sait  dFectàer  Tunt 
des  intégrations  (i)  ,  (a) ,  (3)  ou  (4)* 

Exefrtffk  \^\     L'équation  différentielle 

(  X  —  Tïj)  do? +ydy  ==s  o  j 

est  homogène  :  posant  donc  y.érzhcz^  on  a  pour  transforméft 

ix  zàz 


ou 


daf  I     /  nzàz — nèz  \   .      i  n^z 

H {*- : )  + ; =  <>> 


I    ^  nzûz — mz  >^         I 
X     '     2    \i — nz^zz  y         a    i  —  /iz -f" -^-^ 

dont  l'intégrale  ^t)/«  +  •-- /ft^>i^4- :>?*)  +  —/-- f-^- 
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tt  ■    ■  est  une  fraction  rationnelle  qa'on  sait  intégrei 

(^Cale.  intég, ,  chap.  II  ). 

Exemple  II.  •  Soit  Péquation  difTërentielle  \ 

iax+  fy)  djr  +  {/x  +  gjr)  dx=:o, 

si  l'on  divise  par  ax  -^  fy  ^  le  quotient    ^ — "-"  v^     sera  de 
dimension  nulle ,  et  sous  Thypothèse  -=^  as  z  ,   la  proposée 

X 

deviendra 

dx  (^O'^bz)  èz 

HT       iz^+ia  +  g)Z'^f      °* 

équation  facile  à  intégrer,  et  dans  l'intégrale  de  laquelle  il  £aiudra 
remplacer  ;;par  -^.   Ainsi  l'équation  dififéréntielle 

pour  laquelle  a  =  o,  ^  =:y  =  i,  ^  =  2,  donne  ^ette  transformée 
dx  zdz        dx  j_dz(i-f.z)  dz 

dx^  dz  dz 


«  i  +  z      .  (i+z)*' 

qui  a  pour  intégrale  , 


l^Cx  +  l(i  +  z)  + 


=  (>; 


c'est-à-dire,   en  remplaçant  z  par-^, 


Z.C(*+jK)  + 


a? 


Exemple  III.     Soit 

<9f dj^  +  (jte« -+. ^)  4»  =  o^ 
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An  trouve 

Exemple  lY.     Soit 

ardy— ^d«  =  Ax  yoF'^y^  : 
•n  divisera  par  x  ^  et  on  aura 

et  faisant  y=.  xt  y 

,  ^  da^  dit 


z' 


ày  —  jtdx  =  d«  VmT+I*;    d'où 


dont  l'intégrale  est 

x's=.Cz  '\'  Cy  \-\'Zz\ 
c'est— à-dire,  * 

X»  :s:  Cj  +  cy/^  +/'7   ^'o«  ** = ^^y  +  ^i      • 

en  transposant  Cy  et  élevant  au  carré. 

'Exemple  Y.     On  dernande  la  courbe  dont  Faire  PMmp  est  Fig.  d 
égale   au   cuoe  de  l'ordonnée  pm   divisée  par  l'abscisse  jip. 
Cette  propriété  a  pour  expression 

en  différentiant ,  on  trouve 

\xy  +  jr3  )  dx  =  3  xy»^  ; 
d'où  ,  à  cause  à%  yzzz  zx  ^ 

da?  8zdr 


'  -  «? 


,»  > 


a?  1  —  a  «' 

-^ 

équation  qu'on  sait  intégrer,  puisque  le  second  membre  est  un^ 
fraction  rationnelle  qu'on  sait  traiter,  et  qu'on  peut  consé-? 
quemment  regarder  comme  intégrée. 
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On  doit  donc  et  proposer  de  ramener  v  lorsque  k  ch#se  es^ 
possible ,  une  équation  difîércntielle  à  rhomogënéitë. 

Exemph  l^K    Ramener  ^  l'homogénéité  réqoatioi;!  différent 
tielle 

(  mx  +  nj'  +  /^)d»  +  (ax«4r^/  +  ^)djr  =  o; 

on  fera 

ûx  +  ^  +  ^  =  ^  1     ^*  +  'ÎX  +  ;*  =  '  » 
d'où 

adx  +  bdy  =  dr ,     mdx  +  nê^  =^  d/  ; 

puis 

^        /    ,  TTid^  —  adt  _  5df  —  nàe 

'   dy  =  •  ■    I  j  .     do?  s=:  _     >    .i. . 

•^  mb  —  na        '  inh  -^ha 

et  la  proposée  devient 

^^Ix  +  ^^^  =  o  ,     ou  (??ï-s  rr-  »^)  d-2  +  (Jbt  —  az)  d/  =  o , 
équation  homogène.  Il  faut  excepter  le  cas  de  mk  **-  lui  =  o  ^ 

mais    ^ors   m  =  -^ ,  et  la  proposée  devient 

■ 

hcdy  +  bpAx  -{-  (  ûx  -f-  i^  )  (  bày  -f-  «dx  )  =  o  , 

dont  on  sépare  les  variables ,  en  faisant  âx.  -{^  ky  z:;:.  z  ^   d'où 

',  dz  —  aAx 

&y  =  — 


b 

A  l'effet  de  rendre  la  proposée  homogène  y  on  pourrait  en- 
core poser 

a:  =  f+«»  ^^ï'  +  iS»      d'où  dx  =;;:  d^ ,  iy  z=z  Au  y 
et  on  aurait  pour  transformée 

sous  ces  deux  conditions 

p  ^  mtt '\' n^  z=:  o  ^     c-{*^*  +  ^i^  =  ^s 
au  moyen  desquelles  on  évaluera  a^  et  ^, 
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Exemple  IL     L'équation 

dxÇe+/x  +  gr)t=àyih  +  ix+ky)^ 
devient  homogène,  en  posant 

e+fx+gy^t,     ft  +  j«-f.*y  =  tt, 
i'où  Ton  tire 
kt^gu—be  +  gh  ■      fit  —  ît+Je—Jh 

*-       jfzr^.       /  ^= — jkzi^ ' 

_  Ht-gàu  /du^idt    . 

'•*-    Jk-gi     '      *"-     /k^gi     ' 
en  sorte  qu'on  a  la  transformëe  homogène 

(ju  +  0t)àu  —  ikt  +  iu)àt  =  o, 
que  nous  enseignerons  à  intégrer  dai\s  le  cours  àe  ce  chapitre. 
Exemple  III.     Considérons  Téquation 

dy  -j-  3y*dar  =  ox^dj; , 

traitée  pour  la  première  fois  par  JUecaiij  giomèire  italien  ^^ 
dont  elle  a  conservé  le  nom  ;  $i  on  remplace  y  par  «^ ,  elle 
dçvient 

fe*—«  dff  -}-  Jr»*d«  =  ax^djB  ; 

et  la  condition  de  l'homogénéité ,  donne 

Ac*— I  =::ftitc=:m,    d'où  A=:-— 19  m=:<«-2; 
en  sorte  qu'on  a  pour  transformée 

dz  bdx  adx 

'^   z^    "*"    r»  a?*-  ' 

équation  homogène,  et  dans  laquelle  les  variables  sont  sé-^ 
parables. 

Exemple  IV.     Soit 

dy  +  ay^x^dx  +  bx^y^àx  =  o  ; 

i^.  si  l'on  avait  7»  :=  o ,   jzsso^  l'équation  serait  séparée  ^ 
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^*.  si  Ton  avait  n  -{-p^^zo  ^  ir-(-^  =  09  efle  serait  homogène 
et  sépiirabk  ;  3®.  si  ^  z=r  i» ,  Téquation  devient « 

dj^-j-^»  (axP  +  bjT)  àxj  d'où  -^-}-(fl;i?''-f  dx")dx  =  o; 

4°.  pour  m'=:zp^  elle  devient  d^  +  *''^*  (^y+^  )  =^<>»  ^'<^4 

dv 
— ^^  ^  V 1-  o^^do?  =  G  ;  dans  ces  dçux  dernières  équations,  les 

variables  sont  séparées.  Mettant  donc  à  part  les  cas  précédens  , 
cherchons  la  relation  qui  doit  exister  entre  les  exposaqs ,  pour 
que  la  proposée  se  transforme  en  une  équation  différentielle 
homogène.  Soit  y  z=z  zT ^  r  étant  un  exposant  'arbitraire  ,  ou 
aura  t|;>^=rrc'*'~'dz,  çt  la  proposée  se  changera  d^ns  celle-ci, 

rz''~»  d^  +  az^'^xv^x  +  fe'"jzr^'*da?  c=  q  , 

celte  équation  deviendra  .  homogène  ,  $i  Top  a  • , •  •  •  ^  •  •  •  •  •  ^  / 
r  —  i=/2r-f.p  =  m  +yr,   d'où   l'on  tire  ces   deux  valeurs 

de  r  ;  savoir ,  r  ==  -^- ^  •    r  =  ^ dont  l'égalité  donne 

ceUÇ  çqgaiion  de  condition  (;?r}-i)  (i-r— ^)s=:  (in4Ti)(i — »)  : 
lorsqu'elle   sera   satisfaite ,  la   proposée  deviendra  homogène , 

SOUS  l'hypothèse  jr  =  z*^'"***  ou  z^^'f  ^  à  moins  qu'on  n'ait  il=l^ 
^=::  I  ,  et  alors  on  est  dans  le  troisième  cas. 

On  peut  étendre  cette  recherche  aux  équations 

âj  -}-  ay"xPàx  -{-  àx^^y^ùx  -f-  cxy'ix  =  a  , 
dj  -+•  aj"xPây  -+-  ix"'y^  dx  m^~  cx^j^èx  =  o  , 

premier  (legré  ^  (ie  la  forme 

dy  rf-  Py^x  =  Q  Jx  , 

aîiV  et  ^  sont  dçs  Jonetionsi  d^  la  seule  r^ana^e  x,  et  qu*^ofk 
a  nçmrnée  EQUATION  HNÉAiRE,  parce  ft'ellç  renfevmç  Ui 
^mahh  Y  4  h  prçmièrç  puifsmç^^ 
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On  posera 

y  =  Hz ,     d'où  ày  =  rdX  +  Xdr , 

e«  qui  transforme  la  proposée  dans  la  suivante , 

;cdX+  Xdz  -f.  FXzàx  =  Çdo:  : 

or  X  étant  une  fonction  indéterminée  de  x ,  on  pourra  la  sup- 
poser telle  que  la  proposée  se  partage  en  deux  autres ,  dont 
chacune  admette  la  séparation  des  variables  ;  cette  condition 
sera  remplie  ,  si  Ton  fait 

Xàz  +  PXedj?  =5:  o , 
et  il  reste 

rdX  =  Qi^  y 

la  première  divisée  par  X,  donne 

Az 

d^  =  —  Pzdor ,     d'où  =  — Pdx  ,  * 

z 

qui  a  pour  intégrale 

}z  =  —fPàx.  le ,     d'où  z  z=  e-fP^'  : 

on  n'ajoutera  la  constante  arbitraire  qu'à  la  fin  de  l'opération.' 
Prenant  ensuite  la  valeur  de  dX  dans  la  seconde  équation , 
après  avoir  substitué  pour  z  celle  qu'on  vient  de  trouver ,  on 

aura 

• 

dX  =  ef^^'^qàx ,     d'où  X=fefP^qAx  +  C, 
et  conséquemment 

intégrale  complette  de  la  proposée.  : 

jPxempIe  !•'.     Pour  l'équation 

ày  -)- jdo;  =  ax^x , 

9X1  ^  P=i  1  y    Q:=:sax^  j  fPàx  =  ;»  ,    et    conséquemment 
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fQe^f^^^  Ax  :=^  fax^e'ix  :  or  en  faisant  m  =;;  3  9  et  changeant 
a  tn  e  dans  Ja'x^ix  (jCaîc.  intég,^  pag.  58)  ,  on  trouve 

afo^fàx  =  aé'  \^3^  —  3a:*  +  6x  —  6}, 
donc  ' 

y^Cr-'-^a  {«'  — 3j5*  +  Ga?  — 6  }. 

Exemple  II.     L'ëquatîon 

dz -f.  ^Jlf dr -|- zfî  +  ^iVd«  =  o , 

dans  laquelle  M  et  N  sont  des  fonctions  de  la  seule  variable  x^ 

se  ramène  à  la  forme  précédente,  sous  Phypothèse  z^s=: } 

«ar  on  a  la  transformée 

1 

ày  —  nyMAx  —  nNAx  =:  o. 
Exemple  ]II.     Soit  Téquatipa 

Ay-i — ^^  ^      =  t'Ax  , 
yi  +  0;* 

h  et  {  étant  Aes  constantes.  Qn  a 

py^  =r        ^.  -  ::;=  6/  (4:+  ^i  +  ara;) 

«^         Vi  +  xx 

feJ'P^  QAx  =fiAx  [x  +  y/T+I^y^. 

Posons   X  +  |/i  -j-  j;a:  r=  « ,    d'où    «  z=:  — J— _  -•  7  .  .   •  . 

aa  - 

du 

'  on  aura 


ilxs= (d«-| V   et 


Si  dans  cette  intëg^ale  on  remplace  u  par  sa  valeur  en  a; ,  et 
qa'on  Ëisse  dans  la  formule  les  subsûtutions  pour  ^"""^^^ 
yVf  ^  •  Qd» ,  on  Ironvçra 

en  observant  qwc  [^  -|i-  ^/T-pl^  j"^*  5=5  [^  y  -+-  K  1  ^  xxjK 

PaoblAme;.     Suif  h  suite  infinie 

y=  A  +  Bx  +  Gx»+  Dx5  +  .  W..+  Mr**^?  +  Nx*  +etc., 

çn  demande  fa  r^ltuiofi  (fui  doit  exjj^fe^,  entre  les  çoejfiçiens 
constans  A,  B,  Ç./i^..«  pour  que  la  sommation  de  cette  suite 

dépende  de  Vintègralè  'wune-  équation  de  lajorme 

\  •     '  ■        ^ .     ' 

BifférentîaQt  iar:  sérns  proposée  4  divisant  tout  par  àx ,  puis 
multipliant  par  fx  ,  y  «tant  un  coefficient  constant ,  on.  .aura 

4.  a/i\U:  +  etc- , 

multipliant  <^a^e  j^e^br^  de  la  {ipopp^^Q  P^f  4^^  ^^  ajontanf 
k  produit  .^jçpbre  ^  iqe|n])re  ^  Ifi  (qrpijale  précédente  9  01^ 
trouvera  ■■  ..  , 

+. .  r . .  +  {  Ç^*  (  ♦- I  )/}  ^x*-* 

+  (*+«y)^^'+et« {A). 

On  fonncn  de  jia  <{iâne  manière  l'4qiiaiioa 


•   .  • 


I       '  t  *■ 


+  (*'+»/')  ^*'+e»c (B). 

Supposons  maintenant  que  les  coefficiens  Aj  B  <,  C,  etc.  soient 
tels  que  l'on  ait  " 

par  là  rëquatîon  (B)  deviendra 

or  réquation  (A)  donne  ,  en  jonulûpUant  tout  par  Xf 


.+  (  é-  +.3/)  jPx*  +  etc.. . .  (Z^).  i 
on  aura  donc  d'après  (C)  et  (I)) ,     ... 

c  est-à-dirc , 

^-y + (  /v->  ;^^  -  f^  ->  -  °  > 

dont  rintégrale  qui  représente  la  valeur  dej*,  donne  la  somme 
âe  la  série  proposée  pour  les  valeurs  àt  A^^B^  C*,,.  corres- 
pondantes à  celles  qu'on  donnera  ^  g  ^  f^  g'  ety .  On  peut 
consulter  sur  les  problêmes  de  ce  genre  le  Commercium  épis" 
toUcum,  tom.  !•'.,  pag.  ^i3,  et  le  Calç.  intig,  d'EuIer^  tom.II, 
pag.  3io. 

Intégrer  réguatîon  dijférentielle 

dy  dx 


DB  ClLCUt  IirrÉGRAl^ 
Après  avoir  mis  cette  écjuation  sons  la  forme 
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dx       ^[A  +  Bx+Cx^  +  Da^  +  Ex^ 

on  supposera  d'abord  que  x  et  jr  soient  fonctions  d'une  autrt 
variable  / ,  hypothèse  qu'on  introduira-,  en  remplaçant  y  ou 

.^par-^(  Cale,  âiff.^  chap.   VII),   x^  t\.f   étant  alors 

%xX  X 

dbr       dy 
-^^  y  -—.   Prenons  pour  x  une  telle  fonction  de  / ,  que  Ton 

ait 

la  proposée  dans  laquelle  on  a  remplacé  j^  par  -^  ,  donnera 

X 

qu'on  fiasse  disparaître  les  radicaux  dans  (2)  et  (3) ,  qu'ensuitt 
on  différentie  de  part. et  cl'autre  ,  >et  on  aura 

:^V  ou  -T~==  B-^^plCx  +.3IÏJ;»  +  k^o^*  •  •  -(4)  > 

av// ou  .2^=  jB +  ^Cr  +  3%*  4.4%3....(5). 

Faisons  "  .•      .    . 

M»    — •    

d'où 


""^y—f 


x—y=iq 


les  deux  équations  (4)  et  (5)  ajoutées  et  retranchées,   don-* 
neronf 


I  ' , 


,•  =:  Cy -f.  ^ ;>,+ -|- (  3/»*^  +  y' ), . . . (7)  i 


de  plus  9  comme 

si  Ton  substitue  pour  x'"^  et  y*  leurs  valeun  (i)  et  (^ ,  on 
aura 

I 

maintenant  si  on  fait  la  combinaison 

et  qu^oh  muhipKë  de  part  et  d'antre  Ipar  -^-Ç*-V  Oi^  trouvera 

dont  rintégrale  est 


é  étant  la  confiante  :  ntûltipliani  par  ;;*  «et  è«trayaiA  la  ftftine» 
on  aura  l'équation 

p' = V  v^  { iTp  +  £>»  ^i- b  f  : . .  .005 , 

qui,  quoique  du  premier  ordre  peut  donner  immédià'ti^rtlèvii 
rintégrale  de  là  proposée ,  puisque  la  valeur  de  //  qui  est 
«'  +j^S  est  déjà  connue  (a)  et  (3)k  En  effet ,  substituant  les 
valeurs  de  /?,  q'txj/^  on  aura 

cette  întcgrale  n'est  pas  la  seûie  i^Q?o'n  puisse  obtenir  'f&v  tes 
formules  précédentes.  Pour  s'en  assurer: ,  qu'on  substitue  la 
valeur  de  )fi^  diDniiéè  pir  \vé!^  clans  iMqUf^tîoir  (6)  i  bfl  pai^'iendra 
à  la  suivante 
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-  «  * 

^ui  f  après  les  substitutions  pour  p^çei^'àe  leurs  valeurs 
*  +^  »  ^  ^^y  f  ^ — j'y  et  pour  ap' — ^^'  de  sa  valeur,  (a)—  (3) 
donnera  une  nouviellé  ë(}uation  en  «  et  ^ ,  avec  la  constante 
arbitraire  c ,  qui  sera  aussi  Pintëgrale  de  la  proposée  :  ensuite 
ajoutant  et  retranchant,  on  aura  deux  autres  intégrales  qui 
seront ,  à  quelques  égards,  plus  simples  et  toutes  équivalentes 
entre  elles.  Cette  solution  est  tirée  des  Fonctions  analytiqiut 
par  M.  Lagrang'e, 

2*.  Intégration  des  équations  dijférentielles  lPdx-\'Qdy  =  o^ 
dans  Phypothèse  que  le  premier  membre  soit  une  diJJérentietJk 

,     .  ap      dQ 

exacte  y  ou  au  on  ait  — r; —  =s  — = — . 
'  d^'  djs 

Outre  les  équations  dilTéréntielles  homogènes  entre  deux 
variables ,  et  celles  qui  peuvent  le  dévenir  ^  dans  lesquelles  ht 
séparation  des  variables  est  toujours  possible  ,  comme  nous 
Vehoïis  Ak  le  voir  ^  les  équations  diflerentiélles  qui  .admettent 
1^'ncoré  t'élït  éépirâtion ,  sont  en  très-petit  nombre ,  et  lors 
xQ^Éné  que  de  iiiôyéh  est  praticable,  on  n^a  aucun  moyen  de 
s^en  assurer  à  priori  :  il  convient  ^^hic  de  recourir  ht  d^àiitries 
expédiens,  et  d^bè'fd  nous  feïons  connaître  un  procède  qui 
convient  aux  équatipni  différentielles  exactes  ,  c^ est-à-dire ,  pour 
lesquelles  la  condition 

iP  ^  JQ 

dy  ix  ' 

donnée  {Cale,  di/f.,  chAf,  Xi!I  ),  est  satisfaite  :  car  on  observera 
que  quoique  ce  caractère  n'ait  été  donné  que  pour  une  exprès- 
sion  différentielle   Pâx  -f-  Qiy  9   néanmoins   il  annonce   une 
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dérivée  immédiate  non  réduite.  Pour  nous  faire  mieux  enténdfë| 
fioit  r  équation 

dont  nous  représenterons  la  dérivée  immédiate  par 

Pdx  +  Qdj  =  G  , 

si  les  fonctions  P  et  Q  ont  un  facteur  dépendant  des  variables  |* 
OU;  pourra  diviser  par  ce  facteur  ^  et  il  en  résultera  cotte  autre 
équation . 

Mdx  +  Này  =  o , 

„    ,  ,.  .        àM         dJV     ,      ,      ,.  , 

pour  laquelle  la  condition  —^ —  =^  -^ —  n'a  plu»  lien  :  cest  ce 

se 
qu'on  peut  d'abord  vérifier^  sur  Péquation =  c^  d'où 

yèx  —  xdy 

'  =^0  ; 

en  multipliant  parj**,  il  vient 

ydx  —  xdy  !=r  o  ^ 

.        .  in     ^^^         diV    ^  ,  ^ 

équation  pour  laquelle  —-z —  =  -^ —  donnerait    i  i=  —  i.    E 

existe  donc  une  classe  très-étendue  d'équations  différentielles  y 
dont  la  préparation  préliminaire  à  l'intégration ,  consiste  dans 
la  recherche  du  facteur  à  restituer  à  l'effet  de  repasser  à  la 
dérivée  immédiate.  ^ 

Proposons-nous  donc  d'intégrer  la  dérivée  exacte 

Pdx  -J-  Qdy  =  G  =  dtt  : 

Pdx  =  -^ —  dx  étant  la   différentielle  de  u  prise  par  rapport 

à  «,  seule  variable  ,  on  aura  ,  en  intégrant , 

w=/Pda:  +  r....(i), 
tîi  F  est  une  fonction  de  la  seule  variable  j;  :  car  en  différeniîaûtl 
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cette  intégrale  par  rapport  à  x,   et  ne  retenant  que  le  coef- 
ficient ,  on  a 


Mais  à  canse  de  — —  =  P ,  il  reste  - —  =  o  :  d'où  l'on  con-» 

dura  que  la  fonction  Y  ne  renferme  pas  x ,  puisque  sa  diffé- 
rentielle par  rapport  k  x  ^  est  nulle.  Il  s'agit  donc  de  déter- 
miner Y:  à  cet  effet ,  on  différentiera  l'équation 

ii=/Pd«+r, 

par  rapport  à  la  seule  variable  y  ^  et  on  divisera  par  d^,  ce 
quL  donnera 

du  dfPdx     .àY^ii^dY 

W"^     4r     '^'¥~'¥     djr----<^^' 

dit 
•en  posant  y  jpdjr  =  4':  ainsi  après  avoir  remplacé —-- par  Ç, 

«/ 

«t  intégré  ^  on  aura 

«e=/iMx+y"5ç-^|dy  +  C (3), 

C  étant  la  constante  arbiuaire  ,  et  la  fonction. .......... .^ 

(Q--^  -î—  j  d^  ne  devant  renfenner  que  la  variable  jr. 

En  parunt  de  Qdy  =  -j-  dy ,  si  oH  eût  pris  l'intégrale  par 
rapport  à  la  variable  y ,    on  aurait  eu 

«=/Çdy+X...(4), 
X  ne  renfermant  que  a:  :  or ,  le»  résultats  (i)  et  (4)  donnent 

12 
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Exemple  IV.    Pour  la  différentielle 

(a«+^fy+  c)Ax  +  ihx  +  ey+J)  dy  =  o, 
on  a 

•=^,       -3 —  =  ^> 


ày  àx 

donc  la  proposée  est  immédiatement  intégrable  :  or 

rPix:=z ax*  +  iyx  -i-  cxznÇf 

et  en  intégrant 


donc 


r=  — «y^+jg^; 


u  = . —  tfx*  4-  ^*  +  ^*  +  ^—  9^  +  j5^  s=a  C. 

2  SL 


On  a  encore 

dont  Tane  des  parties  est  fonction  de  x  seulement ,  tandis  que 
l'autre  ne  renferme  que  la  variable^. 

Exemple  Y.     Considérons  enfin  l'équation  différentielle 

do:  dj^    C  a:         "1 

Vx^TP        ^    ^        Vx^+y^i 
on  a 


P  = 


Q  =  JL^ gL_A 


toit 

àP  r  iQ 


^  (««+7-)«'        ''*  (*'+/•)•' 
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en  sorte  que  la  proposée  est  un«  diffërentieltè  exacte,  dont  on 
trouvera  facilement  F  intégrale  qui  est 

0 

Nous  ferons  ici.  une  remarque  importante.  Lorsque  dans  la 
différentielle  exacte  jPdIa;  ^  Qiy  =  o  ,  aucun  des  termes  de  P 
n'est  fonction  de  la  seule  variable  x  et  de  constantes ,  ou  de 
constantes  seulement ,  si  d'abord  on  a  intégr'é  par  rapport  à  Yj 
on  doit  trouver  dX  =?  o  ,  d'o&  X  =:  C  ;  et  de  même  si  aucun 
des  termes  de  Qj  n'est  fonction  de  y  et\  de  constantes  |  ou  de 
constantes  seulement ,  et  qn'on  ait  d'abord  intégré  par  rapport 
à  X ,  on  doit  obtenir  dy=£  o  9  d'où  Y:^=:Ç^ 

Exemple.    Soit  la  différentielle 

en  intégrant  par  rapport  à  «,  on  trouve  dl^=^*d^;  en  sorte 

que  l'intégrale  est  k^M^H-  *'«  (  tang  =  — —  j  -|-  -£-  -f^  G. 

En  intégrant  par  rapport  à  j^ ,   on  obtient  la  même  intégrale 
que  ci-<lessus^  et  on  conclut  dX=o,   d'où  X=z?G. 

Les  équation^  différentielles  qui  admettent  la  séparation  des 
variables ,  et  qui  conséquemment  sont  réductibles  à  la  forme 

ou  X  ne  renferme  que  x  ^  et  F  ne  renferme  que  y,  satisfont  i 
la  condition 

dX       dr 

ày  àx 


puisqu'on  a 


dX  _  àY 

ày    '^     ^         Ax 


ifia  Leçons 

*  '-  .  - 

3**.  Recherche  du /acteur  propre  à  rendre  intigrahîe  une  équation 

diJférentûUe  du  premier  ordre. 

\a  manière  la  plus  naturelle  d^ obtenir  Tiiitégrale  compTette 
d^ùfeie  équation  différentiel  le  du  |>jrilmier  ordre,  est  de  la  pré* 
•parer  de  manière  que  son  premier  raembi«  devienne  utie  dif- 
férentielle exacte ,  car  alors  il  n^y  aura  qu^à  ii^tégrer  et  ajouter 
une  constante.  Cette  préparation  est  toujours  possible  à  l'aide 
d'un  multiplicateur  y  lorsque  l'équatioa  du  |^teniier  ordre  es^ 
réduite  à  la  fo^me 

dy 
y  désignant  -—-.    D'un, côté ,  il  est  clair  quç  cette  réduction 

est  toujours  possible  ,  ou  censée  telle  ,  quelle  que  soit  1^ 
forme  de  la  proposée  ;  car  il  n^y  a  qu^à  en  tirer  la  valeur  de 
y*  tn  X  il  y j  par  les  règles  connues  ;  de  l'autre,  notls  avons^ 
déjà  observé  que  quelle  que  puilRse  -  être  l'éqbatipn- primitive  ,, 
si  on  en.  dégage  (Cale.  diff. ,  chap.  VUl  )  la  constante  arbitraire, 
et  <Ju'on  dîïlercntie  ensuite  de  pari  et  d'autre ,  on  aura  un 
résultat  dans  lequel  y  ne  sera  qu'à  la  preuiière  dimension ,  et 
•qui  devra  pârf"  conséiquent  être  identique  avec  fà  proposée^ 
AyàiH  âiAsi  Wdtiîit  la  '  pHïttiiîté  à 

c^  tf  est  la  constante  arbitraire,  on  âu/a  la  dérivée 

F\x,y)=rx+y\F'y  =  o, 

en   désignant  par  F'x  et  F'y  les  coefficiens  différentiels  par 
rapport  à  x  et  par  rapport  à  y  fonction  de  a;  :  on  tire  de  là 

F'x 

comme  la  constante  a  a  disparu ,  cette  équation  devra  être 
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identique  avec  la  proposée  ,  en  sorle  qu'on  aura 

F'x         y' F' Y  4-  F'x 

d'où  l'on  tire 

et  comn^c  !«  second  membre  est  nne.  dërtvëe  exacte ,  41  ea 
«era  de  même  du  premier  :  d'où  l'on  conclut  que  la  proposée 
derient  mtegrâblé ,  lorsqu^on  )é  iniiltiplie  par  r*y, 

G)mme.. cette  proposition  est  fondamentale,  dqus  allons  la 
considérer  sous  un  point  de  vue  plus  étendu.  Soit 

^  (  ^  »  J^»  û  )  =  o  , 
la  primithre  çomplette  de  la  dériva 

on  sait  qa'oaa^a  la  dérivée  de  la  profileeéè^.eii^ÙBiiiant  m 
au  moyen  de  >  '  / 

P  (ap,y,  h)  désignant  la  dérivée  immédiate  .dan»  laquelle,  on 
laisse  en  évidence  la  constante  a  :  d'où  on  conclura  ^  comme 
ci-dessus,   que  la  fonction  J^ -^'f  {x ^ y)  deviendra  identique 

avec  '      *  •,   '  en  Substituant  ici  pour  a  sa  valeur  en  x 

Fy 

et  y  tirée   de  la  pri(mhive.    Considérant  donc  a  comme  une 
pareille  fonction  donnée. par 

F^^x^yi  û)  =  o> 
ob  aura 

en  séparant  dans  la  dérivée  totale,  fa  partie  relative  à  a  fonc-^ 
tion  de  X  eXy^  de  celle  qui  est  rélattrc  ii^  ces' varisibles  eïi  dehost 
de  a  :  on  a  donc 
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^quatron  idenlique  en  sabstituant  pour  a  la  y^leui^  en  x  çt  jr. 
Si  donc  on  multiplie 

par  -  ^  »  y  son'  premier  membre  deviendra  une  dérivée  exacté-i^ 

ayant  pour  pnmitive  **  a;  or  le  premier  membre  sera  touj,ouic^. 
une  dérivée  exacte  ,  si  on  le  multiplie  par  une  fonction  quel-?-, 
conque  de  a^  ti  il  en  sera  de  même  du  second  :  donc  la  for-- 

mule  générale  du  multiplicateur,  sera     .>  ■  ^  911  dénolani 

une  fonction  quelconque  4e  a  déternjinée  par.  la  primitive. 

On  remarquera  de  plus  que  la  dérivée  étant  du  premier  ordre '|^ 
il  n'y  a  qu'une  seule  équation  primitive  (^Calc,  dij[f,j  chap.YIlI)^ 
et  qu'il  n'y  a  aussi  qu'une  sei]^le  foroiuk  de  multiplicateurs. 

La  restitution  du  facteur  que  nou$  désignefÇms  par  Zj  4^p^ 
l'équation  différentielle 

*  *  * 

Mdx  +  Ndjf  =  o , 

la  rendant  une  différentielle  exacte ,  on  aura  cpnséqueiQmenJb^ 
la  condition 

âjzM)    _    d{zN) 
Ay     "  ^^        dx        ' 
c'est-à-dire ,  ^ 

àz        .,   de     .    I  «Lftf 


M 


d'où^  l'on  pourrait  déduire  le  facteur  z ,  si  cette  équation  qui 

renferma  les.  deux  coeiBciens  différentieb  -r-^9  t^>  ^  jir  fonc* 

ûx      âjr 
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tîon  de  X  Hjr^  n^ëtait  généralement  plus  difficile  à  traiter  que 
la  proposée. 

1^  Si  le  facteur  0  est  constant ,  Téquation  (i)  se  réduit  3^ 

dM  _  iN  ^ 
dy  ~lir' 

«insi  la  proposée  est  une  dilTérentielle  exacte. 

:^.  Si  lé  facteur  z  ne  contient  que  Tune  des  variables  x  oujTf 
on  le  découvre  aisément  :  car  en  supposant  quMl  ne  doive  être 

ibnction  que  de  op  •  on  a  -r —  =  o ,  et  -?—  n'est  plus  Iç  coet- 
*  dy  dx 

ficîent  d'une   différeptîelle  partielle  ;   Téquation    (i)   deviexit 

9I0CS 

"T-irvd?     d^j""^''^' 

et  Fintégration  de  cette  équation  donne  z  ;  car  Thypothèse 
^xige.  que. le  second  membre  soit  indépendant  àey.  De  même 
fi  z  n'est  fonction  que  de  ^ ,  ce  facteur  résulte  de  Fintégrar^i» 
tion  de  ' 

dr  _  dy   (iM         àN  \        ■  „ 

dpnt  le  second  membre  n'est  fonction  que  de  y. 

3^  Si  l'intégrale  u  de  z  {Mdx  -{■■  Này')  était  connue,  o^ 
tirerait  le  facteur  zde  l'identité 

—^âx+'~ày=:z(Mix  +  Này)l 

or,  exk  multipliant  ses  deuj^  membres  par  une  fonction  quel-^. 
conque  de  u ,  on  a 

di/<ptt==«<pw  (^Mdx  -{t  Ndy)  ; 

et  comme  le  premier  membre  est  yne  différentielle  exacte ,  on 
4oit  eu  dire  autant  du  second  :  d'où  il  suit  qu'il  y  a  une  i^fir;- 

y 
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:nité  de  facteurs  compris  dans  «911 9  pri»pfes:à' rendre  «ne 
dérivée  intégrable  ,  et*  quMl  suffit  de  connaître  IHin  de  ces 
facteurs.  .Cest  la  propriété  dé^  démontré  plus  baut  (|piig.284)* 

'4*.  Lorsque  la  séparation  des  viriables  est  possible  dans  une 
équation  différentielle,  il  Fest  ausli  d^assigner  le  facteur  qui 
]a  rend  intégrable:  on  efftt,  supposons  ,qu!exi  iutrodaisaiit 
pour  X  eiy^  deux  autres  variables  t  et  u  dans  Féquation  dif- 
férentielle 

elle  se  transforme  en 

et  que  V  soit  une  fonction  de  f  et  u  ,  telle  que  divisant 
Rdt  "^  Sdu  par  Vy  Us  yariâbl es  soietii  séparées ,- en  sorte  qu'on 

li  .  S 

ait  "^  fonction  de  la  seule  variable  /^  et  -^  fonction    de  la 

-seule  varipble  u^  y  uMteUaÀgevMni  après  ravoir  ipestitné  ^x'  ti  y 
au  lieu.  4e  f  et  t«^  otn  lacura 

Rdt  +  Sdu         Max  +  Ndy 

Jr = y''         f    • 

différentielle  exacte  ;  on  aura  donc  découvert  le  facteur  -=^ 
propre  à  rendre  la  proposée  intégrable. 

6®.  Si  par  rapport  à  T  équation  diffécèntieHe 

> 

^  Max  +  NAy  +  Rdx  +  Sdy  =  0 , 

on  connaissait  deux  facteurs  z  tl  t  propres  à  rendre  intégrable 
séparénïent  chacune  des  parties  Mix-^^Ndy  ^  iWa?4-»$dj-,  en 
sorte  qu'on  eût 

éMdx  +  éViy  =  di/  y 
iRÀx  +  tSdy  ss'A?? 

^apris   ce  qui  vient   d^étre   dit,   z(ffu  comprendrait  tous  les 
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{acteurs  propres  à  rendre  intëgrable  Max  -(-  Này ,  et  il  en 
serait  de  même  de  tji^  par  rstpport  à  Ètix  -(-  Siy ,  et  si  z^ir 
et  (^pouvaient  être  rendus  identiques,  on  aurait  un  fact€|ur 
propre  à  rendre  intëgrable  la  somme  des  deux  difFérentielles  ^ 
c'est-à-dire,  la  préposée. 

Kous  allons  passer  à  quelques  applicatîotis  plus  indispensables 
dans  cette  branche  de  calcul  que  dans  toute  9utre. 

Jpxemple  I"*     Sait  l'équation  dérivée 

xyf  —  2y  -4"  ^  =  <^  • 
le  multiplicateur  propre  à  k  rendre  idtégrable  ,  est  --j-  ;   et  , 
çn  effet ,  la  proposée  devient 

OU       . 


qui  a  pour  intégrale 

et ,  en  multipliant  par  x^  ^  m 

Y  -{-  OX'  — =    G- 

Exemple  H.     Sett  Péquation  difTérentielle 

*jràx+ fia;iy==ary',QyyÀX'+'.fxijryi 
le  facteur  propre  k  rendre  le  premier  membre  intég[ri4>le ,  eU 

• — ;  et  comme  l'intégrale  qui  en  tésûtlé  ,*cst  l  («^^  )  »  ôï* 
conclut  que  tous  les  facteurs  qui  jouissent  de  la  même  pro- 
priété,  sont  contetitld  dans  - —  f(*^')  •  ^^  second   membre 


iS8  Lr.çoNS 

devient  intëgrable  ,  en  le  multipliant  par      „,^,  ^^,,   9  et  Usé 

chanfife  en  -SLJL  -i i. ,  dont  l'intégrale  est  Z  (  x^jr*'  )  :    en 

sorte  que  la  formule  générale  de  ces  facteurs,  est •,••••••• 

— r r-y  Cx^y^)  '  on  rendra  ces  facteurs  identiques |  en 

posant 

^^«— I     /Mil  — i^^^ty— m— I     »^— /»— I 

d'où 

équations  qui  donnent 

,         '^  «iT  — /gy        .  mt—H 


,  en  sorte  que  le  facteur  sera  ^ 

et  la  proposée  prendra  la  forme 
dont  l'intégrale  est 

Exemple  III.     Soit  l'équation  différentielle 

dx  +  (  ûd:c  +  2  ^  dy  )  Kl  +  ^^  =2  0, 

la  condition  d'intégrabilité  n'est  pas  remplie  9  puisque.  ••••••• 

AP       dO  aôrx 

-r —  —  -~-  =  —  —  î  mais  eu  se  reportant  à  l'équa- 

ày       Ax  \/i  +  xx 

tion  de  condition  (i)  (pag.  184)9  ^^  ^^^^  ^^^  ^^  quantité 

AM         AN  _  o.hfx 


Ay  Ax  y/^j^ 


XX 
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X 


divisée  par  iV=  a/^  \/i  +  xx^  donne  ponr  quotient  — ^ , 

c^ est-à-dire  une  fonction  de  x\  donc,  d'après  la  remarque  (2*), 
réquation  sera  rendue  intégrable  par  un  facteur  fonction  de  x  : 
on  tire  de  (2)  (  pag.  iSS  ) 


-=/-. 


xdix  I 


-4-arife  a 


donc  r  =  >  —  ^   et  la  proposée  devient 

^i  +  aîx 

7  -f-  tf  dx  '^  2,iydy  =zo  ^ 


yi^xx 
qii^on  a  intégrée  plus  haut  (pag.  178). 

Exempte  IV.     L'équation  linéaire 

•       4y  +  iydo:  =  Qdx  , 

intégrée  précédemment  (pag.  168  et  169)  ,  donnt 

dM         diV        -, 

— Tr=^> 


ây  dx 

et  cette  fonction  P  divisée  par  2V=  i,  donne  une  fonction>de  x  : 
ainsi  l'équation  (a)  (  pag.  i85  )  devient 

=Pdar,     d'où  7z=/Pda?  =  w,     et  z  =  é^: 

tel  est  le  facteur  qui  rend  la  proposée  intégrable  :  elle  devient 
après  rintrodùction  de  ce-  facteur 

e^dj'  +  ^{fy^Q)dx:=:o: 

intégrant  e^dy  par  i;apport  à  j ,  on  a  é^y  +  X ,  dont  la  diffé- 
rentielle relative  à  a? ,  qui  est^tf**d»  4-  dX,  ou  Pye"dx  -f-  dX, 
comparée  k  e'*  {Fy-^Q)  dx  ,   donne  dX :=s  ^-  e^Qdx  :  donc 


,  '  ï 

ïgH  Leçons 

rintëgrale  cherchée   est,   comme   on  le  sait  déjà  (pag.  i68 
et  169.) 

U  étamifPdx. 

Exemple  V.  .  L^équatîon 

\  |/i XX  ^ 

/dx 
-. —  =  Ix  :  ainsi  le  facteur  qui  rend^la  proposée 

intégrable,  est  x^  et  Pii^tégrale  est 

ac^^  -f-  y  I  — XX  £=  C 

Le  facteur  propre  à  rendre  intëgrable  se  présente  ,  pour  ainsi 
dire ,  de  lui-même  dans  les  équations  homogènes  ;  ce  qui  est 
tine  conséquence  du  théorème  démontré  (fialu  diff,y  pag.aoi)» 

Soit 

Mdx  +  JVdj*  =  o , 

une  équation  différentielle  homogène  dans  laquelle  la  somme 
des  exposans  de  x  et^,  dans  tous  les  termes, de  MtXN ^  soil 
c=  7n  :  si  Ton  suppose  que  le  facteur  ^  soiil  agisfii  vaam  Ipactioa 
homogène  de  n  dimensipusii  en  sorte  que 

^Màx  +  zNày^  =r  du. . . .  (i)  , 

on  aura ,  diaprés  le  théorème  cité  , 

zMx  +  zNjr  =  (m  4-  n  +  ;)  ». ,  •*(»>; 
divisant  (i)  par  (2) ,  il  viendra 

Nàpo^Ndff  _  1       •      Au  ^ 

et  cofume  le  second  membre  est  une  diffërentieHe  exaeie,  le 
pruniei:  JQuira  de  la  rn^me  propriété;  d'où  il  suit  que..... 


y      ' 


•     « 
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if  =±  TT— — jjjr-  est  le  facteur  propre  à  rendre  la  proposée  une 

différentielle  exacte.  f 

Eximple.     Reprenons  Tëquation  homogène 

(A  +  é^^)  dw  — (*/  +  «i)  d«=:Ot 
trouvëe  (^Calc,  intig, ,  pag.  167  )  ,  ou 

i/r  +  e»)  djr*-(A«  +  (^)da?  =  Ot 
le  Ëicteur  qui  la  rend  intëgrable  j  est 


^  -  .         \  ^ :; — .  ^      ou  -r ;— ,   en  fai— 

sant  pour  abréger  ^«n-is^m;  mais  comme  les  deux  termes 
da  coefficient  de  do? ,  dans  la  différentielle  exacte 

Jj-*  +  nixjr -^  kae^ 

roiGeraieiit  f^^n  aura  l'intégrale  ckerchéc ,  en  égalant  à  une 

(  l'y   I   é^x  ^  dv 
constante  Tintégrale  de  ■  ^  ;  ^ r^  9  ^nst  en  ne  faî- 

sant  rarier  que  y  :  ce  qui  est  une  conséquence  de  la  remarque 
(Co/c.  intig. ,  pag.  i8i).  Les  deum  facteurs  du  dénominateur  sont 

m  4.  V/m'+4V              ,  ^  .       'w  —  <//»•  +  4A/* 
yy/f+x      ^    ,^7^^>      J^V/+^ ^^/  ■ 

pesant  ■      i-s=  jS  ,  ces  deux  facteurs  seront 

^SfJ 

^  Vi  +  /8« ,   jr  v/y—  -7- ,  et  on  aura  à  intégrer 


i8^Nf)liày       (^*+*\//)dy 


«pmtioQ  qui  ^oifi^ra 


i. 


t{9^  JLEçdns 

C  étant  la   constante   dans  laquelle  on  a  cumulé  le   facteui" 

Lorsque   les  ûtùx    facteurs   sont   rëels  et  égaux  ,   on  a  3i 
intégrer 

i^Jy+rnxy  (^^/jr-hmxy       "*"   2^  +  mx  * 

et  on  obtient  cette  intégrale 


Si  les  facteurs  sont  imaginaires ,  on  posera 


777^ 

y  l//  +  -j^  =^î  d'o»^  dyj//=cU,  jgr^  +  OToy  — fcx* 
=  r»  — T-^^ — ^  «'.  Après  la  substitution  de  ces  yaleurs  dans 

^-7 : ,    ■  ■  •    on  trouve 

0^r  H 5! — -—  a?dr 

4/ 

dont  on  d<Ht  prendre  Fintégrale  par  rapport  à  z  :  d'abord  il  est 
facile  d^obtenir  celle  de  — ^ —  5    pour    intégrer 

4/ 
77* ' '' ,  ..    /i.r 9    ^^  posera  r-j; t=  «% 

4/ 

et  r  =  Il  yHr^^  •  ce  qui  donnera  la  tranformée 
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a  ^  —  m   xiu  K  —  a*«*  ^tg^-^m   ax*  y — i        du 

2  ^  ^^  fit  1 

=  +         y'fc  > — TTSiS*  X  irc(tarig=s») 

tec  '■■  S^i  y-  ■    "Y  * .  arc  (  ttna  «t. ■■    *t    nr^yL.-i.iifi  m  j , 

laqvcUfi  e$t  r^Ué  pour  in'4'4'/<o. 
On  peut  encore  dédtlire  le  facteur  z  de  Pëquation  (i) 

Ax    .       àK.fz 


X         <^z  +  zjz 
trouvée  {Calc^ù^ig.^  pag^tS^t)  :  en-effet ,  si  pour  z^  ^r,  /i  oa 

substitue  -^  ^  — ^  ^  y    Fé^uation  précédente  deviendra 

^^^  e^'  ^iw 

Il  est  facile  de  s'assurer  cttii!  le  facrteui*  ;e'=i:  -^i- — ,    ,.  ^> 

^  AT  «  +  iVy 

qu^ôtl  titiitt  de  déterminer ,  est  t>roprè  à  faire  dé  la  proposée 

une  différentielle  exacte ,  '  dans  F)iy|»od|jè^  qu'elle  soU  homo-^ 

gène.  Tout  se  réduit  à  prouver  qu'en  posant 

oii  aura 

dy  dx 

En  effet  '  - 


aM=-5 — d«  +  — r— dr.      dlVa*-: — mx  +  —z—dr: 

ax  4x  »*  4y,       • 

i3 
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or  M  et  i\r.  ëunt  des  fonaions  homogènes  de  m  dimensioiis  i 
pn  dëduit  da  thëoréme  cenini  | 

_-         dJtf    ,       dJIf  ^  AN    ^       àN 

dJif 

Si  de  la  première  de  ces  ëquations  on  lire  y  -^ —  ^  et  de  la 

,        d2V  ,        1.   .         .       J(«^) 

seconde^  -j—  pour  les  substituer  dans        ■    ^  on  troureri 

d(M)_d(jy) 
djr  d»    * 

4*-    •1'^  ^  méthode  im$rse  du  faeUmrf 

t 

Kous  donnerons  peu  d^étendue  à  cette  question,  ici,  au  Eeu 
<de  chercher  le  facteur  propre  \  rendre  intégrable  une  ëipiation 
différentielle  donnée ,  on  cherche  la  classe  d'équations  qui  dt-. 
vient  intégrable  par  un  facteur  d'une  forme  donnée. 

Problème  I*'.    Dicowrir  la  natun  des  équations  âiff^nn^ 

tielles  4jid  sont  rendues  ùttigtxMes  par  îejacteur  t  s=:     '  . 

Puisque  l'équation 

Mdar  +  Ndy  _ 

Mx+Nj   ~^^ 

est  une  différentielle  exacte ,  on  a  la  condition 

dy  dx      .       * 

laqudle  en. faisant  iVc=r  rMj  devient 

dr  dr  ^     ' 

àx    .^  àff         "^ 
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or  r  étant  une  fonction  des  variables  x  tty  ^  on  a 

dr  =2  màx  +  wdr ,     d'où  -=—  =  m  ,     -r—  rît:  »  ; 

a«  dj-  ' 

et  conséqueminent  la  précédente  devient 

mx '}■'  7ty  sno  i 

1                     ,                    dr- — mdx  ,   . 

en  remplaçant  n  par  le  quoU^t ^  on  obUent|  après 

les  réductions^ 

mais  la  condition  que  le  second  membre  soit  une  différentielle 
complette,  donne  my  =ry/ — ^K   en  sorte  que 

et  intégratlt,  il  vient 

Donc  les  coefEciens  différentiels  iV  et  M  doivent  ^tre  tels  que 

M 

-^  soit  de  dimensions  nulle ,  ce  qui  exige  que   les  fonctions 

^  ilf  et  iV  aient  le  même  nombre  de  dimensions  |  ou  que  la 
proposée  soit  une  différentielle  homogène. 

Problême  IL     Assigner  Us  Jonctions  inditerminiesTi  étISS 
ie  x^  dans  V  équation 

Xydx  +  X'&  -|-  ydy  =  o , 

à  V effet  de  rendre  cette  équation  intégrable,  en  la  multipUani 
par  le  Jacteiir 


HjG  LEÇOJfS 

Pour  cet  exemple ,  rcquation 

M  —  —N——C~  —  ~\ 
dy  dx         \'da:  ày  J     ' 

trouvée  (  Cale,  intég, ,  pag.  184  )  »  devient 

er       ' 

âz  n  dz  nf'x  ' 


4r         (j^+y^)"-^''      ^^         (r+A)"-^'^ 

substituant  ces  valeurs  dans  rëquation  précédente  ,  on  trouve 
celle-ci 


—  nj'x 


y+nX'=9t 
-Xfa 


laquelle  devant  avoir  Heu  indépendamment  de  j^9  fournit  ces  deux 

(n  ...  I  )  X — nf'xs=zOj      nX'  —  J^«s=  o, 

d'où  Ton  tire  X  txX'  ^  dont  les  valeurs  reportées  dans  la  pro-* 
posée ,  la  rendent  intégrable  par  le  facteur  supposé. 

•  •  "c 

5*.     Des  trajectoires^ 

Oo  nomme  ainsi  les  courbes  qui  coupent  une  suite  de 
courbes  données  de  même  nature,  de  telle  manière  qu'une 
certaine  fonction  relative  à  ces  dernières ,  soit  constante. 

Problème  P\   Etant  donnée  une  suite  (F ellipses  ayant  touteS' 
le  même  grand  axe  AB  9  on  demande  la  courbe  MM^M''  qui  les 
'ig.  17.  coupe  de  manière  que  les  segmens  APM  ,  AP'M%  AP^M". . . . 
Soient  égaux ,  ou  qu'ils  aient  une  même  valeur  bb. 

Soient  AB  =  2a ,  ÀP  =  x  ,  PAf'  =y ,  le  paramètre  de 
l'ellipse  AM'B-=:p'  on  aura  d'abord  l'équation 
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et  pour  valeur  du  segment  AP'M' 

AP'M'^fjàx  = /*|/A:  X   \/^ax^xx. 

'* 
Ainsi ,  d'après  P  énoncé  , 

/  |r     -^  X  d«  K  aaar  —  xx=:bb (i). 

Si  Ton  différentie  cette  équation  par  rapport  kxetïpj  en 
aura 

j    1/  P    t/^ *—  I  j    f^^  V^2  ax  —  XX        .^v    ,  . 

Comme  ici  le  paramètre  ^.est  regardé  comme  une  constante. 


mmiÊtm 


(*)  Rq)rëseiiton8  par  jydx  l'aire  APMm  d'une  courbe ,  y  étant  fonction 

de  «,  et  du  panunètre  p  d«  cette  courbe  ,  lequel  est  constant  dans  toute 

rétendue  de  la  courbe;  il  est  clair  que  si  l'on  ue  difiiérentieyi'dx  que  par  Fig.  i< 

rapport  k  x  9  et  par  là  OQ  rette  daiië  la  i^urbe  définie  par  le  paramètre' 

particulier  qu'on  oonsidère  y  on  aura  k  trapèze  iofinimeiit  étroit  PMmp  :=zyéx'^ 

mais  si  Ton  £ât  Tarier  infiniment  peu  le  paramètre  p^  ce  qui  iaît  faÈêtt 

de  la  courbe  Mfn  à  la  courbe  infiniment  Toisine  M 'm  ,  alors  il  faut  de 

plus  différentier  par  rapport  à  Tautre  variable  p  contenue  dans  y  j  ce  qui 

ày 
donne  -> —  èp  =  MM* ,  e(  en  multipliant  par  dxy  on  a 

—^^âpàx.:=MM'n*n  pour  second  incrément  de  laire  APni\  en  M»rte 
dp 

que  la  diffêreniielle  complette  àt  fyàx  ^  î&t 

PpnM  +  MM' m  m  =r  yàx  -^J—  àp  dr. 

>Uiii  comme  l'intégrale  /  .^- —    àp  àx   est   prise   par  rapport   à   la  seule 
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la  seconde  int^ale  reTient  à  ■  'f*dx  ^  2,ax — Hcx  ^    et 

réquation  (2)  devient 

e*est-à-dire ,  d'après  (i), 

dfc  V^2  ax  —  XX  4- — ^ — - — •  =  o  ^ 

équation  du  premier  ordre  de  la  trajectoire  MM'M^n  Par  Pin* 


Tariable  x  9  le  paramèlre  ne  Tarie  pas ,  ce  qui  permet  d'*écrire  àp  en  dehors 
du  signe  d^intég;rfl|tioiii  :  on  11  donc  cette  ^pression  de  la  diiféreiitîeUe 
totale 

àJyAx  s:  yàx  •»-  d/»  /— ^  dor  : 

J  ap 

lorsque  Faire  est  consiaiite,  comme  la  chose  arrÎTe  dans  la  qaestîoii  C[cia 
Bons  considérons,  djjrdx  :=  o ,  et 


Jirtiir^l 


'''/■^^= 


rdx  +  âp  /— -  dr  =  o. 
•/   dp 

Cette  différenûation  a  été  dite  de  cutvd  in  euruam, 

La   question  précédente    nous   conduit  à  diffêrentier  par  rapport  ^  jr^ 
tme  intégrale  telle  que 

u  =fMàx , 

prise  par  rapport  à  x  :  or 

^"   —  »r  d«K     __  àM 

àx  dxà/  dr 

d'où 

d'If    ,  àM    , 

■  dx  =:  •    -    '   dx  i 

d^dx  ày 

et  en  intégrant  par  rapport  à  x , 

àM 


EL  -  fJzi 
f\jr    "**«/    dy 


dx 
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t^graiion ,  on  obtient 

et  en  remettant  pour  p  sa  valeur 9 

jQxy  ^ax  —  4PX—  ■  =:il; 

/  •       ^*  l/a  ax  —  XX  ^.- 

—  A  +/  dx  |/  a  <M5  —  «a? 


dr    ^      *^7  dr 

On  troanvrak  de  même 

dic  /^d2\r 

■         dx  =:  dx  / dr  ♦ 

dx  y   djt      ^ 

yiVdjr  étant  rintégrale  d'mie  fooction  de  xetj",  prise  en  ne  ÊâsantTarîer 
que  y.  Cest  Leibnits  ipà  le  premier  a  résolu  cette  question.  On  a  dé 
plus  remarqué  que  à  la  fonction  u  ào  x  tt  jr^  est  telle  qu'elle  soit  nulla 
daDsrhypoilièso  de^*  =sa  ,  toute»  les  diffifirentielles ps&rtielles  de  m,  à  Pexcep* 


tion  de ,  seront  mdles  dans  la  même  hypothèse  ;  que  si  cette  raém« 

fonction  devient  nulle  pour  j"  =  a  et  x  s  6,  toutes  les  diffiérentielles  par- 
tielles de  II»  à  IViception  de  — ^  €t  — ^^  ,  seront  nullei  sous  les  mèmM 

djr  dx 

hypothèses.    Ccst  <e  dont  on  peut  «^assurer  sur  la  fonction .' 

ii=4  +  x— j^— i  \/ig*  4-  x«  — jr*  qui  devient  nulle  pour  jr  =:  a  ^  et 
sur  la  fonction  u  =  j4f*  +  Bzxy  +  Cx»  —  Au*  —  Bahz  —  Cb*  quis'a-. 
néantit  pour  x  =  6  «t  ^  =  a«  Ainsi  la  formule  intégrale  fHàjr  éunt 

/dTV 
-— •  ày  ,    soùs  la  mâmt 

hjpothèsfn. 
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Il  reste  Ji  déterminer  A.  A  cet  effet,  au  lieu  it^i^  K^ô^^-^^Wt 

'    •         ^      ^       aàx  (g  — a:)    w-— — 

on  ecnra   /-  ■     ■  t^    —  ■    y  2,ax  —  xx  ^ 

—  représentant  un  arc  de  cercle  ,   dont  a  est  le 

V/aflJC  —  otj:  

rayon ,  :i:  le  sinus  yerse ,  et  y^  tue  —  xx  le  sinus  :  en  sorte 

gue    si   l'on  fait  x  infiniment  petit  c=  d« ,   l'i^icc  et  le  sinus 

deviennent  deux  quantités  infiniment  petites,  qu^on  peut  prendre 

Tune  pour  l'autre  ,   et  que  nous  présenterons  par  ê ,   cç  qui 

donne  alors  * 

—  /    / ■ '  VsLax^xx=—^. *=o; 

<^^autre  part ,  Pordonnée  y  commune  i  l'ellipse  et  à  bi  tra-- 
iectoire  MM'M^^  dojt  devenir  infinie  pôara;  =  daE;,  afin  que 
Jyàx  puisse  représenter  un  siegment  fini  =  h^  ;  c'est  ce  qui 
larrivera  par  le  paramètre  p.  On  aura  donc ,  d'après  (3)  ,    ' 

oc  s=  — TT  ,       a*oi!i   AiOL  o  z 
A 

«insi  l'éqviaûou  de  la  trajectoire  sera  siipplemen^ 

_         yj»'i..j    n  ■  >.]if.  ' 

b^y  2^ax  —  XX 

y  ZSÈ  "  ■  Il  ■    ...  »  ■  f  > 

jàx  K  a  «s:  —  a?x 

Problème  IL  Trouver  la  courbe  qui  coupe  une  Affinité  de^ 
paraboles  de  même  sommet  et  construites  sur  un  mime  axe,  de 
manière  que  tous  les  arcs  paraboliques  compris  emtre  la  smitmet. 
tt  la  trajectoire  soient  égaux  entre  eux, 

iNous  laisserons  cette  question  à  résoudre. 
Lorsque  dans  l'équation 

en  attribue  à  la  constante  c  une  suite  de  valeurs  très-rappro-» 
çllées ,  on  a  une  infinité  de  courbes  très-rapprochées ,  et  on 
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nomme  ira}eetcires  toute  courbe  qui  coupe  celle-ci  sous  le 
même  angle  :  cette  trajectoire  est  dite  orthogonale ,  si  Pangle 
constant  est  droit. 

Pour  obtenir  Téquation 

de  la  trajectoire  f  p  étant  Pordonnée,  et  ^  Pabscisse ,  on  con- 
çoit deuxtanjgentes,  Pone  à  la  trajectoire,  Pautre  à  Tune  des 
courbes   de  Téquation  f  (^x^y  ^  c)  z=i  o  ^  et  dans  un  point  ' 
commun  de  ces  deux  courbes  ;  Pangle  que  ces  tangentes  for-« 
ment  entiiB  elles ,  a  pour  tangente  (  Cale,  diff,  ) 

^_  g'— y 

d'oà 

.  ■  #  * 

OÙ  il  faut  remplacer  y  tX  x  f^rp  et  ç.  Eliminant  e  entre  cette 
équation  9  et  F  {x ^  y ,  e)  i:=z  o  ,  on  a  Téquation  de  la  trajec-^ 
toire.  Si  la  trajectoire  doit  être  orthogonale,  la  condition  devient 

I  rfr^y  =?o....(a). 

Eççnnple.  L^équation  js=c;c,  en  faisant  varier  <?,  représente  . 
une  droite  qui  tourne  autour  d'une  origine  fixe  ;  on  en  déduit 
y'=c,  et  l'équation  (à)  devient 

éliipi|i9iUCs  on  obtient^  après  avoir  remplacé  x  etj^par/?  et  ^1 
pip  4-  qàq  =  o ,       d'où  p*  +  9*  =  A^  : 

«ihsi  la  trajectoire  est  un  cercle  de  rayon  arbitraire. 
La  valeur  yt=ic  substituée  dans  (i) ,  donne 


\ 


(  X  ..f^  ^^'  )  a  4.  c^  q'  z=zoi 
équation  qui ,  par  la  substitution  de    —  pour  c  ;  se   change 


.'X  ,• 
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dans  ceUe-cî , 

poi|r  laquelle  nous  prendrons 

« 

(a:— .a)r)dy=(iw:+jr)  dx^ 
cette  équation  étant  homogène ,  on  fer^ 

<Ji— =  11,     d'où  d^  =  iid«4*«dai 

ce  qui  donnera  la  transformée 

(  X  —  au)  (  udx  +  xdtt  )  =  ( a -f- » )  dx  , 
d^où  Ton  tire 

aàx  du  auiu 

:i:  i  +  ii»         i+ii«  ^ 

et  en  intégrant 

alx  s=r  arc  (  taog  ss=  ii  )  —  «i |/i^Ii?-j-  oiSm  ^ 

•n   remplaçant   u    par  -=^  ^    on  obtient 


arc 


(tang  =  -J-)=«Z— ^, 


équation  des  spirales  logarithmiques.  Pour  a  =  qo ,  on  retombe 

sur  V^x*4-J^*=^*  »  solution  trouvée  plus  haut. 

On  peut  proposer  beaucoup  d^autres  conditions  de  sécabi^* 
lité  ;  mais  nous  ne  nous  arréterohs  pas  plus  longtems  sur  ces 
sortes  de  questions  qui  ont  beaucoup  exercé  les  géomètres. 

£".  Intégration  des  iquatiims  dijfirentieîles  du  premier  ordre  ei 

d'un  degré  quelconque» 

Intégrer  Véquation  différentielle  du  premier  ordre  et  d'um 
degré  quelconque 

y'«  +  Py'— «  +  Qy'»r» +  ....  + T/  +  V  =  a, 
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aâ  y  '  ==  -j-  etVj  Q  ,  ^ .  •  .T ,  V  sont  des  /onctions  rationnelles 

en  %  et  y, 

Noas  avons  montré  {Cale,  diff. ,  chap.  V)  que  cette  équa* 
tion  résultait  de  Félimination  d'une  constante  élevée  à  la 
puissance  n  y  entre  f  équation  primitive  et  sa  dérivée  immédiate* 
Cette  éqjuation  résolue  donne 

d'où  Ton  conclut 

,     y  — r=o,    y  —  r'  =  Oy    y  — 7^=0^  etc.,, 

r ,  r',  r^,*etc.  étant  des  fonctions  des  variables  x  et  y.  On  anra 
donc  à  intégrer  les  équations  différentielles  du  premier  ordre, 
et  du  premier  degfé, 

àjr  -^  rix  =:=  ©  ,     dy  —  i^dx  =  o  -,      dj  — •  r^dx  =  o  ,  etc.  , 

ce  qu'on  sait  faire  d'après  les  méthodes  précédemment  exposées. 
L'intégrale  de  chacune  de  ces  équations  satisfera  à  la  proposée, 
ainsi  que  l'équation  formée  du  produit  de  toutes  ces  intégrales, 
pour  démontrer  la  chose  d'une  manière  générale,  considé^ 
rons  une  équation  différentielle  du  premier  ordre 

l/'  =  o, 

qui  ne  reiiferme  pas  de  radicaux ,  et  qui ,  comme  la  proposée, 
soit  du  degré  n  en  ^  :  si  on  désigne  par 

80ti  intégrale  rationnelle ,  la  constante  arbitraire  a  dans  V:sz  o 
sera  élevée  à  la  puissanse  n ,  et  l'équation  ^'  =  o  résultera  , 
comme  on  le  sait ,  de  l'élimination  de  a  entre  27=  o ,  et  sa 
différentielle  immédiate  que  nous  désignerons  par  (L^)==:os 
or  ,  d'après  la  théorie  générale  de  l'élimination  (^Alg*  i"«  sect.^y 
il  faut  résoudre  l'une  de^  équations  par  rapport  à  la  quantité 
^u'on  veut  éliminer,  sabstituer  successivement  toutes  les  valeur» 
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de  cette  quantité  dans  l'autre  équation ,  effiactuêr  le  produit 
de  ces  résultats  ,  et  Pégaler  à  zéro.  Représentant  donc  par 
5,  tj  (^,  etc.  les  n  racines  de  Féquation  t/=o  résolue  par 
rapport  k  la  constante  a ,  on  pourra  poser 

Uz=  (a  — j)(ii  — f)  (il  — f^)..,.e=o, 
dont  la  dérivée  immédiate ,  sera       ^ 

S^T,  V.,..*  désignant  les  produits  (tf  —  /)  (a  — «')etc. , 
(a  —  s)  (fl  —  t')  etc.,  (û  — 5)  (fl— f)  etc.  Les  résultats 
des  substitutions   de  5 ,  f ,  f ,  etc.  pour  a  dans  (C/^  ,  seront 

C»^]-jj^    Cn^>    '^'^^  d^'  ^^^''  ^''-  '«P"^^*^^"^*  P^^ 

\S'\ ,  [T]  ,  [r]  ,  etc.  les  produite  (^s -^  t)  (s  —  v)  ^  etc. , 
(^  —  s)  (/  —  t'),  etc. ,  (f  —  -J)(t'  —  ')>  etc.  L^équation  17' 
^era  donc 

t^=P]Cî'][r]etc.x^.±..^etc.  =  o. 

et  on  Voit  clairement  que  pour  repasser  de  U  \  Uj  il  faut  in- 

,     ^  ds  àt  dt' 

tegrer  les  iacteurs  --r—  =  o  j    --5 —  =  o  ,    -= —  =  o  ,    etc. ,    et 

completter  chaque  intégrale  par  la  même  constante  a. 
Exemple  I«'.     Soit  F  équation 

y^  '^  2.ay  +  «*—«*  =  I^  =  o  , 
pour  laquelle  on  a 

4onc 
«t 
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si  dans  (C/^).on  remplace  a  par  ses  deux  valeurs,  on  trouvera^ 
après  avoir  fait  le  produit  des  résultats  | 

Intégrant  dono  les  £aicteurs  différentiels  égalés  à  léro ,  savoir  : 
u.yàx  •\' xàx  -         2,  yAx -^  xiiX 

qui  sont  -z — et-~«-  ^  ajoutant  à  chaque  intégrale  la  même  cons*> 
dx       dx 

tante  a ,  et  les  multipliant  entre  elles ,  on  retrouvera  la  pro^ 
posée. 

.  Exemple  II.     L'équation 

donne       ^ 

y'  ;=r  •—         ■  «il  i^    m  \,^  . 

d'oà  Ton  déduit 

et  comme  le  premier  membre  est  }a  dérivée  de  rh  {^x^+jr*  9 
on  a  pour  intégrale 

db Vj"^  4-«»  =  j:  +  û,      ou   y  =  2a«-f*a*, 
a  étant  la  constante  arbitraire. 
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Il  est  des  cas  dans  lequels  on  peut  éviter  la.  résolution  d< 
Téquation  par  rapport  à  y^  ;  par  exemple  y  lorsque  la  variable  jf 
vient  à  manquer,  les  coefBciens  P,  Q,  jR,  etc.  n'étant  plus 
fonctions  que  de  l'autre  variable  x ,  s'il  est  plus  facile  de  ré— 
soudi'c  la  proposée  par  rapport  \  x  j  c'est-à-dire ,  d'évaluer  x 
tny  j  on  aura  x  =  ^jr'y  et  comme  de  djr  =y'dx ,  on  tire  ^ 
par  l'intégration  par  parties , 

jr=xf  —fxdy  ^y<^y  — /dy  .^y  i 

on  intégrera  Ay  .(çy  par  les  méthodes  exposées  précédemment  y 
puis  on  éliminera  y  à  l'aide  de  la  précédente  et  de  x=:^y*  ' 

Exemple  III.     Soit  l'équation 

on  a 

1  y  y^  dy' 

or  / — =^— ;  =  arc  (  tangs=^'  )  +  «  •  éliminant  y',  on  obtient 

tx   *   l'j' 
pour  l'intégrale  demandée 

y  =  V^*  —  a:*  —  arc  Mang  =  y    ■.  j  ^  ||. 

Exemple  IV.     Soit  l'équation 

qui  revient  à  celle-ci  , 


I 
en  posant  — j-  =  z ,  on  a 

j^^=[i+x^}-,     d'oùjK=:;-^-^      (0 
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et  par  la  différentiation 


4r  =  (3^'--^  +  ^)Ar 


iloiic  y  d'après  l'hypothèse , 

»  z=zfzAy  =  — ^  +  4f*  —  fc  +  a. . . .  (a). 

4 

Éliminant  r  an  moyen  des  équations  (i)  et  (a) ,  on  aura  une 
relation  entre  x  eiy  qui  sera  la  prîmitire  complette. 

Si  l'équation  différentielle  renfermant  x^jrety^  est  homo- 
gène par  rapport  itseety,  on  séparera  encore  ces  yariables , 
ma  employant  la  substitution 

parce  que  la  variable  x  disparaissant ,  la  transformée  ne  ren- 
fermera plus  que  z  tX  y'  ^  et  on  en  pourra  tirer  jr  =  ^y  ; 
mais  de  la  relation  (i)  ,  on  déduit     . 

ày  =  zàic  -1"  ^^  9 
dont  la  substitudon  dans  dy  =ydx ,  donne 

yixsszzàx'{'xdz^     d'où  =  --:; ••••Wî 

après  la  substitution  de  <^y  pour  z  dans  (a) ,  on  pourra  inté- 
grer, ce  qui 'donnera  x  en  j^%  ou  xsrzFy'  comprenant  une 

constante  ;  et  l'élimination  de  y  entre  x^=Fy  et ^ 

y  =  JTçy'  =  Fy  X  <pj^  9  donnera  la  primitive  complette. 

Exemple.    Soit  l'équation 

y'^ay  =  x\/T+y^' 
En  posant  y^z::gxj  on  a  la  transformée 


i 


si  Ton  tire  d^ici  la  valeur  de  z  pour  la  substituer  datU  (a)  |  AU 
trouvera  après  riutégratioti  et  4es  réductions 


tnais  d'ailleurs 


donc 


t^est-lh-dite  j 


2  a  2ade* 


X  |a:*+^*—- 2aapj=oî 


le  second  facteur  égale  à  zéro ,  donne  FÎAXégrale  complétée  } 
mais  on  en  déduit 

â   r™*    I  ni    1*1     ili  — '^    -       -I     ■    a 

2X  o 

pour  a:  =  o  :  en  sorte  que  l'autre  facteur  x  égalé  à  zéro  ,  n'est 
que  Fintégrale  complettCi  en  y  faisant  la  constanCe  iot&DÎ«i 
c'est  donc  une  intégrale  particulière  (pag.  io4)* 

Supposons  que  là  proposée  puisse  être  mite  sous  la  fonftie 

jrt=ixy'+Fy^ 

àr 
oîi  y  =  -^^ ,   jy  ne  reniermant  que  ^'.  Eu  dîÉférendanf  j 

on  a 

dr;  en  observant  que  ydx=:  ây,  la  précédente  se  réduit  k 

d(fy) 


(.+i^)^... 
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«I  ^gat'àni  cbaqi^e  faclear  à  zéro  ^  tt  représentant  la  constante 
par  C  j  on  trouve 

H/ 
Si  on  ëlimine  y^  entre  la  seconde  équation  et  la  proposée  ^ 
on  aura  une  relation  entre  ^  et  y  qui  satisfera  bien  à  la  pro- 
posée ,  mais  qui,  ne  contenant  pas  de  constante ,  ne  pourra  être 
l'intégrale  cberchëe^  Nous  reviendrons  bientôt  sur  cette  cir-^ 
constance  qui  sera  le  sujet  d'un  des  chapitres  suivans.  L'autre 
fat:teur 

y'  =  C  ,     d'où  ày  =  Cix  | 
donne  t 

y^Cx+C; 

« 

mais  les  constantes  C  et  O  ne  sont  pas  indépendantes  ;  car  si 
l'on  remplace  y  par  C  dans  la  proposée  ,  on  aura 

O  étant  ce  que  devient  ty^  ^  knrsque  y'  devient  C  :  donc  la 
constante  C  est  composée  en  C  comme  Fy^  l'est  en  y'.  L'in- 
tégrale de  la  proposée  s'obtient  donc  en  changeant  y  en  C, 

Exemple,     Soit  l'équation 

y—xy=^n\/i+y^j 

d'où  l'on  tire  " 

ytrzxy'+ny'i+y'^i 

Hnlégrale  complette  est 

^  £=  Ca? -f- n  K  1 -f- C* , 

£n  effet ,  cette  équation  donne  ,  par  la  différentiation  ^ 

y  =  c, 

celte  valeur  de  C,  substituée  dans  l'intégrale^  donne  la  pro- 
posée qui  n'est  donc  que  le  résultat  de  l'élimination  de  C 
entre    la    p-înâûve    complette,   et   sa    différentielle   immédiate 

14 


'    \ 
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En  dJifiiérentiant  la  proposée,  on  trouve  ,pour  fatteur  de  d^ 
égale  à  zérO) 

lequel  donne 

X 

y  =  ±: 


dont  la  substitution  dans  la  proposée  la  thange  dank 

jr»  4-  «»  =  n* , 

équadon  sans  constante  arbitraire,  et  qui  n^est  en  aucune  inà-^ 
nière  comprise  dans  Tintégràie  complette  ;  niais  qui  cependant 
satisfait  à  la  dérivée  proposée ,  ainsi  quUl  est  facile  de  s  eii 
assurer.  C'est  ce  qu'on  appelle  une  solution  singulière ,  dont 
tious  exposerons  bientôt  là  théorie  avec  tous  les  détails  qu'exigé 
son  importance. 

Supposons  enfin  que  la  proposée  soit  réductible  à  la  forme 

dy       .        4.  i 

y  et  P  ne  renfermant  que  y  =  -7— .   Si  on  différentie ,  on 

aura 

d'où  l'on  tire 

(  r—y  )àx  +  xàY+  dF'  =  o  , 
et 

dr  \  dr 


dx 


équation  linéaire  en  a?  (  Cale,  intég,  j  pag.  168  et  1 6g)  ,  et  ({vti 
a  pour  intégrale 
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il  restera  donc  à  éliminer  y  entre  la  prëcédehte  et  la  pro««» 
pasécb 

Dans  les  exemples  qui  vont  suivre ,  les  coefiRciens  ne  ren^ 
fermeront  que  la  variable  j^. 

Exemple  !•',     Soit  Féquation 

cKr4  dy3 

g^-f-Jf  ^— 1=0,      ou  djr^+j-dydo:  — dx4=o....(i); 

Mus  r hypothèse 

èix  =  zAy, . . .  (a)  ^, 

la  proposée  donnera  j^  en  z  ;  d'où  Ton  déduira  djr,  cette  valeur 
portée  dans  (a))  fournira  une  équation  dont  Pintégration  fera 
connaître  :r  en  r  :  connaissant  ainsi  y  eh  r  et  x  tu  z  ^  on  ob- 
tiendra par  l'élimination  de  r ,  la  relation  entre  or ,  y  ,  et  une 
'constante  qtiri  sera  l^intégraflè. 

Exemple  II.     Soit 

dyl  4.  y^dyéx^  4-  y^ix^  =  6 . .  • .  (1)  ^ 
^divisant  par  d^  ^  et  faisant  , 

il  vient  après  la  division  parT*^, 

équation  de  laquelle  on  tire  /  et  dj-,  dont  la  substitution 
îans  (^)  ,  doYinfe  ^près  l'intégration ,  une  valeur  de  x  en  z  ^ 
qai ,  prise  avec  la  valeur  de  ^  en  z,  résout  la  proposée. 

On  remarquera  que  les  équations  à  résoudre  sont  d'un  degré 

dy 
moiivdrc  les  proposées  en  -^ 


lac  * 
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CHAPITRE    X. 

Intégration  des  fonctions  différentielles  de  tous  les 
ordres  à  une  seule  variable  ,  et  des  éifuations 
différentielles  des  ordres  supérieurs. 

La  formule  la  plus  générale  des  fonctions  différentielles  â  un* 
seule  variable ,  est  celle-ci , 

Pd-a:  +  Çd"-'a:.da:  +  iJd«-'ap.d:F»  +.-..+  Vàà^  ^ 

P,  Qf  R....V  représentant  des  fonctions  de  la  seule  vamklt  :ir. 
Il  s'agit  de  rechercher  les  relations  ^i  doivent  exister  entre 
ces  coefGciens,  pour  que  l'intégration  de  la  proposée  puisse  se 
ramener  à  celle  d'une  formule  différentielle  du  premier  ordre* 
Commençons  par  la  formule  particulière 

et  supposons  qu'elle  ait  pour  intégrale 

d  ,/x  c=  Adx ....  (a)  y 

\at  différentielle   4d  (2)  devar^t    être   identique  avec    (i)  ^    o» 
aura 

d  y4       dP 
(S)...,A  =  P,ày1  =  Qilx,     d^où  Ç=li^=J^...(4)i 

Qx        dx 

ainsi  (4)  est  l'équation  de  condition  ,  pour  que  la  formu/e  (t) 
ait  pour  intégrale  immédiatement  inférieure 

d  ,fx  =  Adx  ==  Pdx. 
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Considérons  en  second  lieu 

d^  .fx  =  Pd'x  +  (iA'xAx  +  fidx^ . .  • .  (0  » 

€t  posons  encore 

d  *fx  £=  Aàx, ...  (2)  : 

on  dédaira  de  (2) 

!•.. .  .d'.y»  =  ^d'x  +  Bàx^  , 

A«..*.d3.Ar  =  ^d3iP  +  d^        I    a'i;+dJ?dA;« (3), 

-|-  a  jBda?    J  ^ 

et  de  Fidentité  des  résultats  (i)  et  (3)  ,  on  conclura 

substituant  dans  la  seconde  relation  pour  A  et  B  leurs  valeurs 
données  par  les  deux  autres ,  oA  aura  cette  unique  équation  de 
condition 

dJF  /• 

'Ç  =  3-+2//U*....(4), 

«sceBBaire  pour  que  la  |irr»po9ée  adnMtte  une  première  kité^ale 
4^i  sera  ■ 

d* ;^  =i  Pi'X  -4-  éA:*  ./Ad*. 

Mais  la  formule  du  second  ordre 

d?  .fx  =  ^<î»x  +  JBcU*  ==  Pd^o:  +  da;' .  /ildx  ^ 

nVst  réductible  à 

dt/k==:jR;}x, 

Ifue  sous  la  condition 

/ildx  =  ^, 
«ous  laquelle  (4)  devient 


I 


X 
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ce   qui  est  la  seconde  condition  nécessaire  pour  qa^o»  puisse 
ramener  la  proposée  (i)  à  la,  forme  (a). 

Supposons   le  dx   constant ,   et   considérons  les   coefficiens 
difTérentiels  successifs  d^ûne  fonction  d'une  seute  variable. 

Intégrer 

X  étant  une  Jonction  de  la  seule  yariahle  x ,  çui  êst  la  variable 
principale, 

Oa  sait  que  -~^  =        .. y   en,  sorte,  qu'a^pr^  arqir  njul- 

Hoc  Cm?    ^ 

tiplié  de  part  et  d'autre  par  àx ,  et  intégré ,  on  a  d'abord 

f 

multipliant  de  nouveau  par  d;»,  et  intégrant,  il  vient 

y  =fdxfXdx  +Cx  +  C% 

Intégrale    complelte  ,    puisqu'elle    renferme    deux,  constânttg 
(jCalc.  diff, ,  chap.  YIII  ).  On  peut  décomposer  la  double  inr- 

tcgrale  jdx  fHàx  dans  ces  deux  «intégrales,  simples  : t«. 

xjXdx^^JXxàxj  et  ainsi 

j:  =  xfXdx  —JXxdx  +  Cx  +  Q. 

Exemple  I*'.     Soit 

d^e 


g  étant  une  constante ,  et  if  la  variable  principale  :  à  cause  & 


d(^) 

;   on  a  d'abord 


dt*  dt 

de 


d.  ^*'  +  ^> 
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e  =  —  gt^  +  Ct  +  Q. 
a 

Exemple  IL     Soit 

91  ety  étant  deux  constantes  :  en  multipliant  de  part  et  d^autre 
par  âd^,  on  aura 

àe    ,  /  dtf  \ 
dont  Pintégrale  est 

et,  en  supposait  quç ,  dans  cette  questioii,'  ^  =  ^  en  mémç 

d^ 
tcfns  que  -j-  =:  o,  on  conclura  C  ::^  o  ;  donc  / 

d/=  \/m   %——!—— y 


différentielle  qu^on  sait  intégrer. 
Exemple  III.     Soit 

A'e  m 


—  ff> 


«n  multipliera  encore  de  part    et  d'autfe  j^ar  ad^,   ce  qui. 
donnera 

2 dtf  -  /  àe\        s,màe  , 

« 
4ont  Pintégrale  est 


%iC  Lf.çons 

et  en  désignant  -r—  par  t» ,  on  a 

Exemple  IV.     A  regard  de  la  différentielle 

dv  m 


/    •    .    •    • 


qu'on  écrira  ainsi 

on  aura  Tintégrale 

»  /  de  \^ 


(t)'-^+'^"- 


en  obser^''ant  que ,  dans  la  question  correspondante  ,  •  —  «  dé- 
croît, lorsque  t  augmente  ;  niais  si  pour  e  t^q,  on  a  vf^.Çt 


2.m 


alors  C=:-p— ,  et  conséqucmment 


'^         a  '^      â  —  e 


*En  multipliant  les  deux  termes  sous  le  second  radical  par  a — tf, 

1  ^* 

«t  remplaçant  f  par  -—  ,  on  trouve 

• 

d/=l/    X  de 


doue 


/     » 
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; 

la  constante  est  nulle  dans  cette  question. 
Exemple  V.     Soit  à  intégrer 

àe  .    .  '    . 

on  posera  -7—=  ^1  et  après  la  multiplication  par  d^,  on  aura    ^ 

ia  transformée 

d'oii 

♦'df  , 

— ; =  d^  , 

dont  Pintégrale  est 

7.71% 

m 

Pour  connaître  la  relation  entre  /  et  f ,  on  remonte  à  Thypo- 

àe 
thèse  — r—  =  V  •   d'où  l'on  déduit 
d/         .  • 

àe  d^ 

donc 
tz=L~f 2= i— .  X  arc  l  tang  =  f  l^  —  l  +  C» 

Les  différentielles  précédentes  sont  fourmes  par  dés  questions 
de  méchanique ,  d'où  il  convient  sur*tout  de  tirer  des  exemples 
d^iiîtégration. 

Jhtàgrer 
X  étant  une  fonction  àe  x ,  et  x  la  variaile  principale. 
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On  aura  d^abord,  en  multipliant  par  d«,  et  in^gratit^' 

dx»      •'  ' 

inuItipKant  de  nouveau  par  dx  et  intégrant ,  on  tf ouvo> 

4^^  zzzfàxfXàx  ^Cx+Q^^ 
dx 

et  enfin 

yz=::ftxféxfXàx  +  —  Ca^+Ox+  C^ 

C,  O  ^  C  étant  les  trois  constantes  introduites  par  les  troia. 
intégrations.  On  aurait  encore 

^  =  xfXix  ^fXxàx+  Cx  +  a  y 

^t  conséquemme^t 

y  =  rxdxfXàx  —fixfXxix  +—  Ca:*+  C'ar+  C^y 
mai^ 

JxixjXAx  =  —  x*fXàx   — — f*Xx'^iX' 

y"d  a:  fXxàx  =:      «  /  X»  d jj  —     fXx^àx  j 
donc 

je  =  —  \^x^fXAx  —  a  xfXxix  +/'Xx*ix  f 

^—  [Cx^  J^  iLCx"  ^  zÇff  \  ^ 

intégrale  qui  renferme  trois  constantes  arbitraires. 

Il  sera  facile  de  remonter  ainsi  des  coefBciens  différentielles 
des  ordres  supérieurs  aux  fonctions  primitives  ;  et  en  faisant 
des  réductions  analogues  aux  précédentes ,  on  saisira  facilement 
la  loi  Ats  intégrales  |  de  laquelle  on  conclura  une  formulo^ 
générale» 
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exemple.    Soit 

«T-^ — :=s.Aas  , 
d»j  ^ 

da:» 
A  éliant  une  constante»  On  apperçoit  aisément  que  \t  premîîer 

membre  est  la  diflerentieHe  exacte  de  Zf-  /^  J,    a:   étanl^  la 

variable  principale  :  dpnc ,  çn  dédignant  toujours  par  e  la  bas^ 
de%  logarithmes  népériens  ,  on  a 

AsonAsle=:l(â^\y     d'où  e^' z=i  C^  ^ 

\     darV'  do;»' 

d^ns  cette  question  C  =  — -  2  ^  cos^  I  ;  en  sorte  que 

—  e''t=2A  cos»  l-r-^; 
mais   d^   étant   un   élément   d^asc    de  courbe  ,   on    sah    que 
d5s=darl/  i  +  (^-~- j    ;  donc  en  multipliant  d'un  côté  paç 
As^  et  dé  l'autre  par  sa  valeur ,  o<i  aura 

.^  «^' d,  =  ^  &  COS.  I  g  j/ H-('-^)\ 

Soit  -—-  =:  /? ,  ce  qui  donne  d5  =  do?  yT^-p ,  on  aura 

'—^  ^ ^j ds  =  aA  cos*  I  d/?  V^ i  +  /?* • 
Le  premier  membre  a  pour  intégrale —  e^* .  Pour  inlé-» 


greil  le  second,   on  fera  y/ 1  -|->^  =  /— p^   d'où, 


v*  +  /^'  s=  rf/i  — f  p.d/?  ;  et  comme  p  =  - — - —  >     on  a 
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àp  = •  Qt  :  ainsi 

après  avoir  remplacé  t  par  sa  valeui^  p  +  V^i+^»  on  aura  à 
intégrer  une  équation  diflcrentielle  du  second  ordre  |  ce  qu^dn^ 
ne  sait  pas  encore  faire. 

.  Intégrer  V équation 

yC*")  désî^pumt  ;r^i  et  f  «7a/i./  toujours  le  signe  JCuiu  fancttim. 

Or  tant  que  fy  conserve  toute  sa  généralité ,  on  ne  sait  inté- 
grer que  l'équation  particulière  ^ 

y  II  z=ijy  : 

à  cet  effet ,  on  multiplie  de  part  et  d^autre  par 

fàso  =  ^ , 

et  en  obser>'ant  que  ày^  zz^y'iàx ,  on  a 

fAf  t=  ày.fy  ; 

intégrant,  on  obtient 

«l  conséquemment 

X  =  r^  =:  f  ^^ 

J  f       J  Vc^:LjAy.Jy 

Exemple  l•^     Soit 

tf »d«y  -f-  ydx'  =  O  ^       ou       tf 'J^//  =  mm. y  , 

ou  aura  ^ 

f/  (;»  —y* 

«jy  d/  :=z—yày ,     d'où  ûy  »  =C»  — -j'»,     et  y  =  r         .    "^    j 
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puis 

d^  =  —  d'où  x  =  a  xarcf  ain=:-77- J  +  C'; 

I/O— ^«  V  ^  -^ 

c'esl-à-dirc , 

U  \       a       J 

Exemple  IL     Soit 

^*J^V^  =  d«*,     007^  =  — :zr? 
on  en  déduit 

d'où 

adar  =  .~^        ^_  , 

qu^on  intégrera  en  posant  C^y  ay  z=:t'^. 

Intégrer  y(*)  s=  fy'. 

Mous  exposerons  le  procédé  sur  les  équations  particulières 

Pour  la  première  qui  revient  a  dy  =  ix^fy  9  nous  poserons 
éy  =y'àx ,  d'où  d^  =  dj'd* ,  dx  ëtant  constant  ,•  et  on  aura 
la  transformée 

fr'  ' 

qui  donne  par  Pintégiation  a:  en  ^' ,  ou  récîproquemment  : 
et  à  cause  de  d^=jr'djr,  on  a,  après  la  substitution  et  l'in-* 
tégrâtion ,  jr  en  j'  ou  en  a:  :  ayant  x  t\.  y  tu  y^y  on  élimi- 
nera y\  ce  qui  donnera  une  relation  entre  x  et  y  avec  deux 
constantes  arbitraires,  laquelle  sera  la  primitive  coitiplette* 
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Exemple    Soit  Téquation 

«y/=_(i+y«)i, 

qui  revient  à 

O+yO' 

—  «^ 5 > 

6t  qui  exprime  que  le  rayon  de  courbure  est  constant  (  Café; 
dijf.f  chap.  XVI)  :  on  en  tire 

d'où 

dx  = ^,        djr= =^-=^: 

en  intégrant ,  on  trouva  .^^ 

et  par  l'élimination  de  ^, 

équation  au  cercle  |  seule  courbe  qui  jouisse  de  la  propriété 
énoncée. 

Pour  la   seconde,   qui   revient   à   à^y  :=z  àx'^.Jy'  ^  on   fait 
d^abord 

iy  =y'àx  ,     d'où  d'y  =  dy'dji? , 
dy  =y«dx,     d'où  dy  =  dy^do? ,  d'j^  =  dy^da;% 

substituant  dans  la  proposée  ^  on  aura 

djr'/  =  dx.fy\ 

dy 

et  en  remettant  pour  dx  sa  valeur         ■  ^ 
en  intégrant ,  on  aura 
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h2i 


^=fir'jy  +  C,     ou  :yil=^\:,C^±fiy^.Jf}i 

àuisî  y  If  est  donné  en  ^,  ou  réciproquemment  :  clone  à  cause 
"de  la  relation  Ay  =jr^dx ,  x  sera  donné  en  y'  ou  en  yf^  t 
enfin  par  djr  =r  jr'da?  |  on  aura  ^  en  ^  ou  en  ^*,  et  il  restera 
«  éliminer  jr'  ou  y//. 

Intégrer  y(»)  =  fy^. 

Noms  ferons  connaître  le  procédé  sur  les  deux  équations 

qui  reviennent  à  celles-ci , 

dy  =  ix^  .ff^ ,     d^^  =  àoch  Jy^. 

En  posant  toujours  pour  la  première  ày  z=zy'àx ,  d^==^"<î.r, 
on  aura  d^==  dj^'do;  =^''da?» ,  d^y  =  dj^^Jx*,  et  oh  changera 
l'équation  du  troisième  ordre  dans  la  suivante  | 

dy/=da:./r^ 

qui  par  rintégration  donnera  x  en  j^^  ,  ou  réciproquemment  : 
ensuite  à  causé  de  d^  =  j'^da:,  on  aura  y  eny'',  ou  en  a:, 
et  enfin  à  cause  de  d^=:^'da;,  on  trouvera  y  en  yff ,  ou  en  x. 
Ainsi  ayant  x  en^^/,  et;^  en  y^l^  on  éliminera^//,  ce  qui  don- 
nera une  équation  éii  x  et  ^ ,  avec  trois  constantes  arbitraires. 
Pour  la  seconde  ,  outre  d^=^'dx,  dy*  =yffâxj  on  posera 
dy/  —y/^jc  ,  d'où  d^^  =  dy^dx^  =y"dx^ ,  d-^  =  dy"dx\ 
ce  qui  changera  la  proposée  dans  celle-ci , 

dy"  =  dx./y , 

«t  en  mettant  pour  dx  sa  valeur    ^^^  ■  ^  on  aura 

yiidy  =  d/''  .Jyil , 
qui  par  l'intégration  donnera  * 
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y^^*  est  donc  une  fonction  donnée  de  y^^  :  donc  à  cause  de 

dr"' 
àx  =  -j:     ■  ^  on  aura  x  en  j*//  :  mais  de  ày  =:^"da: ,  on  tire 

y'  en  ^''^  et  de  dys=^'djp,  oan  déduit  ;r  en  j^*  :  ayant   ainsi  ' 
^  et  jr  en  y^^^  on  élimine  y^\  et  on  obtient  Tintégràle  com«- 
plctte ,  puisqu'elle  contient  quatre  constantes  introduites  par 
quatre  intégrations. 

On  voit  donc  ce  qu'il  y  aurait  à  faire  pour  intégrer  ks 
équations. 

.  comprises  dans  jC«)  =y^'",  et  d'autres  d'une  forme  analogue^ 
Intégrer  yC»)  r=  fy  ("-  0. 
i'^.  £n  partant  de 

qui  revient  à  ày:=,àx.fy^  ort  a 


a".  De  l'équation 


—  r^^ 

J  Jy 


'^=fy. 


on  tire  d'abord  do?  =  -~~- 1  et  parce  que  dj*=:^'ddf  =  =- — -*-| 
pn  obtient 


yày» 


Z'*.  De  l'équation 


rW 


■■fy\ 


on  tire  d:c  ==  -4-r  :    ensuite    dj'  =r  yZ/Jx 


/j 


// 


-jpr 


et  a 


//dr// 


^•^/       ' 


-  9  on  a 


-j  ■ 
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4*.  De  Péqnation 

y"  =/y" , 

«n  tire  dxs=-^j   ensuite  yd*  =  df»=  .:i—^ — :  mais 

■^        '^      J  ff"    ~  ff'J  fy^    

^       ^~  J  jrJ  fy^  ~  ff'J  fr  /  ff"  ' 

•donc  enfin 

5*.  Pour  IVquation 
<on  trouverait  de  la  même  manière 

*  j^F' '   ^ ~JlFJ~fyr'JlF'J~W~' 

Ainsi  les  valeurs  de  j?  et  ^  peuvent  être  énoncées  par  des 
formules  ^gulières ,  c'est-à-dire ,  soumise  à  une  loi. 

Exemple.     Intégrer 


dr* 


OBa4».^»s=4r>  «lonc 


y 


.=/>.a^=Z=+^..:.(0. 


r//3 


J7"'J~W  3.5    "*■       a      "*"     ' 
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et  enfin 

vW?  r'"4  yW» 

et  en  éliminant  j^"  entre  (i)  et  (2)  ,  on  trouve  cette  intégrale^ 

^ âXT""^ — M — "*■ ^ ■*" 

Mous  allons  intégrer  autrement  la  formule 

^W=^C-),     ou     g=/(ilS-). 


.        d"-'y               d"-*r              d^-'y  d»-'4y 

Soient^ — =^=tt,    -r — î^=#,    •= ^,  =J»   ■: — =7=r,  etc. 


à  cause  de  -= —  = /«  =  i7|  on  a  dx  c=  -— -  ,  et 

en  second  lieu 

àt  =  lidx  =  -jj^j     d'où  /  z=  /^  4-  /  ; 

en  troisième  lieu 

d5  =: /d«  =  Ma:  +  — /-^  , 
d'où 

en  quatrième  lieu 

dr=:  ^d»  =  cdx  +  hxàx  +  — r  /"Yr  f  ' 

d'où 

I 

En  continuant  ainsi,  on  trouvera  /  en  fonctiop  de  «  |   avec 


DE  Calcul  intégral.  237 

»  —  I  constantes  arbitraires ,  et  d'ailleurs  on  aura 


/'<'« 
=  «+/-^ 


éliminant  u  entre  x  tXy^   on  obtiendra  Pintégrale  finie  com<- 
pleite  de  la  proposée. 

Intégrer  yC»)  =  fyC*»"-*). 

Soit  I^  ,1 

on  a  jr^ày=yày  z=ziy.fy  ^  et  en  intégrant 
:2*.  L'équation 

y"'  =/rS 

rerient  à  celle-ci,  y^'ày  =yiàyU:^ày'.Jy'f  et  en  intégrant 
-±-j^«=/dy.j^,     d'où  yl^V^Jày./r-.    or.  ;  .   . 

•»       dy  /»     ydy 

3*.  L'équation 

en  multipliant  par  d^,  on  a  y^^àyll  =zf"ày'"  zmàyS  Jy^  ^ 

j t"  dy// 

et  par  Tintégration  f"  =  y  %Jày^  Jy**  ;  mais  ys=    ■   ^  .      .  ; 
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d'où  y  =  r    ^"^-^^     —  ;    et  d'ailleurs   y"'  =  -#^,  . . .1 
J  V^a/dy'/.jgr//  dx 

yàx  =  dy  ;  donc 

4^.  L'équation 

traitée  de  la  mtme  manière  |  donnerait 
/»       dr"' 

.y  v/a/dy.jîK"' 

Exemple.     Intégrer  l'équation 

dV         dy 

dx4         d«»  ^  -^         •^    • 

on  a  fàffjyf  =fyllàyn  =  -^  +  ^,  et  de  là 


On  a  aussi  /      -^  ^-^^  _  \/yti^+2A+  C j  donc 

!Nous  avons  donc  jc  et  j^  en  ^"  :  or  la  relation  entre  x  et  j"  ^ 
donne  Be'z^yf  +  ^(^yii^J^  2.A)  ^  et  de  là 

^'^"  —  2.  By'fe'  =  2 ^  ,  d'où  7//=  - —  ^ =r-  «-'  ;  subslî- 

tuant  cette  valeur  dans  celle  de  y ,  nous  aurons 
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ou  en  changeant  de  constantes , 

y  =  Ae'  +  Be^'  +  Cm  +  D. 

On  voit  donc  que  les  exponentielles  ont  disparu  par  la  difTé' 
rentiation. 

Intégrer  Us  équations  de  la  forme 

f(x,y',yff)  =  o. 

Cette  équation  se  ramène  au  premier  ordre ,  en  remplaçant 

y^  par    .     ■  j   et  on  saura  l'intègre^  toutes  les  fois  qu'elle  sera 

Qm? 

sépai'able  ,  ou  homogène  ,  ou  etc 
Exemple  !•'•     Intégrer  Péquation 

qui  exprime  que  le  rayon  de  courbure  est  réciproque  à  Tabscisse: 
ou  en  tire 


d'où 


3 


a*ày 
xdx  = ^ — 5*  > 


•  «  — _  •  i  ' 


et  par  une  première  intégration 

«•y 

6Î  Ton  tire  de  là  y'  pour  en  reporter  la  valeur  dansyiszjydxy 
on  aura 

{x^  +  C)  Ax 


f  - 
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On  peut  supposer  que  le  ra^jon  de  courbure  soit  une  (onc- 
tion quelconque  X  de  Tabscisse  x^  auquel  ca^  i  on  a 

yff       > 

dofit  rintégrale  donne  la  solution  générale  do  probUlûe  invei^e 
des  rayons  de  courbure. 

Exemple  II.     Soit  Téquation 

0 

cettt  équation  mise  sous  la  forme 


et  dfvisée  par  K  i-fry'*,  devient  àx  V^i+^*+ — ^=^=r=oày^^ 
dont  l'intégrale  est 

xVi+f^—af  JUC,     d'où  ^  =  Jgl±£..j; 

mais  «p  a 

y—yx—fxày; 
donc 

et  en  remplaçant  x  par  sa  valeur 

(7  et  O  étant  les  deux  constantes  dues  aux  deux  intégrations  :  . 
il  reste  à  éliminer  y'  entre  x  et  j)^,  ce  qu'on   fera   en   tirant 
une  valeur  it y  de  la  première  équation,  et  la  portant  dans 
la  seconde. 

Exemple  III.     Soit  l'équation 
^  (  «y  +  x*)y=  xj%     ou     a  («y *+  a:*)  ày':=^ydx , 
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laquelle  est  homogène  ,  et  devient  séparable  en  posant  xr^y'z^ 
d'où  —y-  =     '  ^  :    substituant  et  intégrant  par  logarithme^, 

il  vient 

y't=CV/aa*+r*,     et    a?=  Cz  V/îoM-^- 

>■  > 

Si  dans  y"=jyàx  ^  on  remplace  y  et  Ax  par  leurs  valeurs' 
tirées  des  équations    ci^essus ,   et    qu'on  intègre  ensuite,  il 
restera^  a  substituer  dans  cette  intégrale  pour  r  sa  valeur  ena;^ 

tirée  de  x-=zCz  V^aa*-f-«*. 

Intégrer  Us  équations  de  la  forme 

qui  ne  contiennent  pas  la  n^ariable  x. 

y'dy' 
Si  l'on  observe   que  yf  t=  -^^-r^'—  }  et  qu'on  remplace  yff 

par  cette  valeur,  la  proposée  ne  sera  plus  qu'en  y  y  d^,  7^  et  djr'. 

Si  l'intégrale  est  résoluble  par  rapport  à  j*^ ,   en  soirte  qu'on  ait 

dy        dy 
y  z:^  Fy  j  k  cause  de  dap  = -i^  =  -—-.,  on  conclura  xenj. 

Si  l'on  peut  obtenir  jr  cn^i  c'est*àr*dire  ,  y==ç^,  la  relation 
ày  z=  yix  donnera 


=/^¥^-/-f^'' 


<^'  désignant  le  coefficient  différentiel  — ~-  ,  et  il  faudra  éli- 

miner  y  entre  ^.et  x.  SI  ces  deux  cas  n'ont  pas  lieu,  on 
cherchera  à  exprimer^  et^  au  moyen  d'une  troisième  variable 
z  et  ydx  ==  ày ,  deviendra  Zdx  =  Tàz ,  etc. 

Exemple  V',    Soit  l'équation 
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qu'on  changera  dans  celle-ci., 

d'où 

^       I  +y»       I  +y*       ^  ^ 

qui  a  pour  intëgralè 

iToù  l'on  tire 

mais  si  dans  jr  ==  /         >  on  remplace  d^  et  y  par  leurs 

leurs  tirées  de  (i)  et  (2)  ,  et  qu'on  intègre  ;  on  aura  x  en  jr% 
et  il  restera  à  éliminer  y  entre  les  valeurs  de  x  et  y. 

Exempts  IL    .Uéquation 

revient  à  celle-ci, 

afy*ày  =  d/  V<y  +  ay  t 

qui  est  homogène  :  pour  intégrer ,  on  fera  y  =:  -^  y  ce  qm 
la  transformera  dans  celle<-ci, 

obzày  -—  àbyàz  =  ir'dy  ^/jF+l? , 

équation  séparable  ;  et  qui  sous  Thypothèsc  yzz  -^aaz=:  tz^, 
devient 

dy  btdê 

y  br — at-^à* 

Il  sefa  aisé  d'obtenir  y  en  fonction  de  / ,  et  par  conséquent 

_  /% 


au  moyen  de  x= /— ^,  d'énoncer  aussi  :v  en  /:  on  éli- 


mmera  ensuite  f. 


SE  Calcul  intégral.  ^33 

Intégrer  T équation  différentielle  du  second  ordre  V  s=  o  , 
homogène  ^n  x ,  y ,  y'  et  yff. 

_  .         dv  ip        dV  .  . 

Soitnl-^^py    ^»j-^  =  ^:   en   faisant  y  =  ur  , 

y  c= y  on  aura  une  équation  entre  z  ^u  ^\  p  ^  que  nous 

nommerons   V^=:i  o\    mais   d^  =  pdiX  =  i/d^  -f*  xdii  ,    donc 

da?            di/          111            ,    "     «dor        „  *   „        1  / 1  . 
= j  de  plus  aj9=::fdx=*= J    d  ou  Ion  déduit 

dx  àp  di/  .  - 

=  — ^  == ^ —  :   au  moyen    de   cette   équation   et  de 

X  z  p'—u  •'  * 

Vz=.  o  9  on  fera  en  sorte  dVn  trouver  une  du  premier  ordre  ^ 

entre  les  variables  p  et  u  ;  et  s'il  est  possible  de  séparer  p , 

on  aura  d'après s=  — —  ?  la  valeur  de  4?  en  u  ,  et  aussi 

*         X  p  —  u 

.    celle  dt  y  tnuj   en  vertu  de  j-  =  lut.- 

Exemple  I*'«     Intégrer  Péquation  du  second  ordre 

x*iy  4-  «dopdy  =  «jd** , 

ou 

fx*  +  ;?jr  =  ny. 

Par  les  hypothèses  jr=:  ux^  qxzzzz^  on  la  change  en  celle-ci  , 

z  ^pzzznu^ 

substituant  pour  z'  sa  valeur  dans  -^  s= ,  on  a 

*^  z  p  —  u 

(/?  —  i/)dp=(iiii  —  ;7)di/y 
ou 

nuàu  +  wd;i  —  /?dtf  =  pAp  ^ 

équation  homogène  de  laquelle  on  tirera  p  en  u  ^   et  d'après 

9  on  aura  «  en  u ,  et  il  restera  i  éliminer  u.  ^ 


:c 


P'-^U 
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Exemple  II.     Soit  Fëquation 

(  djc?  -f-  dy»  )  â  =:  nixAy  y  x^-^-y"^  ; 
c'est-à-dire  , 

(i  +  p- )  i  ==  n^  V^o;' +  j% 

qui ,  sous  les  hypothèses  y:=^ux  ^  qxi=i  z  ^  devient 

en  substituant  pour  z ,  là  valeur  tirée  de  cette  équation  dans 

dp  au 

— ^  c=        ■       ,   on  a 
X         p  —  u 

nXp'^u)  dp  \/i  +11*  =  (i  +/>»)idi/. 


ou 


Ayant  ainsi  prépare  F  équation ,  on  remarque  que*...'. 


y   — j — ^  étant  les  différentie lies  de  deux  arcs ,  dont 


1+/?'        i  +  w 

les  tangentes  sont  p  et  u  ^    on  pourra  supposer  p  =  tang  à , 
u  =r  tang  /S  ,   hypothèses  qui  donnent 

cos  o  cos  /3 

^in  b  cos  iô  —  cos  b  sin  /S  sin  f  ^  —  &) 

p  -^UTizi ■  r=   ■  ■  '  —^  ; 

cos  b  cos  jS  cos  b  cos  .8 

en  sorte  que  Téquation  (a)  devient 

ndb  sin  (  3  —  jS  )  =  dj8  : 
qui,  sous  l'hypothèsfe  b  —  i8  =  (p,  se  transforme  dans  celle  ci, 

7i.di.sin  f  =  d3  -—  d^  , 
d'où  l'on  tire 
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d^  d^ 

d3= : •      d/8  :=—— — 7— —  d«% 

I  — 12  sin  (p  I  —  71  sin  ^ 


^t  à  cause  de 


dx  du  cos^cos  d.d  (tang/S)         d/3.cos3 

X         p-— «  sin  (^  — /8)  cos^sm^ 


on  aura 

.    djr  nd^.cos  h 


X  cos^  (i  — »  sin  f) 


Coilsidcrons  le  cas  de  n=  i  :  dans  cette  hypothèse ,  le  facteur 

d<p  ,     ,  d(p  (i+sîn(p)d^ 

devient  . ^. —  =  ^^ — ,   qui  a  pour 


I  -—  71  sm  9  i  —  sm  9  cos*  9 

•  '      1                  .        ï  1  +  sm  (p      , 
^lteg^ale  tanir  <p  A =:  ■  ;   donc 

y  01     C0S9  cos(p 

e/  I  -^  sin  9  ços  9 

1 <p  =  — I- — l.^(p  +  cv 

I  —  sm  9  cos  9 

f!t  en  remplaçant  d 9  et  18  par  leurs  valeurs  d^  (i  — sin9) 
et  ^  —  9  , 

dx  d9.cos3  dj.cos^. 

X         cos  i8  (  I  —  sin  9  )        cos(i— 9) 

•    1    iw        •       »       r^        1 4r  sin  9 
mais  de  lequation  0 —  C  =: •  on  lire 

*  cos  9 

U  '1? 

par  ces  substitutions  dans «    on  trouve 

*  a? 


do; {^{b  —  Cy  +  i']dh.cosb 

X   ~    a(6  — C)cos^+[(^— C)*— i]sin^ 


"•  m 
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Dr  le  niimcrateur  étant  la  différentielle  exacte  du  dénomin: 


teor,  on  a 


-  =  a(ô  — C)cos3  +  [(3— Cy  — ijsîn*. 


C 

C  et  O  étant  les  deux  constantes.  Maintenant 

^=3--9  =  3-arc(tang=^^^^^^^    ); 
donc 

et  par  conséquent 

y^rzuxtnO  {a(^  — C)  sîn  *  —  [(»  — C)*  —  i]co8*}. 

Si  en  faisant  dans  Téquation  V=zo^  que  nous  ne  suppo- 
serons plus  homogène,  les  substitutions  y  =i/«",  p  =  x'*^^t, 
q  r=  âp""  *z ,  on  a  une  transformée  telle  qu'en  donnant  à  n 
une  certaine  valeur ,  les  x  disparaissent  entièrement ,  il  sera 
facile  de  ramener  la  proposée  au  premier  ordre. 

Exemple,     Soit  Péquation 

d'y  dr 

t'est-  à-dire , 

par  les  substitutions  précédentes ,  elle  devient 

et  X  disparait  entièrement  sous  Phypothèse  2n=:ji-{-^9  ou 
n  =  :i  ;  on  a  alors  la  transformée 

or,  à  cause  de  jrz=zux*^  pz^tx  j  on  a  d^ssoj^du +ai/xdar , 


tToà  -p-  ou  pi±x*  -j f-  zuxy  et  ardw  +  s i/dx  ===  /cl*  ,  pnîs 

à  cause  de  ^  3=  ^ ,  on  obtient  tdx  4-  ^d/  =  zix ,  d^ou  Ton  tire* 

do;  du  it 

X         /  — :iM        z  —  t^ 

équation  qui  devient  en  mettant  pour  z  sa  valeur , 

(<— -2u)d/:=(/-^Aii)a ttdu ,     d'où     d/  =  2 i#da  ; 

et  qui  a  pour  intégrale 

u-  +  C=t, 
a  moms  qu  on  ne  suppose  /  — -*  2  «  =  o  :  alors  à  cause  dt 

dx  du 

X         f  —  aa 

on  a  du  c=  o  ,    d'où  ur=C  eijr^=z  Cx*  ,   ce  qui  ne  peut  élrç 
qu'une  intégrale  incomplette.    £n  mettant  pour  /  sa  valeur 

«*  -l-  ^  ^^^^ •   on  a 

X 

dx  du 

X  tt'  —  aii-J-^ 

tet  il  reste  à  intégrer  une  équation  différentielle  du  premier 

ordre. 

Si  Féquation  V^=z  o  est  homogène  seulement  par  rapport  à 

y^  p^tÇj   on  fera  ):^  =  ii^,  q'=izy^  et  on  aura  une  équation 

en  X  f  u  et  r ,   de  laquelle  on  pourra  tirer  r  en  x  et  u.  Mais 

dr 
p=zuy  donne  -^  =  udj; ,    dp  =  wd^  •+- J^dn  =  r^dop  j  d'où 

i>  ^ 

1  on  tire 

dy        zdâ?— -dii  ,  .         1     .       1  1 

— s=  i/djr .     donc  du  +  u^dx  =  xdx  y 

y  u 

équation  du  premier  ordre  entre  k  et  a;  ;  et  si  on  peut  en  tirer 

^y        1 

K  en  X  9  on  aura  y  tn  x  par c=  udx. 
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râleur  de  ■       .      tirée  de  la  première  ,   puis  dans  le   résultat 

éR        iO    ,    d-B   ,        A*B         ,       à-S       à^E    .  ,    ^  ,, 

di-  =  -^  +  IF-  P^""^  dF  ^  ^^^^"  àP-J^  '''''  ^<3)' 

d^i?  d^r 

et ,  enfin  pour  -r— j  sa  râleur  j- ^  tiret  de  (7) ,  ce  qui  donne  la 

condition 

dR  _iQ    ^  L'^~i:rJ         , 

àx  ày     ""  d«»  ••••va; 

on  troure  de  même 

^= ç;: ....(£/). 

On  pourrait  étendre  cette  analyse  aux  équations  différentielles 
exactes  des  ordres  supérieurs  au  troisième;  mais  en  nous  bor- 
nant ,  pour  le  moment ,  à  ce  qui  précède  ,  nous  énoncerons  les 
intégrales  supposées  en  fonctions  des  cocfficiens  des  proposées* 

Revenons  à  F  équation  du  second  ordre  :  nous  ayons  trouvé 
dA        ^       dA         àB 


dx  dy  dx 

on  tire  de  la  seconde 


*'=(''-s-)*' 


àT 


\ 
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^  c^tiie  it  B  :=zTi  ajoutant  cette  dernière  équation  avec 
€t  intégrant  cette  somme  ^  on  obtient 

''=/C«^+(''-E^>*]' 

(AT  \ 
R — j — j  àjr  est  nnè  différentielle  exacte,  puifrw 

qu^on  a  ,  diaprés  (b)  , 

iO        âR        d>r 

'd^ailleùrs  J$=T:  ddtic  Vintégrale  {pk)  devient 

fix  VQàx+(R  —  -|j-)  4x1  +  Tày  =2=  Càx. 

En  considérant  Péquation  différentielle  du  troisième  ordre  y 
nous  avons  trouvé 


.=r,»=^[.--]=^[.--] 


9 


dx  dx 

'or  ides  équations  (i)  et  (2) ,  oh  tire 

dx  =  Qà* 


Ait 
^t  en  intégrant 

Ainsi  Fintégrale  cherchée  sera 

16 
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àY 


<^-^k,.     ...    .r 


Exemple.    Heconnaltre  si  rëquation 

admet  une  intégrale  ^  et  Tassigaer,  Les  conditions  sont  saUs- 
£iites ,  et  on  trouve  Pintégrale 

a/*dar»4-  (4^  +  J')  d«djr  -f. xdy*  +  ayàyz:MCàx\ 

Intégration  des  é^uoions  Uniairês^ 
Intégrer  Viquation  linéaire  du  second  ordre 

A  et  B  étant  dés  eoefficiens  canstans. 

En  multipliant  par  d^ ,  on  obtient  Péquation  hoiftog^e 

jr'ày'  +  Ayày  +  Byày  =  o  : 
faisant  y  '=^yu ,  on  trouve 

ày  i/dzi  uàu 

a  et  ft  désignant  tes  racines  de  zi'  -]-  u^i/  -f-  fi  =  o.  Mais 
da:  =  i?l  =  ^s=—  dtt 


—  ûdx=: --,     <-^— -M4rasB-«- 


«— ^  '       r  K— a  ' 
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^e  là  on  conclut 

n     .  -,         m 

y  y 

et  retranchant  la  seconde  équation  de  la  première  ,  on  obtient 
pour  intégrale  complette , 

y  (  ^  —  a)  =  —  m^«'  +  n^*  , 
qu^on  peut  écrire  ainsi , 

£  et  D  étant  des  constantes  arbitraires. 
Si  les  racines  a  et  3  sont  imaginaires  |  ou  de  la  formt 

on  trouv«  alors 

«t  en  remplaçant  ^  i  ^  *  ^""^  par  sa  valeur  cos  fixdcsinfix\/-i^ 

puisfaisantCzr:— C^+— DV— »  »   D^^C ^Z^'i/— '> 

on  obtient 

^  C=  « ^*  (  C'cos  ^x  +  J9'  «n  /8ar  ). 

Enfin  si  a  =  ^ ,  en  reprenant  le  calcul ,  on  a 


jbi^__^     d'où  j^(«~«)=«- 


d'ailleurs 


,       <!r  _  4r  _,       <^" 
y  ~  i{y         («-«)"' 


donne 


^  Ieçojks 

I 

'âiminant  »  —  cr ,  on  trouve  enfin 

Inligrer  ViquaUon 

P  0^  Q  ^/a/i/  d^f  fonctions  quelconques  de  la  n^ariable  x. 

En  faisanty=::«>^,  on  ay=tt#>^',  jr^=u/"^  («'+«'); 
ainsi  on  obtient  la  transfermée 

u'  +  Cu-+Pu  +  Q)  =  o, 

où  i/=:i  -- —  :  l'intégration  de  la  proposée  est  donc  réduite  k 
celle  de  Téquation  du  premier  ordre, 

iu+^u^+Pu-^Q^ixtsio. 

Pour  rentrer  dans  le  cas  précédent,  supposons  les  coefficient 
f  et  Q  constans  :  en  désignant  par  a  ei  b  les  racines  de 
II* -f- ^+  Q  =  <>  9  il  est  évident  que  11=  a ,  u^b  satisfont 
à  la  transformée.;  donc  on  a  yudxc=a«-|-mc=&âp-|- is,  et 

la  somme  de  ces  valeurs  satisfait  encore  à  la  proposée,  comme 
nous  le  démontrerons  ci-dessous,  et  conséquemment  elle  aura 
pour  intégrale  complette 

n  est  possible  de  réduire  la  proposée  à  la  forme  z^  -^  Vz^zo  ^ 
où  ^"=   ,       ;  a  cet  effet  on  posera  y  =  Mz ,  et  on  aura 


"'•+G^+™)''+(^+'S+e«>=«. 
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Soit  V-  +  PM  =  o ,  d^oà  l'oir  tire  Mz=z  e    J    '^        ,  et 
la  précédente  sera  de  la  forme  annoncée.  Ainsi  donct •••.••  ^' 

-/- 


dx 


Nous  reviendrons  plus  loin  sur  la  réduite  z''  -^Vfzs.o, 

Exemple.     Pour  offrir  un  exemple  d^ntégration  d'une  équa- 
tion différentielle  de  la  forme 

novs  supposerons. 

y  =£=  sih  X.  • .  •  (i)  , 

X  étant  nne  fonctida  quelconque  de  op  :  on  a  par  la  différen-^ 
tiation 

(a). • . .j^  =  X'  co« X,    jr^:;=5  X^^cos Jf — X* sinX. ... (3)  v 

si  des  équations  (i)  et  (a)  i  on  tir<e  sin  X  et  cos  X  pour  en 
porter  les  valeurs  dans  (3)  ^  on  formera^  Inéquation  du  second 
ordre , 

y»-  ^  r + X'^  =  • (4> .- 

^uHl  s'agit  donc  d^tégrer.  A  cet  effet,  on  supposera. 

'V  étant  une  fonction  indéterminée  de  x,  tl  e  désignant  toii^ 
jours  la  base  des  logarithmes  népériens:  on  aura  Aoucy^zV'e^^ 
ytf  ss  (^  V^^  V^f  )  e^  ;  ces  valeurs  substituées  dans  (4),,  la 
transforment  dans  celle-ci  : 
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et  y  après  la  division  par  e^^ 

or  il  est  facile  d'appercevoir  que  cette  dernière  équation  sera 
satisfaite  par 

P  =  XV— If 
d^ou  on  déduit  en  intégrant 

en  sorte  que 

sat^fait  à  Téquatien  (4)  9  comme  il  est  d'aillenrs  aisé  de  s^en 
assurer.  L'équation  (5)  aurait  encore  lieu  sous  l'hypothèse 

p  =  — yv— ». 

d'où  Ton  conclurait 

jK  =  e^  =  e"*-^V^""'-«-^, 

'A  et  B  étant  deux  constantes  :  nous  remarquerons  qu^en  faisant 
dans  (5)    ' 

f^=mXS 

ou  aurait  eu 

i  +  m*  =  o,     d'où    mz=zzt.^ — 1> 

et  conséquem^ent  P  =  dz  X'  ^ —  1  ,  d'où  on  aurait  conclu 
les  deux  valeurs  de  jr  trouvées  ci-dessus ,  et  qui  reviennent  à 
celle-ci , 

en  faisant  e'^z=.C^  e^  =zCi,  Ces  valeurs  dey  satisfaisant  chacune 
en  particulier  à  l'équation  (5)  9  il  en  sera  de  même  de  leur 
somme  ,  et  comme  d'ailleurs  cette  somme  renferme  deux  cons- 
tantes indépendantes.  C  et  C, ,  elle  sera  l'intégrale   complette 
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de  la  proposée  (^Calc.  MJf.  |  cbap.  VIII  ).  Pour  donner  de  cette 
proposition  une  démonstration  qui  puisse  se  généraliser  facile- 
ment ,  nous  supposerons  qu^on  ait  trouvé  d'une  manière  quel- 
conque deux  fonctions  txk  x  ^  savoir  : 

qui  satisfassent  à  Téquation  différentielle  du  second  ordre 
on  aura  donc  par  la  première  substitution 

et  conséquemment  aussi , 

Cpt+CPp'  +  CQp  =  o. . . .  (iV)  ; 
et  par  la  seconde 

,«f  +  P/  +  Ç,  =  o, 
et  aussi 

donc ,  par  Faddition  des  équations  (JY)  et  (P)  ,  on  a  celle-ci 

qui  n'est  que  la  proposée  (ilf  )^  dans  kcpelU  on  aurait  fait 

Jrz=zCp  +  C^q. 
Ainsi  rintégrale  complette  de  la  proposée  j  sera 

or,  on  sait  par  la  nature  de  la  question  qu'à  X=  o  |  corres-^ 
pond^=o;  donc  l'intégrale  (6)"  donne 

*  o  =  C  +  C  ; 

d'ailleurs  on  déduit  de  (6)  par  la  différentiation 

y  ou  :ï'cos  XzpX'  v'—  1  {Ce-^v^-^' — c/^-^v:^-"'},. .  .(7); 
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donc  9  i  cause  de  cos  X=±  i  pour  X=  o  ^  on  a- 

is=V-i(C~C), 


auisi 


a'où 


ay-^i  ay — i 


jr=;sm>r= -p-- ,, 

et  d'apri»  (?) . 

COS  A  =  ■      ■■  f 

a 

formules  connues. 

Nous  obserrerons  ,  en  gênerai  p  que  Pet  Q  étant  variables 9 
rintégratîon  de  la  proposée  ne  peut  s'effectuer  que  dans  un 
petit  nombre  de  cas. 

Intégrer  V équation  linéaire  du  second  ordre 
/       y^  +  Py'  +  Qy  =  R....(i), 

dans  laquelle  P ,  Q ,  K  sont  des  fonctions  quelconques  de  la 
seule  variable  x. 

On  doit  se  proposer  de  ramener,  sHi  est  possible  9  la  pro^ 
posée  à  celle-ci, 

qu'on  sait  înjtégrcr ,  ce  qui  exige   qu'on    fasse  disparaître  la« 
Cqnction  R.  A  cet  effet ,  supposons 

ûr  —  ^% 

d'où 

f  =  tz'  +  zt'^     yf/s=:tzf+2z't'  +  ztff; 
\^  substitution  donne 

*  {zV+  Pz'  +  Qz)+2 rz'  +  Pzt'  +  a  ^^  =  Al 
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or  rindétermination  de  z  permet  de  supposer 

zll  +  Pz'  4-  Çz  r=  o (a)  , 

ta  sorte  que  la  précédente  fournît  cette  seconde  équatioQ* 
c'est-à-dire  , 

d/'  +  (p4.^)i'dx=-?^....(3). 

Supposons  qu'on  ait  intégré  (2)  par  la  méthode  exposée  plus 
haut,  et  qu'on  en  ait  tiré  la  valeur  de  r  en  «:  Téquation  (3) 
sera  Jinéaire  du  premier  ordre,  et  facile  à  intégrer  d'après  ce 
qu'on  a  vu  {CaU.  diff. ,  pag.  168 ,  169).  Cette  intégrale  est 

^ /*/-..        adx\r         /V^,        ad»\ 


D{y-.A''-^)jy^  +  c}, 


r% èz .  ••ad* 

mais  €  *     r= — j^j  e^    '     =z';  donc  en  posant». 

z 

^y  Pdx  -—  ç  ^  on  aura 

r  tziz—'xff^zRàx^     d'o&    iz=:  /—^f<fzRàx, 

ÇZ  y    ÇZ 

et 

*àx 


•  9 


X=  i£  =  zC^fR^zàx. 


Il  importe  de  remarquer  que  la  douhle  intégration  introduit 
deux  constantes  arbitraires. 

Spcempîe  !•'.     Soit  l'équation 


X  «'  X*—  1 


zSo 

L 

.EÇC 

>v% 

on  a , 

diaprés 

(*), 

1 

;t//+ 

«' 

X 

— . 

z 

IF* 

= 

0, 

ti  diaprés  le  problème  précédent  ^  on  tire  de  celle-ci  la  trans- 
foonée 


du 


^V  X         «•/  ' 


équation  qa'on  rend  homogène ,  en  posant  u  =  —  9  et  qu'on 
sépare  ensuite  par  Thypothèse  xmçs  :  on  trouve  ainsi , 

-^«--iltillLa,,  d'où  .=-Ll/f-îii-V 

en  n'ajoutant  pas  de  constante  :  restituant  po«^  9  et  $  leur» 

valeurs et  ttx ,  on  obtient 

u 

or  ^  =  «  et  jR  = donnent 

d'où  on  tire  if ,  et  ensuite  /z  ;  c'est-à-dire  9 

aX'\-'b         «' 


jrt=_ 


+  ^/  '  '  ^H ^  — ; — }• 

Lx  \     «+ 1 / 


Exemple  IL     Sott  l'équation 


a*  —  I                   m 

^          4«'    "^       X/x^-^* 

on  en  tire 
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'M— 


a»— I 


Z^SZ  O  f 


4x> 

»  •  

équation  à  laqtielle   on   satisfait ,   en  prenant  z  r=  t/js*-*"*  j 
d^ailleurs  (p  =  i  ;  donc         \ 

Intégrer  V équation 

y  C-)  +  Ay("-  0  +  By(»  -^Hr....Gy  =  o....(i), 

linéaire  en  y  ^  et  dans  laquelle  les  coejfieicns  A ,  B ....  G  sont 
constans.  \ 

On  a  vu  (pag.  ^44)  ^^  Tëquation  linéaire  da  second  ordre  à 

coefficîens  variables,  était  satisfaite  par  j-:=«-^^,  et  qu'en  pas- 
sant aux  coeffîciens  constans ,  u  devenait  '  constant  (  pag.  242 
et  243)  :  il  est  donc  naturel  d^ssayer  ici  la  solution  ^=e'"', 
e  étant  toujours  la  base  des  logarithmes  népériens;  par  cette  subs- 
titution y  et  après  la  divion  par  e""* ,  on  est  conduit  à  Féqualion 

m"  +  ^m"-"  +  JBm"^»  +....+  G  =  o. .. . (M)  : 

ainsi  désignant  par  mi,  m^^  7723,  etc.  les  racines  de  cette  dernière 
équation ,  les  solutions  de  la  proposée  seront 

jr=:«"»i',     ^:=«'"a',     ^  =  ^"«s' ,  etc.  , 

et  il  est  facile  de  prouver,  comme  on  la  fait  (pag.  247  «t  248)» 
qu^elle  sera  encore  -satisfaite  par 

y:=z  C,c"»i'  +  C^é^^'  4-  Cae^s'  +  etc. . .  .(2)  , 

qui  sera  son  intégrale  eomplette  ,  puisqu'elle  renferme  d'ail- 
leurs n  constante^  arbitraires  :  en  effet ,  en  représentant  «'"i' , 
tf"»a*,  e'"3'^,  etc.,  par  /?,  ^,  r,  etc.,  on  a  pour  résultats  des 
substitutions  de  p,  y,  r,  etc. ,   dans  (i) 
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f(»)4-  /^^C— «)+ +  G7  =  o, 

r(»)  +  y^rC'— 0+ 4-  Grz=iOy 

etc. 

Si  on  multiplie  la  première  de  ces  équations  par  Ci  ^  la  seconde 
par  C, ,  k  troisième  par  C%  ^  etc.  ^  et  qu'on  ajoute  les  pro- 
duits y  on  trouvera 

C,p(»)  +C,y(»)  +C3r('»)  +etc. 
+  ^  { C/^C»^»)  +  C,y("-0+C3rC"^0+  etc.  } 

+  O  (C.p    +^«7       +C3r      +etc.):^o, 

équation  qui  résulterait  évidemment  de  la  substitution  (2)  y 
dans  (i). 

Les  valeurs. 

/    jr=C,e«i',    ^sTCtf"»*,    j' =:  Ca^s» ,  etc.  ^ 

sont  d'ailleurs  les  intégrales  complettes  d'autant  d'équations 
linéaires  du  premier  ordre  ^  telles  que 

y+^,y  =  o, 
y  +  ^,^  =  o, 
f  +  A^y  =  o  9 


etc. , 


pour  lesquelles  y  on  aurait 

Tflx  =  —  Ax  9       'Wa  =  ""  >^a  9       ^^3  =  •—  ^3  ^  ClC# 

Dans  le  cas  ou  plusieurs  des  racines  ttIi  ,  tu,  ,  ma ,  etc.  devien- 
nent égales  9  l'intégrale  paraît  perdre  de  sa  généralité  :  car  e9^ 
supposant  y  par  exemple  Tnj  =  iTia }  on  aurait 

yt=.  C^e^^i'  +  Cae'"a'  -|-  Ca^-^s'  +  etc. , 
=  (  C,  +  Ca  )  «'"I'  +  Cs^'^s'  +  etc. , 


BB  CALCtJL  INTÉGRAL.  a53 

^11  la  somme  C|  +  C^  équivaut  à  une  seule  constante  :  mais 
«lors  on  supposera 

iRa  2=  ï^i  -f-  «  f 

le  devant  Stre  SE^ro  dans  le  résultat  du  calcul  :  donc  en  Ae  con- 
sidérant que  les  deux  termes  qui  se  réduisent  à  un  seul,  on 
iura ,  par  le  développement  de  eC'»i+*)'  =  e«i  x  ^', 

=  ^''[c,  +  C;|i+-^+*^+«tc.J]. 
En  posant 

^•sss-j-,    C,  =ir,  — -^j      d'où     C, +  (7as=sr,^ 

substituant ,  réduisant  et  faisant  &  =  o ,  on  trouve 
jr  =  é^i'  (^x  +  ^^^  +  «^c.)  -f-  etc.  , 

où  r,  et  c^  sont  deux  nouvelles  constantes  arbitraires ,  en  sorte 
que  Fintégrale  a  repris  toute  sa  généralité. 

Dans  rhypothèse  de  m,  =  m»  =  ma ,  qui  donnerait 
jr  =:  e«i' (C,  +  C.  +  C3  )  +  etc. , 

où  trois  constantes  se  réduisent  à  une  seule  ,  on  poserait 

jyij  s=r  ni,  -J"  A  j 
d'où 

^  =  t'^i'  (^c^  ^  c^x  -f-  fte**  )  +  etc.  , 

eh  employant  la  transformation  déjà  trouvée  pour  m»  :=r  m,  ; 
développant  e'^ ,  il  vient 

A  l'imitation  de  ce  qu'on  a  fait  dans  le  cas  précédent,  on 
posera 
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^•=(0— 7p    >   d'où    /     i:,+  C3i=(<r, 
c,  =:(c,) îl    j  [     r, +  ^,    =(c,); 

si  Ton  fait  ft  s=:  o  •  et =x:  (C3)  dans  le  résultat  des  subs- 

titutionsi  on  trouvera 

jr  =  *«.*  { (^,)  +  (r.)  «  +  ^c^)  x^\  +  etc.  , 

intégrale  complette. 

Passons  au  cas  des  raciaes  imagniaijre& ,  et  sui^osoiis  qu'on 
ait ,  par  exemple  , 

les  deux  termes  ^1',  *"»**  deviendront  respectivement 

e«'-«-^^-'=e«'xe^*^-'=e»'{cos,ito+;siû,y«a;V— «}f 

#**-^^>^-' =*«*  X  ^-**»^-'=#«'{cos-/SJF— sin.i8*V-*}» 
et  conséquemment 

Cc"»i'+Catf'"»'=««'{(C.+Q  cosi8a:+  (C,-.C.)sin/3a:^— 1 } 

'  ==«•'  (Cx  cos  /Sa?  -f-iTa  sin  (ix  ^ —  i  )  , 

en  remplaçant  C^  +  C»  par  c^ ,  et  Ci  —  C»  par  r».  La  m^me 
transformation  aura  lieu  pour  tous  les  couples  de  racines  ima- 
ginaires, et  on  voit  que  le  nombre  des  constantes  n'est  pas 
diminué. 

Nous  démontrerons  autrement  qu'il  y  a  autant  de  constantes 
qui  deviennent  infinies  qn^on  suppose  de  racines  m, ,  m,  9  etc« 
égales.  £n  effet,  les  n  conditions  d'après  lesquelles  on  détermine 
les  n  constantes  arbitraires  C, ,  C,  i  C3 ,  etc.  consisteront ,  par 
exemple  ,  en  ce  qu'aux  n  valeurs  «»  y  a' ,  «" . . .  .de  a?,  repon- 
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dront  les  valeurs  ^ ,  0*  ^  ^"  ,...àt  ^  ^  hypothèses  qui  reportées 
dans  (2) ,  donneront 

i8  =  C.^'"'*  +  C^e'^T*  +  Cae'^î*  +  etc. , 
j8'  =  C,e'«i«'  +  C^e'^r'^'  +  C,^'"3«'  +  etc. , 
/8/^=  C,^?'"»*  '  +  C.tf '^X'+  C3i?'^3-"  +  etc.  : 


or  si  Ton  fait  éî''*i*=ii,  c'"«*=ri,  #"'3*=t  ^...  .ff*»i*' t=fl% 
**"»*  =  Â'.  •  •  •,  e*"**  =  fl^,  • ,  «9  ces  e'quations  devÛHdront 

i8  =  C,^  -f  C.^  +  Cf^c  +  etc. , 

y8'  =  C,tf'  +  Ca3'  +  C^c'  +  etc.  , 

18^ c=  C^a'i  +  6»*//+  C3i?//+  etc. , 
etc.  ; 

que  Ton  désigne  par  y^  y'  la  somme  des  .deux  premiers  termes  de 
/6  et  /S' ,  on  au/a 

d'où  Ton  tire 

û3'-.*a'  ^  •         ay  —  baf  ' 

et  peur  nix  =  m,  ,  auquel  cas  a  c=s  ^ ,  -a'  =s  é%  les  valeurs  de 
Cl  et  Ca  deviennent  infinies.  Pareillement  si  y ,  y%  y*  repré- 
sentent les  sommes  des  trois  premiers  termes  des  valeurs  àt 
fi  f  fi' 9  fi^^j  on  trouvera  pour  m^  =  m,  =  1113  ^  trois  constantes 
infinies  ^  et  ainsi  de  suite. 

On  peut  éviter  par  Panaiyse  suivante  l'obscurité  qui  résulte 
de  l'égalité  des  racines  de  l'équation  (M)  (  pag.  aSi  ).  On 
supposera  dans  la  proposée  (i),  (pag.  25i), 

m  étant  une  constante,  et  Xune  fonction  indéterminée  de  x; 
cette  substitution  donn«  après  U  division  par  ff"**,  la  transformée 


\ 
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'  X  (m»  +  ><m'*-«  +  Jîm»—  + +  G) 

dX 


a  ax  i 

-}-  etc. 

Maintenant  pour  trouver  les  valeurs  de  «  et  de  m  qui  satisfont 

'  àX 
k  cet^e  ëquation ,  j'observe  que  le  coefficient  de  -■     ■  n'est 

autre  chose  que  celui  de  la  difTërentîelle  par  rapport  à  m  du 

i^X 

coeJEGcient  de  X;  qu'il  en  est  de  même  de  celui  de    -       par 

rapport  au  coefficient  de  -^ —  ^   et  ainsi  de  suitç  :  consëquera^ 
ment  dans  le  cas  où  toutes  les  racines  de  l'ëquatioa 
m»  + -^m»-" -f . . . .+ G  =  o, . .  .(M) , 

seront  inégales .    il  faudra   faire   X  =:  C  dans  (3)  »  afin  qut 

d  X"     A'^TC 

--= — f  -^ — f  etc.   soient  nuls,  puisque  les  dérivées  de  (Af)  ne 

le  sont  pas.  Mais  s'il  y  a  ^  valeurs  de  m  égales  entre  elles  , 
p  étant  «<  n ,  les  ;?  —  i  premières  dérivées  de  (M)  étant  satis^ 
faites  (Cale,  dijf, ,  chap.  VI  )  par  ces  racines ,  il  suffira  que  le 
coefficient  de  la  première  des  dérivées  qui  restent ,  soit  nul  ; 
c'est-àrdire ,  qu'on  ait 

d^X 

—^€=0,     d'où  X  =  C+C'a: +  ....+ CCI'— )*(i'-0=o, 

les  constantes  étant  en  nombre  p  ;  la  partie  correspondante  de 
la  valeur  de  y  sera  donc 

•▼•' - ■ 

mi  étant  la  racine  qui  se  repète. 
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intégrer  t équation  linéaire  iun  ordre  quelconque 

.  Ay  +  By'  +  Dy''  +. . . .+  KyC-j  =  X  , 

'dans  laquelle  K^  B,  D....K  solèt  des  coejjiciens  constans^  ^ 
X  une  fonction  de  la  seule  variable  x. 

Nous  '^iposerons  la  méthode  sur  imè  équation  linéaire  du 
second  ordre, 

soite'*"*'djple  facteur  qui  là  rend  intégrablè  :  comme  X^^^^'d* 
^st  la  différentielle  d^ùne  fonction  de  x ,  telte  qbë  Pj  lé  premiét 
membre  e'^^'àx  (jfy'\'By'  ^Dy^  )  est  aussi  celle  d'une  dérivée 
inférieure,  telle  que  ^^'  Gy^+^')i  «  et^  étant  deux  coeflicténs 
à  déterminer  :  à  cet  effet,  différenlions  «^^'(ay+^J^)  1  et  concH 
parons  le  iésuhat  terme  à  terme  arec  4p—'"*ddF'(^+-^'+I{y'0f 
nou$^auran8 

d'oîk  ' 

A 

m' 

ainsi  la  constante  m  est  Tune  des  racines  de  la  première  é'qtta- 
tion  >  et  les  constantes  a  et  b  sont  données  par  les  dëu^c  autres 
équations:  en  sorte  -que  intégrale  du  premier  ordre,  sera 

e-^'iay  +  by)=P+C, 

C  dé^gnant  la  constante  :  ainsi 

ar  +  ^  =  é-'(P^^'C)v...(0. 

Si  dans  cette  équation  on  remplace  tr  par  ses  Jeux  racines 
THi^  >Ra  1  et  qu'on  élimine  y  entre  les  deux  résultats  ,  on  aura 
rintégrm  complette. 

Pour  r équation  générale  de  Tordre  n ,  la  constante  m  sera 
racine  de  Téquation  ' 

A  +  Bm-^  Drn^  +• . .  .km"  =  0,      « 

ce  qui  donnera  n  intégrales  de  l'ordre  n-^i  ,  de  la  forme 

17. 
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entre  lesquelles  on  éliminera  les  coeificiens  différentiels  y C^—Oi 
^C"—»), .  ••y»  On  trourera  dans  ce  cas  général , 

A         _        a— JB  ^-^JD 

771  m  771 

Exemple.     Intégrer  Téquation 

qui  est  celle  du  problème  des  trois  corps. ^  Tun  des  plus  im- 
portans  de  la  Physique  céleste.  Qfi  a  D=:i|^=70, 7R^r|*^=o, 

d'où    7»,  =K-*--^»  ÏTIa  =  —  i/ —  A , 

P=/x/-''*i'da;=:=/Xe-*1^^V^~'da;^ 
^     P=fXe-'^^'Ax=fXe'y^'y'-^àx\ 

0  s=  I  :  par  ces  substitHtions  dans  (i)  ,.on  troaTe-'; 

a».,  .-y  [/^^+y  =  é-'^^-^- 'ifXê.  '  V/^-»^- ' iç+C); 

en  retranchant  la  seconde  équation  de  la  première  pour  élimi- 
ner^, on  a 

2j\/:::Â=e'^^'y'-'{fxe-''>^^'y'-'ix+  c), 

et,  à  cause  de  ^— "^^    ^^"^'rscos.ar^/y^.ix/— i  .sin.a?^^, 
on  obtient,   après  les  réductions  ,   Fintégrale  de  la  jproposée 
sous  forme  réelle. 
Intégrer  l* équation  linéaire  d*un  ordre  quelconque 

yC«)  +  PyC-'-O  4-  QyC»--»)  + +  Uy  =  X. , . . (i)  , 

dans  laquelle  les  coejjiciens  P ,"  Q. .  •  .U  ^^  X  sent  des  fonctions 
données  de  la  seule  yariable  x. 
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Nous  démontrerons  que  l'intégra  lion  de  la  progAsée  dépend 
de  celle  de  la  suivante 

*  -  ,  •  .    . 

jrW  +  p^(— 0  +  ^(«-.)  4. f.  t^  =  o. . .  .(a)  ; 

Pour  is.U^lir  cett^  proposition  ^  npus  considérerons  l'équation 

or  ^,  çr,  r  étant  trois, valeurs  dej'  qui  satisfont  i'Ia  dérivée 

-t«'-tPr»  +  Gy'+%=io....(5),     . 

d'où  il  résulte  (pag.  247  )  248  et  25i)  que 

jouît  de  la  même  propriété,  Ci  9  C,  et  C3  étant  des  constantes  ^ 
il  s'agit  de  faire  voir  que  la  somme  des  mêmes  ioûctions  /?,  ç^  r 
multipliées  chacune  non  plus  par  une  constante ,  mais  par  une 
fonction  convenable  de  rr,  rendrait  la  proposée  identique,  et  ce 
sont  ces  fonctions  qu'il  s'agit  4e  déterminer.  A  cet  effet,  regar-* 
dons  dans  Q^)  ,  C^^  C^  et  C3  comme  des  fonctions  de  x ,  et 
nous  en  déduirons 

ep  pesant  ' 

pC/  +  ^C/  +  rCi'  =  o. . . .  (8)  , 
on  aura 

f  =  C,p'  +  C,/  4-  Car' (9)  ; 

dîfférentiant  (9)  ,  il  viendra 

posant  encore 

p'C/  +  ç'C^'  +  r'C^'  =  o. . . .  (10) , 
il  restera  ' 

yf=zC,pff  +  C,9//+  C3r^....(ii), 

dont  la  différentiation  donne 

y"'=C,pfff  +  C^ff  +  6^7^"  +  pVC/  +  q^iC^'+rllCz' (la). 


/ 
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Par  la  sabstîtation  des  valeurs  de  y,  y'j  y^^  fu  données  par 
les  équations  (6)  ,  (9) ,  (11)  et  (12)  ;  l'équation  (4)  devient 

+  C,'p9  +C/qff  +  C3V/ 
or  les  facteurs  de  C, ,  C^  et  Ci  sont  nuls  ,  puisque  les  fonctions 

■ 

Pj  q^  r  satisfont  à  Téquation 

donc  l'équation  (i3)  se  réduit  à 

C/pff  +  C'qd  +  Cz'rn  =  o. . .  •  (ï4)  i 

en  sorte  qu'au  moyen  des  équations  (8)  ,  (10)  et  (i4)t  on  pourra 
déterminer  C/^  C^\  C3',  les  fonctions  p^  q^  r  étant  connues 
ainsi  que  la  fonction  X  :  on  aura  donc  des  résultats  de  la  forme 

S  y  Ty  F  étant  des  fonctions  de  X  :  on  en  déduit  par  l'intégration 

C.  =fSdx  +  c,,     C,  =fTàx  +  c, ,     Cî—fVàœ  +  dy 
et  conséquemment 

intégrale  complette  de  la  proposée ,  puisqu'elle  renferme  trois 
constantes  c. ,  c, ,  C3  :  cette  valeur  de  y  se  compose  de  deux 
parties  j  savoir  ,  i<».  c,p  -J"  M  +  ^s'*  q^î  est  l'intégrale  de 

et  a**,  de  pfSàx  -f-  qfTàx  +  rj^Vàx  qui  est  la  partie  addi- 
tive  à  cette  intégrale  pour  qu'elle  devienne  celle  de  la  proposée. 
Il  est  facile  d'étendre  ce  que  nous  venons  de  dire  à  une  dérivéo 
linéaire  de  l'ordre  u. 
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Euler  à  pleinement  résolu  le  cas  où  les  coefficiensP,Q,/l....l7 

ji  S  C 

sont  delà  forme -— — •    ,  .  ,   ,  ^  9  7 — n— rît  e^c*^    ^% 

B ^  Cy  etc.  étant  des  constantes. 

J^ous  reviendrons  par  une  autre  méthode  sur  Tintëgration  d«s 
équations  linéaires  ,  sur  laquelle  on  peut  consulter  le  Calad 
intégral  de  M.  Duhourguet  ^  qui  a  traité  cette  matière  d'une 
manière  neuve  et  élégante. 

Bu  Jacteur  propre  à  rendre  intigrahle  une  équation  dijjérentielle 

Sun  ordre  supérieur  au  premier. 

Nous  généraliserons  ce  qui  a  été  dit  (  Cale,  intég. ,  pag.  182 
et  suiv.  ) 

La  manière  la  plus  naturelle  de  trouver  l'intégrale  d'une 
dérivée  d^n  ordre  quelconque  ,  est  de  la  préparer  de  manière 
que  son  premier  membre  devienne  une  dérivée  exacte  (jCaTc» 
intég, ,  pag.  1S2 ),  cas  alors  il  n'y  a  q|i'à  prendre  sa  primitive^ 
c'est-à-dire  intégrer,  et  ajouter  une  constante  ,  ce -qui  donne  la 
primitive  de  l'ordre  immédiatement  inférieur  :  et  en  opérant 
ainsi  successivement ,  on  pourra  parvenir  à  l'équation  primitive 
entre  les  deu^  variables ,  et  autant  de  constantes  arbitraires 
qu'en  comporte  l'ordre  de  la  proposée^ 

Or  cette  préparation  est  toujours  possible ,  par  te  moyen 
d'un  multiplicateur^^  lorsque  l'équation  dérivée  de  l'ordre  ih^ 
est  réduite  à  la  forme 

j^C")  étant  la  plus  haute  des  fonctions  dérivées  de  y,  D^un  côté , 
il  est  clair  que  cette  réduction  est  toujours  po&sible  ,  ou  censée 
possible,  quelle  que;  soit  la  formé  de  \^  proposée,  car  il  n'^y 
a  qu'à  en  tirer  la  valeur  de  j^C")  par  les  règles  connues*  D'ua 
autre  côté ,  on  sait  que ,  quelle  que  puisse  être  l'équation 
]^£imitlve  de  l'orde  immédiatement  inférieur,  si  b.n  dégage  U. 
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constante  arbitraire,  et  qu^on  prenne  ensuite  les  fonctions  de-', 
rivées  de  part  et  d^autre  ,  on  a  une  équation  dérivée  dans 
laquelle  la  plus  haute  des  fonctions  dérivées  de  ^ ,  ne  sera, 
qu'à  la  première  VJimension  ,  et  qui  devra ,  par  conséquent  être- 
identique  avec  la  proposée  {Cale,  dijj, ,  chap.  Ylll).  Aiii9i  ayant 
réduit  Téquation  primitive  à  la  forme 

où  a  est  la  constante  arbitraire ,  on  aura 

laquelle  en  séparant  la  partie  qui  se  rapporte  à  la  différen-. 
tiation  par  rapport  à^C"""»),  ou  à  la  dérivée  de^C"-"»),  peut 
se  mettre  sous  la  forme 

-F'  (or,  jK,y . . .  .j)rC«-»)  )  +j,r(»)  Fy«-«  =  o  , 
oùjrC»)  ry»-0  est    ^'-^(^^J^--.r^"'"0    .   ji^ù  p^„  ^j^^ 

comme  la   constante  a  a  disparu,^'  cette   équation  devra  être, 
ijdentîque  avec   la    proposée ,   puisque   là    valeur   de  y^^")  doit 
être    la    même    dans    les    deux    équations  :  donc    la  fonction 
Ji^x^y^y* ^^"""'O  est  identique   avec...  ••• 

\;^     „_   '  ^  ajoutant  de  part  et  d'autre  la  quantité 

j'C»),  la  fonction  j'C")  -f /(  x  ^  y...  .j("~«)  )  deviendra  îden- 

tique  avec  la  fonction  < — -^ — -^ ^ ^       /         "^  ; 

c  est-a-dire  ,  avec  la  fonction î: —  - 1    -. — — =^ ^ .  Donc 

l'équation 

étant  multipliée  par  F'^("r')  deviendra 
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en  sorte  que  son  premier  membre  seira  une  fonction  dérivée' 
exacte.  Ainsi  il  existe  toujours  une  fonction  d'un  ordre  infé- 
rieur k  celui  de  Tëquation  proposée ,  par  laquelle  cette  équa- 
tion étant  multipliée ,  son  preniier  membre  devient  une  dérivée 
exacte. 

Comme  cette,  propositîoii  est  fondamentale ,  et-  donne  lieu 
k  des  conséquences  impc^rtantes  qui  nous  serviront  par  la  suite^ 
nous  allons  la  considérer  sous  un  point  de  vue  plus  étendu, 

^it  toujours 

-^  («»r»y  •  •  •  -T^"- •>  j  «)  =  o. .  .(0  f 
la  primitive  de  Téquation  dérivée 

a  étant  là  constante  arbitraire  :  par  la  théorie  générale ,  on 
aura  l'équali(]in  dérivée  de  la  primitive  supposée ,  en  élimi- 
nant a  au  moyen  de  Téquation  (i)  ,  et  de^sa  dérivée  immé- 
diate , 

a  étant  regardée  comme  constante.  D'où  il  est  facile  de  con- 
clure j  comme  ci-dessus ,  que  la  fonction 

deviendra  identique  avec 

F'ix,y,y....fi-^'),ay 

en  substituant  ici  pour  a  sa  valeur  en  a: ,  /•. . .  .jrC""**) ,  tirée 
de  réquation  primitive.  Considérant  donc  a  comme  une  pa- 
reille fonction  déterminée  par  Féquation  primitive  (i)  ,  qn 
aura  potir  la  détermination  de  a^ ,  Téquation  dérivée ,  laquelle 
en  séparant  la  partie  qui  se  rapporte  k  a'  ^  donne 
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^'où  l'on  tire 

Si  donc  on  multiplia  Téquation  (a)  par  ■     ^^         ^  son  pre-* 

mier  membre  deviendra  une  fonction  dërivëe  exacte,  dont  h 
fonction  primitive  sera  —  tf  9  çn  supposant  a  déterminée  par 
réquation  (i).  On  est  donc  ainsi  assuré  de  l'existence  d'un  aiHxl- 
tiplirateur  propre  à  rendre  le  premier  membre  de  l'équation 
proposée  une  dérivée  exacte.  Il  est  encore  ais^  de  conclure  de 
ce  qui  précède  que  la  formule  générale  des  multiplicateurs  9 

3era  — t —       .        ,   puisque  —  a'9  a  ^t  ou  peut  être  regardée 

comme  une  dérivée  exacte  de  ^a.  On  peut  consBlter  sur  ce  sujet, 
2a  Leçon  treiùème  du  Calcul  des  fonctions  ^  par  M.  Lagrange. 

Proposons-nous  d'intégrer  par  le  moyen  du  multiplicateur, 
l'équation  la  plus  générale  du  second  ordre  ^ 

Pà^x  +  Qàx^  +  Ràx  ày  +  Sày^  +  Tiy  =  o. . . .  (i)  , 
laquelle  divisée  par  P  devient 

à'x  +  QAx^  +  RAx  dy  -f.  SAy^  +  T,ày  =  o . . . .  (2)  t 

'  cette  équation  multipliée  par  le  facteur  M  devient  une  diffé- 
rentielle exacte  ,  dont  nous  désignerons  l'intégrale  incomplette 
par  Aàx  -|-  B(\y  =  o  ,  et  l'intégrale  complette   par 

•  Aàx  -|-  Bày  =  Càx ,  C  étant  la  constante.  Prenant  la  diffé-* 
rentielle  de  Aàx  +  Bày ,  et  la  comparant  avec  l'équation 

M  (  d»ar  +  QAx^  +  RAx  ây  +  S^ày^  +  T,ày  )  =  o . . . .  (3)  ^ 
on  trouve  A=:Mj  Bz=MTt,  ce  qui  donne 

Mdx  +  MZé\y  =:  o  y 
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pour  l'intégrale  incomplette.  Faisant  la  différentielle  èe  cette 
intégrale ,  et  comparant  avec  (3)  ,  on  obtient  ces  conditions 

la  première  donne 

dM     ■  mMj^    ■ 

—5 —  âx  sr  MQiQx  f 

.        ...       T,iM  ,     MUT,        ,^„      „  , 

et  la  troisième  — ^= r-—  =  AW, ,  d'où 

djr  dy 

-  "v*^ — î^ 

donc  après  avoir  fait 


dx    ~       '  dj^ 

on  aura 

_-d*4.-^djr  .  ■y.-r»,... 

d'où  Von  tire 


ces  valeurs  étant  substituées  dans  l'équation  qu'on  n'a  pas  eutz 
ployée,  il  en  résulte  celle-ci , 


V 
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qui  sera  identique  toutes  les  fais  que  la  proposée  pourra  i 
venir  exacte  par  le  moyen  du  multiplicateur,  et  qui  sera 
seule  condition  qui  doit  avoir  lieu  pour  que  la  proposée  pul 
devenir  exacte  par  ce  facteur. 

Exemple  r»'.     Soit  T équation 

2  -4-  3jc'y  3lx^ 

d*x  4 • ^  dxàj  +  -»--  dy  +a;?ày  =  o  ; 

après  avoir  substitué  dans  (/) 

Ç.i=o,     R.=  ^  +  3x^        5.  =  —,     r.  =  ar'. 

cette  condition  devient 

On  peut  donc  prendre  Jlf  =  e^^r  c=:  jr»  ^  et  ^intégrale 

JMd«  +  Mr,d^  =  Cdar , 
devient 

/'do?  ^^'-^^^X  =  Cdx. 
Exemple  IL     Sait 

d'à:  — da;d^  +  ^d'y  =  o  > 

on  a 

Ç.sèo,     Jî.  = i-,     5,6=0,     r.sr^; 

la  condition  (/)  devient 
et  la  formule  (K)  donne 

Considérons  actuelltment  les  équations   différentielles  loi 
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jours  du  second  ordre ,  et  de  la  forme 

dp  -|-  Jfxl  JT  t±:  o  y^ 

dV 
où  d^  =  ~~^  9  et  P  une  fonction  de  ^  tty  eip:  soit  ft  une 

fonction  telle  qu'on  ait 

fiâp  -f*  /ijRdx  à»  dv  ; 

U'==z  C  sera  une  des  deux  intégrales  première^  complettes  de  la 
'  proposée ,  et  tout  fecteuT  compris  dam  fg^u  nt  pourra  con- 
duire qu'à,  cette  intégrale  première.  Soit  p  uh  autre  facteur 
propre  à  rendre  intégrable  la  même  équation  du  second  ordre  ^ 
et  qui  ne  soit  pas  compris  dans  la  formulé  /c  9  u  ;  en  faisant 

fAp^fPàxtzz  àty 

*=  O  sera  Pautre  intégrale  première ,  et  tout  facteur  com- 
pris dans  la  fortnule  fft  ne  pourfâ  donner  que  cette  intégrale 
{première.  Mais  ^  étant  Une  fonction  quelconque  de  y  du  (^  u  9 

fit.jt ,  il  est  clair  que  (ft, -—  <p«  +  f  ^/^  J  (  ^  +  ^^*  ) 

est  aussi  une    différentielle  exacte  ,   puisqu'elle   est    égale   à 

dj^  à-i  ,     r       . 

--j—  (p  «..du  -| — Y^/t.dt ,  q>  ety  étant  des  signes  de  fonctions.- 

Donc  i€  -~-  9  V  +  #  -r-  fi  ^^^  ^  forefulc  générale  des  fac-- 
du  ^    at 

teurs. 

Exemple,    Soit  l-équation  du  second  .ordre 

dp+S^=fo, 

■   X 
-  .  w 

pour  laquelle  on  aPr=— ^  ftz=»,  ti  ^uszpx.  Ainsi  Tune 

X 

des  intégrales  premières  complettes  ,  c'est-à-dire,  zf  =  C,  sera 

px  =  C  •  •  .(i). 
Qr  de  u==px,  on  déduit 
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9 

X 


et 

u 


+/^='-' 


d'où  l'on  tîrc  f  ^  "   =  Ix ^,  c'est-à-dire  ^ 

comme  le  facteur  -^  =  ^  n'est  pas  compris  dans  la  formule 
^<çuz=x<çp»  j  on  peut  prendre 

px 

pour  l'autre  intégrale  première  complette  de  la  proposée.  En 
sorte  qu'on  obtiendra  Tintégrale  finie  complette  en  éliminant 
p  entre  les  intégrales  (i)  et  (a). 

De  la  même  équation  u-=npx  ,  on  tire  encore 

djy=: .,     et    y=zulx'^^fàuJxi 

d'où  l'on  conclut 

fxlx  Çâp  +  ^^—\  =  pxlx—jr, 

et  ce  nouveau  facteur  xlx  qui  n'est  compris  ni  dans  x(fx 
ni  dans  --—  f  /a;  — *  -i-  ) ,  l'est  dans  .la  formule  générale 

dJ/  .     J^    d%l/    - 

du   T     ^/?»«   d/-'    ' 

où  uszpx^  et  ;P=/j:  — -^  :   car  en  faisant  4'  =  «'  j    cï^ 

px 

sorte  que  <p  «  =  I  ,  //  =  I  ,  on  a  -^  6=  f;  -^=  w  ,     et   U 
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formule  précédente  deviept 

■  -    y  y      '    , 

V         V 

Nous  nous  bornerons  à  ce  seul -exemple. 

Mous  allons  reprendre  rintëgratîon  des  équations  linéaires 
par  un  facteur. 

Pour  commencer  par  le  cas  le  plus  simple ,  supposons 
Téquation  ^  ' 

et  soit  T  le  facteur  qui  la  rend  intégrable ,  r  étant  une  fonc- 
tion de  la  seule  variable  x  et  de  constantes  ;  on  aura 

Pff-d/"-|-Çryda:  =  Xràx  : 

comme  le  premier  membre  est  une  différentielle  exacte ,  son 
intégrale  ne  peut  différer  de  pTy  que  d^une  fonction  de  x^ 
et  de  constantes  qde  nous  désignerons  par  S.  Donc 

d'où  Ton  tire 

d.P(7 


expression  qui  serait  absurde  ,  si  l'on  n'avait  pas 

et  consëqaemment 

Qr— -j--«o,     d'où  -p;-  =  :V' 
qui  a  pour  int^égrale 

/Qàx 
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d'ailleurs  de  d5  £=  o  ^  on  conclut  iSfzscoDsI.  Donc  la  propose* 
a  pour  intégrale  P^y  -|-  CzszfXràxf  c'est-à-dire  , 

/Qàx  /'Qàx 


+  cl 


résultat  obtenu  (  pag.  iQq  ). 

Considérons ,  en  second  lieu ,  Téqiiation  linéaire  du  second 
ordre 

traitée  (  pag.  248  et  049  )  :  en  la  multipliant  par  Vdx ,  a-  étant 

tOQJonrs  une  fonction  de  a?,  on  trouve 
•   - 

Pr  ^  -J.  Ç  r  djr  +  B  .-yàx  =s  X^^a). ...  (a)  > 

dont  le  premier  viembre  est  ^  par  hypQthè«e  ,  une  différentielie 

dr 
exacte  :  il  aura  donc  pour  intégrale  Pr  -—- ,  plus  nnè  fbnc- 

tion  de  ^ ,  a:  et  de  constantes  ,  que  nous  désignerons  encore 
par  S\  et  par  conséquent 

P^^  +  QTAy  +  Rryàxz=:à(p,^^S^ 

d'où  Ton  tire 
et  en  intégrant 
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T  ne  devant  renfermer  que  la  seule  variable  x  et  des  conftt- 
tantes.  En  difierentîant ,  il  vient 

«n  comparant  les  deux  valeurs  de  d»9 ,  on  trouve 

■     ^-=(^'-^+^)^- 

or  T  ne  devant  renfermer' que  « ,  on  doit  avoir 

^' lt-+-d^  =  '""-^^\* 

d^ou  Ton  tire  dT=:o  et  2  =  constante.  Il  suffira  donc  de  frouy^'' 
une  valeur  de  o-  qui  satisfasse  à  l'équation  (S),  laquelle  ne  pourra 
^tre  qu'une  fonction  de  x,  parce  que  l'équation  (2)  devenant 
il'après  (3)  ,  après  avoir  remplacé  «S  par  sa  valeur  (4)  9 

on  aura  celle-ci , 

qu^on  sait  intégrer,  puisqu'elle  est  linéaire.  Si  au  lieu  d^une 
valeur  de  r^  on  en  trouvait  deux ,  on  obtiendrait ,  en  les  subs- 
tituant dans  (€),  les  deux  intégrales  premières  de  la  proposée, 

dr  .   X     .  •      .y 

«t  pa(  l'éliminatîojii  diÇ  rj-r  9  on  repasserait  à  Pintégrale  compUtte 

■QX 

Nommons  ^J/da:  le  facteur  propre  à  rendre  intégrable  l'équa- 
tion (5)  qui  revient  à 

/»  dÇ    ^    d»P\  /^  AP\    dcr     ,    _d'a.  .. 

C^-dj-t-d^0'-"C^~'dr)d7+^d^»="--^ 

nous  trouverons ,  en  opérant  comme  nous  venons  de  le  faire 
sur  la  proposée,  où  il  faudra  supposdi^:=::Oi  cette  intégrale 
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immédiatement  inférieure , 

'■*-È-L(e-ë)++'ë]'="-' 

I 

le  facteur  -^  étant  donné  par  Téquation 

qui  n>st  autre  chose  qild  la  proposée  dans  laquelle  on  aurait 
fait  J^  =  o  :  d*où  il  suit  •  comme  on  le  sait  déjà  (  Cale.  int.  , 
pag.  258 ,  269  )  9  qu'on  aura  Fintégrale  finie  complette  de  là 
proposée ,  si  Ton  sait  obtenir  celle  de  la  même  équation  dans  le 
cas  de  X=  o. 

On  démontrerait  d'une  manière  absolument  analogue ,  que 
rintégration  de  Téquation  linéaire  du  troisième  ordre  , 

dépend  de  celle  de  * 

proposition  qui  s'étendrait  à  Téquation  linéaire  de  l'ordre  n. 

On  peut  encore  voir  sur  l'intégration  des  équations  linéaires  ^ 
la  méthode  indiquée  par  Dalembertj  dans  son  excellent  traité 
de  la  Cause  des  vents ,  et  sur  la  matière  de  ce  chapitre ,  an 
Mémoire  sur  V intégration,^  par  M.  Franchini,  de  V Institut  de 
Rome  ,  etc. 

^ous  ferons  ici  une  remarque  importante  qui  n'a  pas 
échappé  à  M.  Dubourguet,  qui  la  présentée  avec  beaucoup  de 
développemens  dans  son   Calcul  intégral, 

Mous  avons  démontré    (  Cale.  dijf.  ,  chap.  VIII  )  ,    qu'une 
équation  différentielle  de  l'ordre  n ,  comporte  toujours  n  inté- 
grales de  l'ordre  immédiatement  inférieur  ^  nous  ajouterons  ici 
que  le  nombre  de  ces  intégNrales  toutes  différentes,  peut  excédera  ; 
,  c'est  ce  que  nous  allonr  montrer  par  un  exemple. 
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Soit  Tëquatron 

(i — x^  d?y  —  3d'j^da;  =  o •  (0- 

on  en  déduit  ces  intégrales  successives 

(  1  —  a?  )  d^  —  â  djda:  +  2.  Cix*  =  o.  .  .  (2)  , 

ày  —  xdy  «— jdx  «4-  a  Cxdx  -[-     C*ix  =  o.  .  .  (3) , 

^  —  aî)r^4"  ^**  H"     C'a:    -{-     C^     =  o.  .  -  (4)- 

Prenant  dans  chacune  ^es  équations  (3)  et  (4)  la  valeur  de  C , 

^t  les  substituant  dans  (st) ,  on  obtient  ces  deux  équations  du 

second  ordre , 

X  (i  — a:)d»j  — («+  i)  dyda:+  (^y-^  C  )  dx»  =  o...(5)  , 
jt*  (  I  —  «)  d*^  —  ^x^àydx  —  ^yàx'*  -f^  2  xyAx"^ 

—  SL  C'jcda;»  -^  a  C'Ar»  =  o...(6)  ; 

éliminant  entre  ces  deux  dernières  équations  la  constante  arbi- 
trairç  C* ,  il  vient  eelle-<i , 

«*  (  a:  — I  )  d'y  +  2  xd^-da:  —  a  (j  -^  C^)  dx*  =  ©....(y)  : 

of  les  trois  équations  difTérentielles  -(2) ,  (5)  ,  (7)  dont  chacune 
ne  renferme  qu'une  seule  constante ,  étant  différentiées ,  repro- 
duisent la  proposée  qui  admet  donc  ces  trois  intégrales  premières. 
Maintenant  sous  F  hypothèse 

ày  =  ^da?' ,       d'où     d^^  =  izàx^  , 

la  proposée  ^viént 

QZ  3  da? 

(i  -T-ar)  d^— 3  zàx  =  o  ,       d'où    =  ■  , 

~     M  t  —  X 

qtti  a  pour  intégrale 

r(i— ar)3  =  0'%      ou    (i  —  a;)3dy  =  C'"dx«....  (8)  ; 

on  trouve  encore  cette  intégrale  différente  des  quatre  précédentes , 

(i  — xy  ày^^àyàx-^-  xàyàx — jdx*  *+•  C"da;*==o...(9). 

Si  entre  ks  trois  équations  (2),  (8)  et  (9)  on  élimine  dy, 
on  aura  deux  équations  du  premier  ordre ,  et  par  l'élimination 
de  dy,  on  obtient  l'équation  finie. 

18* 
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CHAPITRE    XL 

De  r intégration  par  approximation  de$  équations 

différentielles. 

Lorsqu'une  équation  difTérenlîelle  du  premier  ordre,  n*est 

întégrable  exactement  par  aucun  des  procédés  exposés  (chap  IX), 

♦  on  a  recours    soit  aux  constructions  géométriques ,  soit   aux 

séries  qui  doivent  être  convergentes  pour  que  la  quesûoa  soit 

résolue^ 

i**.     Des  constructions  géomitriquex. 

Il  est  toujours  possible  de  construire  une  équation  cUfférenr^ 
tielle  du  premiei:  ordre ,  telle  que 

r 

Supposons  que  la  constante  due  à  Tlntégration ,  soit  déterminée 
par  la   condition   qu^à    x  =  a  corresponde  y  e=zb  :  (ox    aura 
par  ces  coordonnées  un  point  de  la   courbe  cherchée  ,   et  en 
résolvant  la  proposée  par  rapport  à  j'',   on  connaîtra  l'incli- 
naison de  la  tangente  à  la  courbe,  au  point  dont  les  coordonnées 
sont  a  et  b  ;  soient  donc  jiP  =.  a  ,  PM=zb  ;  le  point  M  sera 
sur  la  courbe  ,  et  la  droite  MM^  menée  sous  un  angle  avec 
Taxe  u4Xj  ayant  pour  tangente  la  valeur  de^',  représentera 
la  direction  de  l'élément  de  courbe  au  point  M.  Si  l'on  prend 
un  point  M*  assez  voisin  de  M ^  pour  qu'on  puisse  sans  erreur 
notable  ,  regarder  l'élément  de  droite  MM'  comme  l'élément  de 
la  courbe,  AP'z=:a^  euP^]\J';=y  seront  detix.  nouvelles  coor^ 


t)E  Calcul  iJstixrAl.  li-rè 

tkotlnéeâ  qii'on  reportera  pour  x  et  j  dans  la  pto posée  ,  et 
on  en  tirera  une  autre  valeur  de  y'  qui  fixera  la  position  dç" 
la  tangente  en  M'.  En  continuant  de  cçite  manière ,  la  courbe 
tigoureuse  sera  remplacée  par  le  polygone  MM'M^^  • .  • .  lequel 
différera  d'autant  moins  de  cette  courbe  que  les  intervalles  PP, 
PP'f,  etc.  seront  plus  petits.  On .  voit  par  là  que  comme  le 
point  M  est  pris  arbitrairement ,  Téquation  différentielle  da 
premier  ordre  rejprésente  ùnte  infinité  de  courbés  :  c'est  utie 
conclusion  à  laquelle  nous  étions  déjà  parvenus  (^Calc.  ,diff.^ 
chap.  VIII,  pag.  io4)  7  en  regardant  l'équation  différentielle 
comme  le  résultat  de  l'élimination  d'une  corfstante  entre  la 
primitive  et  la  dérivée  immédiate  ;  d'où  il  suit  que  la  dérivée  du 
premier  ordre  a  une  signification  plus  étendue  que  la  primitive. 

Autrement ,  on  pourra  tirer   de  Péqùation 

et  de  sa  dérivée,  les  valeurs^de  y  et  y^  en  fonction  dé  x  tly^ 
et  .les  substituer  dans  l'expression   du  rayon  de  courbure  :  ert 
sorte   que  pour  x^=:a  et^s=:^,    on    connaîtra   le    rayon  du 
cercle  osculateur  en  M\  ayant  donc  tracé,  comme  ci-dessus  , 
la  taifigente  MM'^  on  lui  rnenera  en  M  la  perpendiculaire  ÎMÉj 
égale  ad  rayon  de  courbure ,  et  de  /î ,  comme  centre  ,  avec 
ce  rayon  ,  on   décrira  un  arc  de  cercle  MM\  On  regardera  le 
point  Mf  comme   éliant  sur  la  courbe  ;   et  comme  ses. •coor- 
données ô'  et  1/   seront  connues  ,  on  aura  le   rayon  de  cour- 
bure  en  3fP  :  en  sorte   qu'on   pourra    décrire    l'arc^  du  cercle 
osculateur  en  3i',    et  ainsi  de  suite.  Par  cette  uouvellt!   cons- 
truciîon ,  la  courbé  rigoureuse  set-a  remplacée  par  celfe  formée 
des  petits  arcs  de  cercles  osculateurs ,  et  cette  courbe  sera. une 
liinîte  plus  approchée   que  celle    qui   résulte  des  intersections 
fiuccessives  dès  tangentes. 


276  Leçons 


ia*.     Intégration  par  les  séries^ 
Exemple.     Soit  Téquation  différentielle 

dy 
en  en  déduira  -^zzzy'  et  les  coefficiens  différentiels  succès^ 

sîh  yH^ y, .  •.  pour  les  substituer  dans  la   série  de  Taylor^ 
qui  deviendra 


I» 


.•3 


+|7n7i(« — i)*"*"' — 7nwj;"""»+TOx"— j^}  — ^-f-etc.j 

supposons  que  ,  pour  a:  =  û  ,  ^  ou  y  prenne  une  valeur  h  i 
on  aura 

y"=  mn  (n  —  i  )  a^'^^'^mna'*^*  -f-  /na»  —  ^....etc. , 
et  conséqucmment 

y"(a+/)=^  +  (772û'»— 3)z-}-(mna""-«— 772fl"  +  3) f-eic, 

en  changeant  £  en  x  —  a,  on  obtiendra  l'intégrale  en  série ^ 

fx-zi h  +  (ma'^ — ^)(a; — a)  +  (mna"^-"^ — ma'»+  b) ^ 

fx ûV 

+  {772n(7i  —  i)a""-'— m/îû^-'  +  ma'» — /^)j  -^ _^-|-ctc% 

Nous  allons  rechercher  la  même  intégrale  par  un  autre 
procédé  ;  ^n  supposant  toujours  que  pour  xz=za  ^  on  ait^==^  f 
€1  Ton  pose 

x;=:a  -^^  t  j    y  z=:b^u  ^ 
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3  faudra  que  pour  ^  =  o ,  on  ait  u  =  o  :  la  proposée  devient 
alors 

dtt+(^-f-.a)d^=:m(û  +  /)"d/, 
€t  on  supposera 

Il  =  ^/«  +  JB/-^  >  +  <:/•+*  +  etc. , 

«,  y^,  £,  Ct  etc.  étant  des  indéterminées  que  nous  allons 
évaluer  :  à  cet  effet ,  on  obtiendra  par  la  différentiation  une 
valeur  de  dw  dont  la  substitution  dans  la  proposée  donnera , 
après  la  division  par  ât , 

«^^''— ^  +  (ct+i)jB/*-f  («+2)C/«-^^+etc. 
+  h       +  At*+  i?^«-*-^+etc. 


n                          wfn-r")  )  = 

—  a^-*t  — m.-^ iar-^i^-^  etc.    1 


—  ma* 

1.2 


—  etc. 

L^hypothèse  «  =:  i  sous  laquelle  tous  les  termes  placés  verti* 
calement ,  deviennent  semblables  ,  donne  pour  les  coefficiens  ^ 
les  mêmes  valeurs  que  ci-dessus. 

Lorsque  Fintégrale  ne  doit  pas  procéder  suivant  les  puissances 
entières  et  positives  de  oc ,  on  la  supposera  généralement  de 
cette  forme 

y  =  Jx*  +  Bx^  +  Cx^  +  etc. 

Pour  déterminer  les  exposans  aj  0^  y,  etc.  ,  ainsi  que  les 
coefficiens,  ji  j  B^  C  j  etc. ,  on  déduira  de  Thypothèse  les 
coefficiens  y^  y^^  j("%  •  •  * .  et  on  les  substituera  dans  la  pro— 
posée  que  nous  supposons  toujours  du  premier  ordre  ,  et  qui 
devra  devenir  identique  :  ordonnant  suivant  a: ,  et  comparant , 
on  aura  des  équations  pour  la  détermination  des  exposans  et 
des  coefficiens. 

Exemplt.     L'équation  dérivée 
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donne 

(  I  +  A^x'*"  '  +  B^x^"  '  +  etc.)(/^^*  +  JBa;^  +  elc.)  =  i, 

et  après  les  opérations 

+  Bx^ 
Jonc 

2a  —  1=0,        «ft-j-/3— i;=a,        CL  '\'  y-^l  =  /3  ,  etc.  , 
d'où 


o> 


I  3 

~  y       /3  =r:  I  ,       y  =r ,    etc.  , 


valeurs  sous  lesquelles  les  termes  qui  composent  les  colonnes 
verticales ,  deviei^ient  semblables  :  il  faut  donc  qu'on  ait 

^»ût  ==  X  ,     AU  (a  +  ^)+^  =  o,etc, 
d'où 

A=>/2.,     B  = ^T-;     C  =  --v^2,  etc.j 

et  cciiséquemment 

y- :=  X '^  y/  'J. x  ^  -j -7  x^  yj  2.  —  etc.  ; 

inlé^nile  qui  ne  contient  pas  de  constante  arbitraire  :  poiir  lui 
donner  plus  de  j»éncralitë  ,  on  fera  connue  ci-dessus  , 

x-=z  a  •■{'  t  ^     yz=:h-\'U'^ 
en  sorte  que  la  transformée  de  la  dérivée ,  sera 

(1    -fi.')    (i  +«)=.!, 

et  ou  suppcscra 

u  =  .L'*  -i-  i?^^  +  Q*  rt-  etc.  j 
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puis  dans  l'Intcgrale 

1.    ,  2.      1         11, 

u:^t^}/z  - — 5-  t»  -\ —  /a  y  2  +  etc.  : 

o  10  f 

on  remplacera  i  par  a;  —  a  et  w  par  y  —  b.   Ainsi  à  «  =  t7  ^i 
correspondra  y  =  b. 

On  peut  aussi  approcher  de  l'intégrale  à  l'aide  des  fractions 
continues  ;  mais  Tabondance  des  matières  que  nous  avons  à 
traiter  et  les  bornes  de  cet  ouvrage,  ne  nous  permettent  pas 
d'entrer  dans  ces  détails. 

Pour  tes  ordres  supérieurs. 

Les  procédés  que  nous  venons  d'exposer  sont  encore  appH-*- 
cables  aux  équations  dérivées  des  ordres  supérieurs ,  auxquelles 
nous  allons  les  étendre  en  commençant  par  les  constructions 
géométriques. 

1".     Des  constructions  géométriques. 

Uéquation  différentielle  proposée  étant  du  second  ordre  et 
représentée  par 

ff 

après  avoir  choisi  un  point  arbitraire  M  pour  un  des  points  de 
la  courbe  ,  il  faut  encore  prendre  une  droite  quelconque  MM'  Fig.  2« 
pour  tangente  en  M  ;  cette  double  condition  emporte  deux 
constantes.  Ainsi  connaissant  x:=z  j4P=a  ^  jr=PM  =  bj 
y*  =  MTXt^.  772  ,  on  tirera  de  l'équation  de  la  courbe  la  va- 
leur de  j'^' ;  et  conséquemment  on  connaîtra  la  longueur  du 
rayon  de  courbure  en  x  ^  y  ^  y'  \  comme  il  doit  être  perpen- 
diculaire à  la  tangente  en  M ,  on  aura  son  centre  :  on  pourra 
donc  décrire  le  très-petit  arc  de  cercle  MM' ,  Le  point  M'' 
«le  cet  arc  étant  supposé  sur  la  courbe,    on  prendra .i 
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a?  =  j4P  +  PP'  =  a  +  /i| ,  ûi  étant  une  quantité  tris-petite  ^ 
puis  pourj'  et^  l'ordonnée  P'M%  et  la  tangente  en  M'  dans  le 
cerdle  :  on  aura  ainsi  une  seconde  valeur  de  j^",  et  consëquem* 
nientle  rayon  et  le  centre  d'un  second  (fercle  osculateur,  et  ainsi 
de  suite.  De  cette  manière ,  on  aura  une  courbe  formée,  d'une 
suite  d^arcs ,  dont  la  courbe  intégrale  sera  la  limite. 

On  peut  encore  employer  les  paraboles  osculatrices  y  comme 
nous  allons  le  montrer.  Ayant  pris  arbitrairement  un  premier 
point  dont  l'abscisse  soit  a  et  l'ordonnée  soit  ^^  on  formera 
l'cquation 

y  ^^h  z^  A  {^x  —  /i)  +£!(a7  —  fl)*, 

qui  appartient  à  une  parabole  passant  par  ce  point  :  en  la  dif-« 
férentiant  deux  fois  de  suite ,  on  en  tire 

t 

àx  àx^  ^ 

mais   le  coefficient  A  est  une  constante  qu'on  prend  aussi  à 

volonté,  et  alors  le  coefficient  JB  se  déduit  de  la  proposée ,  après  y 

dy 
avoir  remplacé  a;,,  y,  jr'=  -/^  par  a  j  b  et  A  :  on  pourra  donc 

construire  la  première  parabole  osculatrice  en  M^:  on  calcule 
la  valeur  de  l'ordonnée  PM^  de  cette  parabole ,   et  celle  de 

—^ —  pour  un  point  M'  très-voisin  de  M  ;  puis  mettant  ces  va-* 

leurs  dans  l'cquation  différentielle  ,  on  en  déduit  une  nouvelle 

valeur  de  j—  que  nous  représenterons  par  2.  Bi,  On  a  donc , 

U  X 

en  posant  AP  =  a, ,  PRP  =  J, ,    -p-^=^, ,  cette  équation 

y  —  h,=:A,(x  —  ,7,  )^  B,(x^a,y^ 
delà  parabole  osculatric  ca  M' ,  et  ainsi  Je  fuite. 
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:t^.     Intégration  par  les  séries. 

Le  procédé  le  plus  général  consiste  à  prendre  encore  pour^ 
une  série,  dont  les  exposans  et  les  coefficiens  sont  indétcr-# 


minés. 


Exemple  I*'.     Soit  l'équation  du  second  ordre 

dy  4-  axyàx"^  =  o  : 

îl  s'agit  de  trouver  y  en  x  par  une  série.  Supposons  la  série 
ascendante  ,  et  soit 

j=:x^(^A  +  jBx'»+»  +  Ca;'"**-4  -}. Dx^'"*'^+  £a?4«-^8  H-  etc.)  ; 

on  en  déduit 

dV 

~^=:a(a— 0^a;*"'^(A  +  n  +  i)(A+7i  +  i)J?a?^'*"»+  etc. 

axy=z  aAx^'^  ^ '\' eic,  , 

Ainsi  par  la  substitution  dans  la  proposée ,  celle-ci  donne 

A  (a —  1).-^  =  0  ,  (a+"  +  2)(a  +  n  +  i)  j5  +  flv^  =  o,  ete.j 

la  première  équation  ne  doit  pas  servir  à  déterminer  A  qui 
est  une  constante  arbitraire  dont  les  autres  coeflTiciens  sont  des 
fonctions  :  elle  donne  x  =  o,  >=:i  ;  considérons  d'abord  A=o  y 
on  aura  ces  valeurs' des  coefBciens  J5,  C,  D,  etc., 

j^_  a^  Cx=z———^ 

""      1.2.3  (n+i)  (2IÏ  +  3)  C3n  +  5)  (/ï  +  2)^'  ^*^'' 

ce  qui  donne  une  première  intégrale  incomplette  ,  puisqu'elle 
ne  renferme  qu'une  constante.  Considérons  ensuite  a  =  i  , 
et  désignons  par  u4\  J5^,  6',  etc. ,  les  valeurs  correspondantes 
des  coefficiens  A  j  B  ,  C  ^  etc. ,  dont  le  premier  reste  toujours 
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arbitraire  :  en  aura 

D'= t£ ; ,, 

i.2.3(«-|-3)(2/ï+5)  (3/1  +  7)  (/i  +  :i)^' 

ce  qui  Jonne  une  seconde  intégrale  incompleite  ,  laquelle 
ajoulée  à  la  première  donne  pour  intégrale  complette  , 

(iH). .  ..J  =  u4     +  Bx"-^^  +  Cr  ^«+4+  Da:3«+6  ^  etc. , 

+  ^'a;+ J5'x"+3 -|-C'x^«'+-5_|^Z}'a?3"-+-7+ etc. , 

ou  ^  cl  A'  sont  les  deux  constantes  arbitraires,  e^  B  ^  B'  ^ 
C,  C  j  etc.  en  sont  des  fonctions. 

La  série  x  est  convergente ,  lorsque  l'exposant  »  +  2  est  un 
nombre  entier  positif,  et  que  x  esX  une  très-pelite  quantité. 

On  ne  pourrait  supposer 

j-  =  ^ar*  +  2?^*-"*-^  +  6'a'^-"-4'+etc., 

; 

d'r 

parce  qu'après  en  avoir  tiré    -~   el   substitué  cette  valeur,  et 

Cl  %Xf 

celle  de  /  dans  la  proposée  ,  le  résultat  n'offrirait  pas  de  termes 
semblables ,  sans  détermination  de  n. 

Si   l'on   avait  tî  =  —  :>  ,    les  coefficiens  jB  ,    C ,   D ,   etc.  , 
B^j  6',  D',  elc.  seraient  infinis  ;  mais  alors  on  supposerait 

y^zax"  ^    d'où   dj'irraAo;^"*  d:c,     d'^— «^(a  —  l)a:^""^Jx% 

et  par  la  substitution  dans  la  proposée  ,  on  trouve 

a(a— i)4-a  =  o, 

équation  qui  donne  deux  valeurs  de  a  que  nous  désignerons 
par  A  et  a'  ;  en  sorte  qu'on  aura  deux  intégrales  incomplettes 
dont  la  somme 


^      I      ^  ^K 


y  z=z  ux    -j-  (îx 
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sera  Tintégrale  complette  de  la  proposée  9  0  et  ^  étant  les  deux 
constantes  arbitraires.  Ces  racines  A,  A'  peuvent  être  réelles 
inégales  ,   réelles  et  égales  ou  imaginaires. 

Exemple  II.     Intégrer  par  les  séries  l'équation 

«*(«  +  3x")  ày  -f.  a?  (<?  +  kx"")  da;dj+  (/■+  ^x")j^dx*=  o, 
on  posera 

jy  =  yix^  +  i?a;^  +  ''+Ca;^+'^'»  +  Dx^'^5''+etc., 

tirant  de  là  les  valeurs  de  y^  ày  et  ày  pour  les  substituer  dans 
la  proposée  ,   on  trouvera 

o  =  [a  Ca—  i)  Aa  +  xAc-^Àf]  a:^+  [(^-f.  /2)(a+'i— 0  ^^ 
4.   x{x-^i')Ab+(^x  +  n)Bc  +  },Ak-\^BJ+Ag'\x'"^'^ 

+  [(a +  0,2)  (a+  272  — l)Ca+  (A  +  /ï)  (a +  71  — i)jB^ 

+  (A  +  271)  C'c+(a  +  72)1?A+<:;/+ J5^]a;'^"*"^'*  +  etc., 

équation  dont  il  faut  égaler  chaque  terme  à  zéro,  ce  qui  donnera 
d'abord 

A  (  A  —  1  )  Aa  -{-  xAc  -^  Af=i  o  ; 

où  A  est  une  constante  arbitraire  ;  la  quantité  A  sera  donc 
donnée  par  une  équation  du  second  degré  ,  et  aura  les 
deux  valeurs  A  et  a'  auxquelles  correspondront  les  coefficiens 
A^  B  j  C. .  ..j  A^ ^  B^  ^  C . . . . ,  dont  les  premiers  A  et  A' 
seront  arbitraires  ,  et  les  autres  en  seront  des  fonctions  :  la 
somme  des  deux  valeurs  correspondantes  de^,  formera  donc 
l'intégrale  complette  de  la  proposée. 
On  pourrait  supposer 

et  en  procédant  comme  on  vient  de  U  voir ,  on  trouve  pour  la 
détermination  de  a  ,  l'équation  du  second  degré  , 

a(a  —  i)  3  4- A&  +  ^=  o  ; 
de  sorte  que  A  comnorte  encore  deux  valeurs. 
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Exemple  IIL     Soit  Tcquation 


dx 


a 


=  /5r~-*r, 


qui  est.comprise  dans  celle-ci  ^  -p-^  -j-  )P^=:0  9  sur  laquelle 
nous  avons  promis  de  revenir  (  pag*  24S).  En  faisant 

on  aura  une  lran<;forméè  qu'on  ne  pourra  ordonner  que  de  la 
manière  suivante  , 

{7onime  le  terme  A  (a  —  i  )  Ax^  ^  est  seul  de  son  espèce  ,  ^ 
îi  faudra  égaler  son  coefficient  à  zéro  ;  en  sorte  qu'on  peut 
donner  à  A  Tune  ou  l'autre  de  ces  valeurs  A=  o  ,  a=  i  ;  de 
plus^  il  faudra  prendre  ^Lz=m:  en  nommant  A\  B\  etc.  ,  les 
coefficiens  qui  répondent  à  a  =  o,  Â'^  ^  jB",  etc.  ,  ceux  qui 
répondent  à  a  r=  i  ;  on  a  pour  déterminer  ces  coefficiens  , 

»?(TO-i)y?'=/3.^%  2.m{p.m-i')a=^B'^  3m(3m'i)D'=^C',etc. 
{m+  i)mB'f  =  ^Aff^   (2772+1)  27726//=  ^JS//, 

(3771  +  0  37721)'/==  /3  C//,  etc.  : 

ainsi  les  coefficiens  A\  AU  restent  indéterminés,  c'est-à-dire, 
qu'ils  représentent  les  deux  constantes  arbitraires  :  on  a  donc 
l'intégrale 
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-A'  +-i££L-+  ^'^'" 


Oiltt 


mijn  —  i)  a.rn^{m  —  i)(:i/w  —  i) 


•(2)1 


7n(m+i)  2m^(m4-i)  (am  +  i) 

^  a.3wi'(m  — i)(*m — i)(3in — 1) 

a.3m^(m-f-i)(2m  +  i)(3772-f-i)  • 

cette  formule  est  en  défaut  pour  7/ï  =  o  ;  mais  alors  la  proposé* 
qui  devient 

do:*  x^    ' 

est  satisfaite   par  r  =  â?^ ,  A  étant   dbriné   par  t^quation  du 
second  degré  a(a— -i)=i6de  laquelle  on  tire 


en  sorte  qu^oti  trouve  pour  Tinté^i-alé  compictte 

Si  i8  -f-  — -  est  une  quantité  négative  =  —  a*  ;  à  cause  de 

âî±*^"*^=:c<ii.#it±:  ^  — I  5iii.«/ir  (*),   on  a  pour  inté- 
grale complette , 


tnCc  COS.  y^^JLlx  +  O  m.y  ^'^•^lx\\/l^* 


(*)  Oh  a  iici»  V^—  '  =  ±  «  V—  I  ^-^^  =  ^«—  *  V-^ "-^z  donc 


4 
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SJ  ^  j.  JL  =  o  •  alors  A  = ,  et  on  trouve 

ce  qui  n'est  qu'une  valeur  particulière  de  z  :  mai*  tn  supposant 

7  ..1. 

;^  = 1-  ^,  et  alors  ^  doit  être  zéro  dans  le  résultat  du 

calcul  9  on  a 

or  y  d'après  la  note  précédente , 


a:     ^=5     ^**=  I  — . 1 ^— ^^ etc.  T 

.1  2 

donc 

posant  C=c-] — ^,C=c  — — T^^  on  aura  C4^C=2c^ 
C  —  C  :i=  -^  ^  et  conséquemment 

intégrale   complette  de  la  proposée.  -  '  - 

En  désignant  par  i  un  nombre  entier  positif,  on  remarqué 
que  la  formule  (2)  est  encore  en  défaut  pour  irh." —  i  =  o,  et 
pour  zm  -|- 1  î==  o  :  et  comme ,  dans  chacun  de  ces  cas,  il  arrive 
que  des  coefficiens  deviennent  infinis  ,  on  doit  conclure  de  ce 
qui  précède  ,  que  l'intégrale  doit  renfei*mer  des  logarithmes^ 
Soit,  par  exemple,  m  p=  i  ,  en  sorte  qu'on  ait  à  intégprer 
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djc*  a? 

la  formule  (2)  donnera  Tune  des  deux  val^ufs  de  z  ,  savoir  : 

is,t=:Alfx  +  jB"a:'«+'  -j-C//-c»"»+»  +  etc. , 

où  5^,  C^/,   etc.  sont  données  en  AfI  et  en  nombres  ^  cl  on 
supposera 

z  =  zjx  +  A'x''^+B'x'''^i'+  C'a:'^  ■*■  ^ ^'  +  etc. , 

tette  substitution  faite  dans  la  proposée  ,  donnera 
à^Zi  .     ,      z    dzt         Zi     ,    d'^ 

éfjuation  qui  se  réduit  à 

dv         a    dz,         ir» 


d*z 
en  observant  que  5 — ^=±r/8«""'Zi  :  ainsi  il  faudra  remplacer 

dans  (3)  q  et  2,  par  les  développemens  correspondans ,  et  eil^ 
opérant  comme  ci-dessus,  on  obtiendra  l'intégrale  compleltc^ 
en  observant  que  A^^  est  l'une  des  deux  constantes  arbitraires* 

Exemple  IV.    Reprenons  l'équation 


e^ 


considérée  (pag.  aig)  9  et  dans  laquelle  A  devient -—  :  on 

te 

s 

ke~ 
a  trouvé  —  —  -pour   l'inté£:ra1e  du   second  membre  : 

aAcos**     ^  ° 

pour  intégrer  le  premier  qui  est  dy'  yi  +/"  9    en     posant 
pz=:y'  j  on  observera  que 


it$8  Leçons 

a       ï/i  +  r" 


or      ' 


Vi+y* 

d^ofii  il  suit  qo^on  a 

Ainsi  rintëgrale  première  de  la  proposée  ^  est 


C  étant  la  constante  arbitraire  qu^on  ^étermtncfra  tfta  iùibsfcrvaitit 
que ,  dans  la  question  de  mécanique  correspondante  ^  pour 
j  =  o  ,  on  doit  avoir  y  =:  tang  0  ,   et  conséquemment 

tang  0  ï/i  +  tang»  d  +  /  {  tang  0  -f-  ï/i  -f  tang'  ô| 

h  cos*  6 

tirant  de   cette    équation   la   valeur   de   ^  ,   après   avoir   mis 

sm  6  ^ .  / — ; -     .  1  •      „.     , 

——pour  tangÔK  1  +  tang*d,   et  substituant    dans  Imte- 

grale  trouvée  ,  on  obtient 


cos'< 


—  Z{lang  i-f  V/i  +  tang'.#)  =>-;5-^^+ j 


fr     ■  .   «    I 
COS'  é) 
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Si  au  moyen  de  Téquationf^)  qui  revient  à  -4-=  —  — : • 

•'  ^  ^    '^  da:  2hcos*$' 

oii  éfimine  de  cette  dernière  équation  la  quantité^*   ,     on 
obtiendra  celle-ci  , 

tTans  làquéllie 

Quoique   dans  rëq|jation    (^  ,   les  variable  soient  séparées , 
néanmoins  on  n'est  pas  encore  parvenu  à  en  obtenir  Pintégrale 

exâdemëiit ,  si'ce  n'est  dans  lé  caî  particulier  de  -r-==  o.   En 

«ffet ,  si  Ton  multiplie  les  deux  ttiemKré  de  (/))  par  le  déno- 
minateur y  ce  qui  donne 

«t  qu'on  introduise  dans  ce  résultat  l'hypothèse  précédente  ^ 
on  aura 

^  a^icosV         ' 

«i^'àâoti  dohV  l'întégrîiTé  se  présenté  d'elle-même. 

Il  faut  donc  ,  en  général ,  se  borner  à' chercher  dés  inlegit^alefi 
approchées  dés  équations  {É)  ou  (C). 

Sî  l'on  repréiscnté  pai^  une  séuTé*  lettre  P  la  partie  dû'déhb- 
mllbateur  de  (27),  qui  n'est  pas  alîéctéé  de  la 'quantité  k\  ce 
qui  donne 

die  djjr' 

A  cos'  4 
;  '9 


2r)o  Leçons 

et  qu^on  développe  le  second  membre  en  une  suite  infinie  , 
on  aura  •  •    ' 

—5-=  — 4>    < î î ^H Tï -P*»  etc.  >,  .-^ 

.■  .  ■  «  ' 
suite  convergente  ,  lorsque  -r—  sera   une  fraction  très-petite  ; 

et  alors  si  on  remet  pour  P  sa  valeur ,  il  ne  s^agira  plus  que 
d'intégrer  chacun  des  termes  en  particulier,  ce  qui  sera  tou- 
jours possible.  C'est  ainsi  qu'on  pourra  vérifier  les  intégrales 
données  pag.  5  du  Mémoire  de  M.  Legendre  ^  ayant  pour 
titre  :  Dissertation  sur  la  question  de  balistique  proposée  par 
V  Académie  de  Berlin  ,  en  1782. 

On  peut  employer  l'équation  (C)  ,  et  supposer  y  égal  à 
une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  de  la  variable  x^  et 
dont  le  premier  terme  soit  tang  é  9  puisque  pour  a?  =  o,  y*  dô^t 
se  changer  en  tang  0.   Ainsi 

y  =  tang  ô,+  Ax  -f  Bx^  +  Cx^  +  etc (M)  , 

A^  B^  C,  etc.  étant  des  coefficiens  indéterminés  et  Indépen— 
dans  de  j?  :  on  déduit  de  là 

dy  =  (  y/  +  zBx  +  3  Car»  +  etc.  )  dx. 
Il  reste  donc  à  transformer  ,  d'après  l'hypothèse  (M)  ,   les  ex- 
pressions ^  V^i-J- y'*,  /  |  y'4- Ki  H- j^*}    qui    entrent    dans 
(C).   (Ft»j-^z  sur  tous  ces  détails  de  calcul,  le  tableau  ci-joint.) 

Dans  le  premier  volume  de  la  nouvelle  édition  de  la  Mécha^ 
nique  analytique ,  seconde  partie ,  sect,  5  ,   M.  Lagrange  s'cx— ^ 
prime  ainsi  :  «  Toute  approximation  suppose  la  solution  exacte    \. 
ce  d'un  cas  de  la  question  proposée  ,  dans  lequel  on  a  négligé     If 
«  des  élémens  ou  des  quantités   qu'on  regarde   comme   très-     -5 
M  petites.  Cette  solution  forme  le  premier  degré  d'approxima— * 
«  tion,  et  on  la  corrige  ensuite  en  tenant  compte  successivement 
•t  des  quantités  négligées.  » 


e  2^0. 


hypothè^ 
d'où       1 

■ 

I 

On  trf 


u4x  +  Bx*  +  etc. 


(0 


i  6  tang  ê  tang'  è       )    z« 

l/rj  ^       =: 2 ^  l ^  etc.. .  .(a) 

^  '  Il  H-  tang*  I       (i+tang»<)  î3  ^-^  ^  -^ 


y 


ang  a 


,*i 


tang'tf  )â  *"^ 


-f-ctc, 


(3) 


•g^Jct  remplaçant  z  par  la  série  que  cette  lettre 


;sel 


Egala 


) sin  é  {  -/^o?  4-  JBo?»  +  etc.  J  — .  etc. 

.}.>_etc.] 


.  / 


* 

\ 


donc 


multîpl 


sîn  6 


4h^k  cos4  6 


^     sîn  il 


j  4^3  —  etc. 


k^h^  cos^  0       aA^A  cos^  ^ 


8Atf  cos^^y^ 


etc. 


o.  %    précédente  devient 


4 


'! 
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CHAPITRE    XII. 

Des  valeurs  ou  solutions  singulières  qui  satisfont  auoc 
équations  dérii^éeSy  et  qui  ne  sont  pas,  comprises 
dans  les  équations  primitives  ou  intégrales. 

La  théorie  des  équations  dérivées ,    exposées   (  Cûlc,  diJJ,  , 
chap.  VII),    porte  naturellement  à  conclure  que  toute  valeur 
qui  peut  satisfaire  à  une   équation  dérivée  donnée  ,   doit  être 
renfermée  dans  son  intégrale  ,  pourvu  que  celle-ci  ait  toute  la 
généralité  dont  elle  est  susceptible  par  la  constar^te  qui  doit  y 
entrer.  11  y  a  néanmoins  des  équations  dérivées' auxquelles  satis- 
font des  valeurs  que  M.  Lagrange  appelle  solutions  singulières , 
et  que  M.  Laplace  nomme  solutions  particulières  ,  parce  qu'elles 
ne  sont  pas  comprises  dans  Tintégrale-complette.  Ces  sortes  de 
valeurs  se  sont  présentées  aux  géomètres  dès  la  naissance  du 
Calcul  différentiel ,  et  nous  en  avons  rencontré  une  \Ca1c.  int. , 
pag.  210)^  mais  comme  la  théorie  des  constantes  arbitraires 
n'était  guères  connue  alors,  ob  n'a  pas  d'abord  regardé  ces  valeurs 
comme  formant  une  exception  aux  règles  générales  du  Calcul 
différentiel.  Euler  est  le  premier  qui  les  ait  envisagées  sous  ce 
point  da  vue,  et  qui  ait  donné  des  règles  pour  les  distinguer  des 
intégrales  ordinaires.  Depuis,  on  a  reconnu  qu'elles  dépendent 
de  la  théorie  générale  des  équations  dérivées  ,  et  qu'elles  ser- 
vent à   la   completter.    C'est  ce  que  nous  allons  développer, 
d'après  M.  Lagrange  (^ Leçon  14*"'.  au  Calcul  des  fonctions)^ 
mais  en  ne  considérant  d'abord  que  les  équations  dérivées  du 
premier  ordre. 


A 


»Q2  I^EÇONS 

t 

Pàur  Us  dirigées  du  premier  ordre. 
Soît  donc  réquatîon  dérivée  du  premier  ordre 

qui  résulte  de  Péquation  primitive 

y  désignant  -^ —  ^  et  a  étant  la  constante  arbitraire.  Suivant 
la  théorie  générale ,  la  primitive,  donnera  la  dérivée  imipédi^te 

I 

et  il  faudra  éliminer  a  entre  les  c.quaJtions.  (2)  et  (3)  ppur  ob- 
tenir la  dérivée  (i).  Maintenant  il  est  clair  que  Iç  r^ltat  de; 
l'élimination  de  a.ser^  le  même,  quelle  que  soit  la.  ^aai;iitité«  a« 
constante  ou  variable  ,  pourvu  que  les  deux,  équations  (2)  et  (3). 
soient  les  mêmes.  Ainsi  Péqual^on  (i)  pourra  résuUerrder(2)  9. 
en  supposant  a  variable  et  fonction  de  x,  pourvu,  que.  U- dé^r* 
rivée  (3)  reste  la  même.  Mais  en  regardant. ^  commye  une  foQÇ« 
tipn  de  x.^  on  a  pour  dérivée  de  (2) , 

drFx)     ,     ,  à(Fr)  à  (Fa') 

où  a^=  -j—  :  ainsi  la  condition  dont  il  s^agit  aura  lieu  ,  si  le 

d  (Fa)    ,.         -.        n  ^    .1       •  11         î 

terme  a  — -r disparaît  ;   d  ou  il  suit  que  la  valeur  de  y, 

tirée  de  F  équation  primitive  (2),  satisfera  également  à  l'équa- 
tion (i)  en  prefi^nt  pour  a  une  fonction  de  x,,  déterminée  par 
r  équation 
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cette  eqoatiôQ  donne 


..     à(Fà)  .... 
•     fl'  =  o  •      ou    — -:t — i-  s=  O  ; 

da 

réquatîon  a'  =  o  donne  a  égal  à  une  constante  quelconque  : 
cVst  le  cas  de  IVquation  primitive  ordinaire  dans  laquelle  a 
èA  là  constante  arbitraire.  Mab  Tautre  équation 

4M«i  la^telh  le  ^f éinie):  ihèïàb'rè  est  une  Fonction  "à'tx^y'eiaj 
donnera  par  la  résolution  la  valeur  de  a  enxetjr^  et  cette 
valeur  étant  substituée  daAs  (ji)  ^  ott  anrti  une  nouvelle  éi}uation 
en  X  et  jr  y  sans  constante  arbitraire ,  laquelle  sera  nécessaire- 
ment diiTérènte  de  Téquation  primitive,  puisque  dans  celle-ci 
la  quantité  ë  Ht  Hhit  cotistanie  àrJbitl-aitè ,  'e\  ^ue  Sans  i'âiitfe 
elle  devient  une  fonction  de  ic  et  jr. 

Donc ,  en  général ,  si  où.  élimine  a  entre  les  deofx  ëquatiôns 

I 

on  aura  Téquation  qui  renferme  les  valeurs  singulières  de  jr  f 
qui  peuvent  satb&kë  i  réqtiâliôn  dérivée 

dont 

^(*vf»  *)  =  o, 

est  fintegràle  coinplette.  ÔiS  appelle  cette  équation ,  dfuaiian 
primitive  singulière ,  pour  la  distinguer  de  Féquation  primitive 
ordinaire ,  qu'on  appelle  équation  prinUtifê  complette  ou  ir/^- 
gfaîé  ^ériéràh. 
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11  faut  seulement  remarquer  que  comme  l'essence  de  cette 
équation  consiste  en  ce  que  la  valeur  de  a  est  une  fonction 
vaj-i:tble  ,  si  Fëquation  (4)  donnait  pour  a  une  quantité  cons- 
tante ,  ou  bien  une  fonction  de  a;  et  ^  qui  devînt  égale  à  une 
constante  ,  en  vertu  de  Téquation 

J^C*»/»  «)  =  o, 

dans  laquelle  on  doit  substituer  cotte  valeur ,  ou  qui  ,  dans 
cette  substitution  ,  donnât  le  même  résultat  qu'on  aurait  par 
une  valeur  constante  et  particulière  de  a ,  alors  cette  équation 
cesserait  d'être  une  équation  primitive  singulière ,  et  ne  serait 
plus  qu'un  cas  particulier  de  l'équation  primitive  ordinaire^ 
ou  de  l'intégrale  complctte  ;  c'est-à-dire ,  une  intégrale  parti- 
culière. 

Exemple  I•^     L'équation  différentielle  du  premier  ordre 
ày  V/a;*-j-j^*  —  à  — ^dj^  —  xàx  =  o  , 
a  pour  intégrale  complctte  (  Caïc.  dijf. ,  pag.  96  et  96  ) 

oij  a  est  la  constante  arbitraire.  Faisant  donc 

F  {^x  ^y  ^  a)z=:  x"^  '-^  zay  —  a*  —  b  y 
et  différentiant  relativement  à  a ,  on  aura 

d  (Fa) 


àa 


^  2jr  —  2La} 


donc  a  cause  de =  o  ,    ou  aura 

iia 

valeur  qui  substituée  dans  l'intégrale  ,  donne  la  primitive  sin- 
gulière 

x^+y^  —  3t=o; 
équation  qui  satisfait  également  à  l'équation  du  premier  ordre: 


L.\ 
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en  eiTet ,   elle  donne  ' 

j*  =  3  —  or»  ,    yy=:  —  x; 

ces  valeurs  substituées   dans  la  proposée ,   la   rendent   idcn- 
tique. 

Exemple  II.     Soit  Téquation 

I 

a  étant  la  constante  arbitraire  ,  Féquation  dérivée  relative  h  a  j 
sera 

d'où  l'on  tire 


a 


_  j(y'+.r'--^) 


x'  —  b  ' 

valeur  qui  substituée  dans  la  proposée  ,  dtnne 

et  par  conséquent 

aï*  -|-  ^*  —  3  =  o  , 

pour  réquation  primitive  singulière.  Mais  de  ce  que  cette 
équation  rend  nulle  la  valeur  de  a  dans  la  proposée ,  il  suit 
que 

n'est  qu'un  cas  particulier  de  l'équation  primitive  ;  et,  en  effet, 
la  proposée  résulte  de  celle-ci ,  sous  l'hypothèse  a  =:  o. 

Exemple  III.     L'élimination  de  a  entre  l'équation 
«t  sa  dérivée  immédiate  ,  donne  > 


\ 
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mais  si  Wn  regarde  a  comme  seule  variable  dans  la  propose^  ^ 
on  aura  a  =  -—  j^ ,  ce  qui  la  changera  dans  celle-ci , 

a?»  +  2y*  =  o  , 

qui  satisfait  à  la  dérivée  sans  être  comprise  dans  sa  primitive  ^ 
et  qui  est  conséquemmcnt  une  solution  ,  ou  une  primitive 
singulière, 

LVquation  — ^ — ^  =  o  exprime  la  condition  sous  laquelle 
réquation 

prend  deux  racines  égales  relatives  à  a  (jCàlc.  diff,^  pag.  7^,  yS); 
si  donc  à  Taide  de  la  primitive  singulière  ^  on  élimine  x  OMy 
de  la  proposée  ,  l'équation  résultante  aura  des  facteurs  égaux  : 
c'est  ainsi  que  ,  dans  le  troisième  exemple ,  la  substitution  de 
'. —  2.y^  pour  x^  dans  la  proposée ,  la  changie  daxtf  celle-ci , 

jr»  +  2,ay  +  ^»  =  (^  ^r  «)'  =  O. 

Puisque  la  constante  a  est  arbitraire ,  on  peut  considérer  U 
primitive  complette  comme  représentant  une  ip^pité  de  courba» 
qui  différent  Tune  de  l'autre  p^r  le  paramètre  a  qui  éprend 
des  valeurs  successives  et  très-rapprochées  :  ces  courbes  con- 
sécutives dont  chacune  est  le  lieu  d'une  intégrale  particulière  ^ 
se  coupent  deux  à  deux,  et  la  séné  de  cespoint<;  d'intersection 
forme  une  courbe  tangente  à  celles  là  :  mais ,  le  paramètre  a  est 
constant  dans  toute  l'étendue  de  chacune  des  premières  courbes^ 
tandis  que  ,  pour  la  courbe  de  contact,  a  çst  fonctigii  dç3 
coordonnées  des  points  de  contact.  La  tangente^  en  ce^^  poirU^ 
a  donc  même  valeur  pour  Içs  courbe^  tpuçhéesî  e|^  1^,  courbe 
de  contact  ;  d'où  il  suit  que  y  doit  rester  le  ,même  pour  a 
constant  et  a  variable;  et  qu'ainsi  le  résultat  de  l'élimination 
de  a  entre 


,      DE  CAICUI.  UfTiiCBAL.  297 

^i  est  I^  solution  singulière^  est  en  même  tems  Tequation 
de  la  courbe  qui  touche  toutes  celles  qui  sont  comprises  dans 
Pintégrale  complette. 

Supposons  Péquation 

^  i^jy^  «)  =  o, 
résolue  par  rapport  à  la  cpnsUnte  a ,  en  sorte  qu^on  ait 

ç^tte  y^lei^  de  a  reportée  daqs  la  proposée ,  la  rend  identi-» 
quement  nulle  ,  ainsi  que  toutes  les  dérivées  relatives  soit 
À  X  ,  soit  9Ljr:  on  a  donc  en  la  différentiant  par  rapport  i  x^ 
puis  par  rapport  à  y ,  ces  deux  équations  dérivées 

F'x  +  F^a  X  9'a?  =  o  , 
Fy  +  F'a  X  f7=o, 

dans  lesquelles  on  a  conservé  sous  le  signe  /^,  la  lettre  a  à 
la  place  de  sa  valeur  ^  (  a? ,  ^  )  ;  d^où  on  déduit 

;         ^'^       ,  ^y  . 

*^^      rpô"'     ^/=        F^a  \ 

(donc  puisque  F^a  devient  nul  dans  le  cas  de  la  primitive 
singulière  ,  il  s'ensuit  que,  dans  ce  même  cas ,  on  a  ^'x  =00, 
f'j(  3ç  00 .  Ce  caractère  fournit  un  moyen  général  de  trouver 
la  primitive  singulière ,  lequel  est  sur--tout  utile ,  lorsque  l'équa- 
tion primitive  est  soi^  la  ibrn^ç 

car  on  aurait  alors 

et  l'on  ne  pourrait  rien  conclure  rdaliveipent  à  la  solution 
singulière.  Il  faut  néanmoins  observer  que  toute  équation  qui 
rend  infinies  ces  fonctions  (^'Xj  ^'y^  n'est  pas  nécessairement 
une  primitive  singulière  ;  il  faut  de  pins  que  cette  équation 


1 
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que  Vz=,  o  résulte  de  l'éKmination  de  a  entre  iJ^îso  «t  él^iset» 
qui  revient  ii  djr  =  piuc  :  lors  même  que  a  né  serait  pas  cons- 
tant, t/=o  satisferait  à  Vz=zo^  pourvu  que  par  la  dtfTè- 
rentiation  de  D:=:  6  ^  on  eût  toujours  dysspdx.  Or  tfù  faisant 
varier  x^y  tta  dans  t7=o,  on  a 

qu'on  réduit  à 

djr  =  pdx, 

^cn  faisant  ç  =  o  :  si  cette  équation  donne  une  on  plusieurs 
valeurs  de  a  en  ^  et  a:  ,  ces  valeurs  étant  substituées  successi- 
vement dans  17  =  o  9  on  aura  différentes  équation  entre  x  tly 
qui  satisferont  à  V=:  o  ^  sans  être  comprises  dans  Finté^rale 
complette   £/  =  o ,   et   qui   seront  autant  de  solutions  singu- 

.  Hères  de  V=zo,  On  aurait  pu  donner  k  la  différentielle  de 
C7  =  o  9  prise  en  faisant  varier  y  ^  x  tt  a,  cette  autre  forme 

dx  =  Pày  -f.  rda  ; 

■ 

alors  si  de  l'hypothèse  r=io,  on  peut  tirer  une  ou  plusieurs 
valeurs  de  a  en  j-  et  o;,  ces  valeurs  étant  substituées  dan$  U=zOj 
donneront  encore  autant  de  solutions  singulières  de  réquatîou 
différentielle  V=z  o. 

Exemple  I*'.     Soit  la  différentielle 

,  xdx  4-  rdv 

ày  =  —  -^^  -;  -  , 

qui  a  pour  intégrale 

a?*  —  a  û^  —  fl*  —  m*  =  o  : 
les  hypothèses 

dy  dx 

s*accordent   à  donner  a  z=z  — y ,  dont  la  substitution  dans  là 


^ 
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|a'Qpos<s4  j  la  change  dans 

«•+jr»  — m>  =  o, 

seule  soliition  singulière-  àt  Tëquation  différentielle  proposée. 
Exemple  II.     Soit  Féquation  dififéreniîelle 

d^*  iy. 

Vx  ~  VY^ 

dans  laquelle   Xs=  ^  +  5jp  +  C«*  +  Dx^  +  Ex^^^. ....... 

r  =  ^-f-%-f-C^»-f- Djî-f-jE^,   et  qui   a  pour  intégrale 
(fiaki  irdii^  peg.  lyS)- 

oii  U-=:D  (a;  +^)  +  JB  (x  + /)*.  En  faisant,  pour  simplifier, 

dx       '     àr     ^     iu      àv     ,^,       .,- .  . 

X'  ^,  -r^ —  =5;.  If  y^  -3 —  =  -j —  ï=3  c/' ,  on  déauit  de. 


àx'  ^       "     ày   ^       "'    dt  dj- 

rintégrale  compleltei 


4»-     (*— jf)v/T ^ 

dy .  dxcj 

Les  hypothèses  -r-^  :=:  o  ^    -j —  =^  o.  9   donnent  les  équations 

a?— jr  =  o,     Iî=o,     JP=  Ql, 
quUl  faut  successivement  examiner.  On  tire  de  l'intégrale 

(«  -y-y 

et  comme  x^r-y  =^  o   rend  la    constante  a  infinit  ^  on  âàit* 
rejetter   cette  hypoth^Q  qui  cgodmitvà  on  cas  particulier  de 


■  _"     :-'^ 
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rînlçgrale  complette.  Les  équations  X=:  o  et  Y=:o  ne  ren^^ 
dant  pas  a  =  oo  ^  peut ent  être  des  solutions  singulières.  Or  em. 

faisant  y=o^  le  dénominateur  de  ■  /  ■   devient  F'   V^a-f-L/" 

aa  ■ 

qui  sera  nul  pour  F'  =  o;  de  même    la  supposition  X=«:> 

réduit  le  dénominateur  de  -= — ,  à  X'  Vtf-j-f/  qui  sera  nul  pour 

X^  =  o.  Bondes  équations 

r=ô,      X=o, 

ne  seront  des  solutions  singulières  qu^autant  qu^on  n^aura  pas 
en  même   tems   F  =  o  ,  X'  =  o  ;   conséquemment  les    solu- 
tions  singulières  de  la  proposée  seront  tontes  comprises  sou» 
cette  forme 

a?  =  tt,      ou    y:=iu^ 

en  prena^nt  pour  u  Tune  quelconque  des  racines  de  Péquation 

Par  les  principes  qu'on   vient    d'établir  ,    on   peut   trouver      " 
Féquation  primitive  singulière   de   toute   équation   dérivée  du 
premier  ordre,  dont  on  connaît  déjà  Téquation  primitive,  ou 
dont  on  peut   trouver  cette  équation  à  Taide   d'un  multipli-     ^ 
çateur  (  chap.  IX). 

Nous  allons  montrer  maintenant  comment  on  peut  déduire  -^ 
la   solution  singulière  de  la  dérivée  seule.  A  cet  effet ,  nouj 
examinerons  ce  que  devient  l'équation  dérivée  dans  le  cas  di 
la  solution  singulière.   Si 

^(^»  J7  a)  =o (i), 

est  l'équation  primitive  d'une  dérivée  du  premier  ofdre  ,  celle-c' 
sera  le  résultat  de  l'élimination  de  a  au  moyen  de  la  dérivéi 
immédiate  que  nous  désignerons  par 

^'(^j/i  o)=ro,,..(a). 


DK  Calcul  intégral.  3o3 

Çtîsç  par  rapport  h  à:  et  y  ^  et  la  primitive  singulière  sera  le 
l'ésultat  de  rélimination  de  la  même  quantité  a  |  au  xnoyen  de 
ia  dérivée 

lative  à  a.  Supposons  que  Ton  tire  de  Féquatlon 

valeur  de  a  en  fonction  de  x^  y  %  y' ^  ^u*^  j^  représenter»' î 
"^  <P  (*»  J^>  J"'  )  j  c^  qu'on  substitue  cette  fonction  pour  a 
clans  (i)  ;  on  aura  une  équation  en  x  ^  y^  y^  qui  sera  la  dé- 
K"ÎYée  proposée.  Ainsi  en  désignant  simplement  par  9  la  fonc— 
*^  9  (*»  ^  1^'  )  ?  l'équalion  (i)   deviendra 

tUe  sera  la  dérivée.  Prenons  maintenant  la  dérivée  de  celle-cî^ 
t  comme   ^  est  une   fonction  des  trois  variables  x  ^y  ^y  ^ 
aura  cette  équation 

'ôF'(«,j')  répète  (a),  parce   que  dans  F' (a:, y),  on  ai 

^ité  a  ou  <p  comme  une   constante;   mais  comme  d'ailleurs 

îtte  constante  a  est  remplacée  par  sa  valeur  ^,  tirée  de  U 

cme  équation  (2),  nécessairement  la  fonction  F'Ç^x^y)  est 

^entiquement  nulle  :  ainsi  la  dérivée  (4)  se  réduira  simple— 

cnt  à 

quelle  se  décon;)pose  en  9'  =  o  ,  jP^  =  o  ;  la  première  de 
ces  deux  équations  ,  «avoir  9'  =  o ,  c'est-à-dire  , 

^t  une  équation  du  second  ordre  qui  donne  y^l  en  x^y  eiy^  i 
celle  équation  a  pour  primitive  <çi  =  a  qui  est  une  constante 
^Ailraire  :  ainsi  en  éliminant  y  entre  ces  deux  équations 
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<5tk  aniri  IVquffCion  primitive  coxïiplette  de  TëquiatKAi  (3)  i  dâHi^ 
laquelle  a  sera  laf  constante  arbitfaii'e  ;  itiais  côïfime  j^  ti*ésfL 
contenue  que  dans  la  fonction  q> ,  le  résultat  de  réliMin'anion 
de  y  entre  (5)  et  (6)  ,  sera  le  même  que  celui  de  9  entre  les 
mêmes  équetioM  :  de  résotoat  sera  donc 

et  qui  redonne'  IVqtiâtroA  prithicii^e  d?o&  dn  Aalt  P^tA\  don-^ 
sidérons  maintenant  Tâtitfe'  équatioti 

et  éliminons  y'  au  moyettr  de  (7)  et  de  (3)/,^  libu^auifoh^  dtate^ 
nouvelle  équation  primitive  de  cette  éqtiatîoïi'  (3)  ,  laquelle  sera 
nécessairement  différente   de  (i)  :  or  comme  la  quantité  jf^ 
n^est  contenue  que  dans  la  fonction  9-9  le  résultat  de  Félimi* 
îiation  de  y  entre  ces  deux  équations 

jF'<p  =  o     et    ^(«,j*,  ç)  =^^0', 

sera  le  même  que  celui  de  Telimînation  de  t^-,  comme  ifous» 
Tavons  observé  plus  haut-;  et  ce  résultat  sera  évidemment'  le- 
même-  que  celui  de  a  entre  les  deux-  équations 

2^'a  =  o     et     i^(a?,^,  tf  )  =:  6  : 

donc  par  ce  qui  a  été  démontré  plus  haut ,  ce  résultat  sera- 
réquation  primitive  singulière  de  la  dérivée  (3)  dont  (i)  est 
l'équation  primitive  ordinaire. 

On  voit  par  là  qu^il  est  toujpurs'  possible  de  mettre  Téqua- 
tion  dérivée   sous  une  forme  telle  que  sa  dérivée  donne  elle- 
même  réquation  primitive  singulière  ,  sMl  y  en  a  une  ,  et  c'est, 
dit  Mi  Lagrange  ,  une*  ob^rvation  qtrr  n'avait  pas  ehtbi'è'  •  é^é* 
faite ,  observation  qui  appartient  à  cet  illusttie'^gébittètrei' 

Exemple.     Reprenons  l'équation 
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'dans  laquelle  a  est  la  constante  arbitraire  :  pour  avoir  la  ié^ 


rirëe  (3) ,  il  faudra  remplacer  m  par  sa  valeur  ^-^ ,  tirée  de 

X' 
la  dérivée  immédiate 

X  —  ay*  =  o  : 

ainsi  Téquation  dérivée  sera 

0?» ^ ^  =  o  • 

y       r^  ' 

en  prenant  la  dérivée  de  celle-ci ,  on  trouve 

équation  qui  se  réduit  à  \ 

En  la  mettant  sous  la  forme^ 

on  voit  quelle  revient  à  ç'^'ç  =  o  (  pag.  3o3),  en  représentant 
la  proposée  par  F  (^x^y^  a)  =zOy  et  prenant  pour  4)  la  valeur 
detf,  tirée  dé^la  dérivée  immédiate 

X  —  <iy'=o,     d'où    tf  = -— ; 
le  facteur  du  premier  ordre  J^'<p  =  o ,  est 

X  1%    \  # 

valeur  qui  substituée  dans  l'équation  du  premier  ordre 

a  xy        X*  ___ 

la  réduit  à 

ao 
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équation  primitive  singulière  dëja  trouvée  (  pag.  ag4  )  :  car  là. 
dérivée  que  nous  considérons  ici  est ,  la  même  que  celle-ci  ^ 

y  V^  «'+/•  —  *  —jy  —  «  =  G  , 
ou 

d/  V^a?"  +^*  —  à  — ydy  —  xdx  =  o  ; 

xnab  9  sous  cette  forme ,  elle  n'aurait  pas  sa  dérivée  décom— 
posable  en  deux  facteurs.  On  observera  encore  que  F^^  =  o  , 
c'est-à-dire  ,  F^a  =  o  ,  tirée  de  la  primitive  ,  est 

'  X 

y 

X 

tn  remplaçant  a  par  sa  valeur  — -. 

1  xy^ 

Le  facteur  du  second  ordre  --— -  --^    *^^-  s=  9'  égalé  à 

donne 


,  ,^  —  X   -Ki —  -  zéro 


I  aç^"  

7     y^~°' 


« 


or  le    premier  membre   étant   la    dérivée   exacte  de  -— ,   on 


aura 


-;-  =  «,     dou    y=:_., 

cette  valeur  de  y  portée  dans  la  dérivée  du  premier  ordre ,  la 
change  dans  celle-ci , 

a:*  —  2ûy—  a^  —  i  =  o, 

qui  est  la  primitive  coroplette. 

Nous  allons  assigner  un  caractère  fort  simple  pour  recon* 
naître  si  une  valeur  qui  satisfait  sans  constante  arbitraire  à  un» 
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éi^ùailon  dérivée,  du  premier  ordre,  est  une  valeur  singulière^ 
bu  simpleihent  un  cas  particulier  de  Tintégrale  cohiplëtte. 

Supposons ,    ce   qui    est   toujours  possible  ,    que  Fëquatibn 
dérivée  du  premier  ordre  soit  iréduite  à  la  forme 

si  dans  réquatioh 

o|î  substitue  pour  y  dans  (p  sa  valeur  — *y  (  ^  »  y  )  »  elle  de- 
viendra nécessairement  identique  :  par  conséquent  ses  deux 
dérivées  relatives,  l'brie  à  x,  l'autre  à  y,  seront  séparément 
inulles.  Or,  pàisqi'e  la  quantité  y'  n'est  contenue  que  dans  la 
fonctiori  (p  ,  brt  aiirâ  {Cûlc,  diff, ,  chap.  V  )  pour  dérivée  pre-* 
tnière  par  rapport  à  a;  , 

F'x  —  -F'^  X  <i^'y'  X  J'x  3=  o  , 

jF^i?  dénotant  là  fonction  dérivée  de  JF'  (  *  ,  j^  )  prise  relatiVe-»- 
tnent  à  a;,  et  F'ç  x  ^'y'  x  J'x  indiquant  la  dérivée  dé  F^  par 
rapport  à  x  contenue  dans  j'  qui  est  dans  (p.  Pareillement 
là  dérivée  première  par  rapport  à  j ,  sera 

F^y—I'^  X  (py  X  y'j  =  o  ; 
d'où  l'on  tire 

or  la  primitive  singulière  rend  jF'<p=:  o  ;  donc  elle  rendra  infini €!9 
tes  fonctions  /'x  et  f^y.  Cette  propriété  peut  donc  servir  à 
trouveriez  valeurs  singulières  dent  une  dérivée  du  premier  prdre 
est  susceptible  :  car  si  l'équation  qui  rend  infinies  les  fonction^ 
/'y ,  J^x^  satisfait  en  même  tems  à  la  proposée 

elle  en  sera  la  primitive  singulière^  ..  ^ 


A       r 
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Exemple.     Soit  Téquation  déjà  considérée  (  pag.  2^4  ^^  3c>6  ) 

X 


r- 


on  dn  tire 

/ 


—y+Vx^+y*—^ 


J'X=Z -{ == - 

—y+Vx^+j^-^b       \/a^+y-—b  [— J+  V»'+y^—bY 

X 

ces  deux  quantité  deviennent  infinies  par  ks  suppositions 

V/x'+jr*— ^  =  o  ;     — j+  Vx^+y*—b  =  o  ; 

la  seconde  donne  x"*—- ^  =  o,   valeur,  qui  ne  peut  satbfaire 
à  la  proposée  qu^en  faisant  6  =  o  :  la  première  donne 

**  +  y  *  —  ^  =  o  , 

équation  qui  satisfait  à  la  proposée,  et  qui  conséquemment  en 
est  la  primitive  singulière ,  comme  on  Ta  vu  plus  haut. 

Autrement ,  supposons  que  yz=zX  satisfasse  à  Féquation 

y  +Jix^y) — (0; 

c'est-à-dire,  qu'on  ait  ^ 

^'  +Ji^i  X)  =o....(2), 

et  cherchons  à  reconnaître  si  X  est  une  solution  singulière , 
ou  un  cas  particulier  de  l'intégrale  complette.  Pour  que  la 
fonction  X  ne  soit  pas  comprise  parmi  les  valeurs  de  v , 
données  par  la  primitive  complette,  il  faut  qu'en  supposant ,  en 
général , 

y  =  X  +  z , 
z  ^tant  une  nouvelle  variable ,  la  valeur  de  z  tirée  de  l'équation 
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primitive  9  ne  puisse  jamais  être  nulle ,  car  autrement  yz=zK 
satisferait  à  la  primitive  complotte,  et  J^  serait ,  contre  Thy— 
pothése  ,  un  cas  particulier  de  Pintégrale  complette.  Substituant 
donc  X  -f"  ^  pour  y  dans  (i)  ,  on  atura 

X'  +  «'  +  /  (  «  ,  X  +  r  )  =  o . . . .  (3) . 

Le  développement  de  b  fonction/* (a?,  X+js)  suivant  les  puis- 
sances de  z ,  sera 

y(a:,X  +  z)=y(a:,  X)+Pz  +  Çz-+etc.; 

i^nc  (1)  deviendra  ,  en  tenant  compte  de  (2) , 

r'+  Pz  +  Qz^  4-  etc.  =  o  , 

équation  qni  servira  à  déterminer  z  en  x.  Or  si  la  quantité  z 
pouvait  devenir  nulle ,  elle  pourrait  aussi  devenir  très-petite  ; 
supposons-la  telle,  et  cherchons-en  la  valeur  par  approximation  : 
à  cet  effet,  on  s^en  tiendra  au  terme  de  première  puissance 
de  r,  et  on  aura 

r'+'Pz  =  o,     d'où    -L  +  Pdar  =  o, 

z 

et  en  intégrant 

U+fPàxz:zC=lz+n,  d'où  z  =  e^^^=e^xe-^=ae''^, 

U,  étant  yPdx ,  et  tf  =  e^.  Ayant  ainsi  une  première  valeur 
approchée  de  z ,  on  la  substituera  dans  les  termes  négligés ,  et 
on  pourra  en  trouver  une  valeur  plus  approchée,  et  ainsi  de 
suite  (jCàic.intég.j  pag.  290).  De  cette  manière,  la  valeur  dez 
contiendra  la  constante  aibitraite  a  en  facteur  ,  et  elle  deviendra 
nulle  par  a  =  o  ;  par  conséquent  X  ne  sera  pas  une  valeur 
singulière ,  et  on  n'aurait  qu'un  cas  particulier  de  Pintégrale 
complette.  Oh  doit  conclure  de  là  que  pour  que  Xsoit  une 
solution  singulière,  il  faut  que  le  développement  de/(a:,  X-|-z) 
contienne  d'autres  puissances  de  z ,  que  les  puissances  entière.^ 
et  positives.  Supposons  donc  que  ce  développement  soit ,  eu 
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général , 

f^cç,  X+  ^)  =/(  jt ,  X)  +  Pz-  +  Çz"+  eu. , 

m  ^  n^  eXc,  étant  des  nombres  quelconques  qui  vont  en  aug^. 
mentant,  et  P,  Qy  etc.  des  fonctions  de  a>  :  on  aura  l'équan 
tien  en  ^ , 

z'  +  Pz"*  +  Ç^"  +  etc.  =  G , 

et  la  première  approximation  de  r,  sera  donnée  par 

dz 

Z^  +  Pz"*  =  G  ,       ou      -r;p  +  Pdx  =  0  j 

équation  qui  a  pour  intégrale 

•         -^ +  ^=a, 

I — m 

F  étant  jPàx ,  et  a  la  constante  arbitraire.  Or  pour  que  X 
soit  une  valeur  singulière  de  j^ ,  il  faut  qu'en  donnant  à  a 
une  valeur  quelconque  (pnstante  dans  la  dernière  équation, 
on  n'ait  jamais  x:  ==  o  ,  ou  que  pour  z  =  o,  U  valeur  de  a 
(:essc  d'être  constante. 

Il  faut  donc  que  i  —  m  exposant  de  ^ ,  soit  positif;  car  si 
1  — 772  était  un  nombre  négatif,  ^'~'"  deviendrait  iqfini,  pour 
r  =  G  ,  et  repondrait  à  la  supposition  a  :=  co  . 

Pour  I  —  772  =  G  ,   d'où   7rt  1=  I  ,   on  aurait  encore  a=:oo  . 

Enfin  pour  i  —  tti  positif ,  ^zz=o  donnerait  z*~""  =  q  Gtû=: FI 
Donc  pour  que  X  puisse  être  une  solution  singulière  ,  il  faut 
que  le  développement  de /(a;,  X-j- -?)  contienne  une  puis- 
sance   z'"-  dans  laquelle  772   soit  <;]i. 

En  considérant  la  fonction  f  (^x  ^  y)^  son  développement  « 
lorsqu'on  remplace  j  par  y  -^  z  ^   est ,  en  général , 

/(«?  J-f-^)  =J{xyy)  +  z/yr^eic.  ! 
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or 9  pour  que  ce  développement  donne,  dans  le  cas  dey=:X, 
une  puissance  de  z  moindre  que  la  première  ,  il  faut  {Cale* 
diff.  ,.chap.  IX)  que  la  valeur  A^J'y  ou  de  J'X  devienne 
infinie.  Mais  la  proposée 

idonne 

yl  =  —i'x—yf'y  =  —fo,  +J^y  X  /<«  ,  ^  )  , 
•n  en  tire 

fx=zryxj{x,y)-y'/i 

par  conséquent ,  pour  y=iXj  on  a 

conclusion  à  laquelle  nous  avons  été  conduits  par  une  analys» 
différente  (  pag.  3q7  ), 

Exemple  I«'.     Pour  F  équation  dérivée  du  premier  ordre 

y =o, 

considérée  précédemment ,  on  a 


et  nous  avons  trouvé  la  solution  singulière 

X  s=\/b  —  x^  ; 

en  substituant  yb  —  x*  '-f*  <^  pour  -y ,  la  fonction  précédente 
devient 

X 

V/[az  V/^  — a:*  +  z^]  —  Vb  —  x^  —  z 
laquette  étant  développée  suivant  tes  puissances  de  Zy  donne 
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H sr  —  etc. 


où  Ton  voit  que  le  second  terme  da  développement  contient 

la  puissance  ^e  ^  dont  Peiposant  — —  est  moindre  que  Tunité. 

On  sait  que  les  fondions  J'x  ^  J'j  deviennent  infinies  pour 
la  solution  singulière, 

Exemple  IL     Soit  l'équation  dérivée  du  premier  ordre 

la  condition  fy  =  «o  »  donne 

ce  qui  exige  que  k  soit  <<i  et^=  n;  et  comme  la  proposée 
n'est  satisfaite  par  y=n^  que  pour  k  positif^  on  voit  qu'elle 
n'admet  de  solution  singulière  que  pour  k  entre  o  et  i.  L'in- 
tégrale complétée  est 

I  —  k 

Il  n'est  pas  nécessaire  de  donner  à  la  dérivée  la  forme  ex- 
plicite j^' =y  (  a? ,  j^  )  ;  car  soit  Vmo  cette  équation  entre 
^  ^y  ^^  y  $  on  peut  considérer  ^'  comme  une  fonction  de 
X  et  y  donnée  par  cette  équation,  et  on  aura  pour  la  diffé-^ 
rentielle   partielle   de  j^  relative  à  ^ , 

djr    "*"   dy    '    djr    ~^' 
Pour  que  --= —  ou/^soit  infinie,  il  faut  que  --=—  =  o  ,  ou  que 

dr  .  . 

-T —  z=:  00  •    Si  la  fonction   V  est  rationnelle  et  entière ,   ce 
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qu^on  peut  toujours  supposer,  il  ne  siéra  pas  possible  que>  .    « 

soit  infini  :  il  faudra  donc  éliminer  r'  entre  J^c=o  et  --— -•  =:#  : 

•^  dy' 

d'ailleurs  on  ne  devra  prendra  que  les  facteurs  de  ■  .      qui  ne 

sont  pas  communs  avec  --» — .  £n  sorte  qu  on  obtiendra  encore 

de  cette  manière  les  solutions  singuUèret. 
Exemple  V\    L^ëquation 

{x^—^y^)f^  —  ^ayy  —  x^  =  QT=,y^ 
*  étant  différentiée  par  rapport  à  y^  donne 

éliminant  y  entre  ces  deux  équations  ,  on  trouve 

or  x  =  o  ne  satisfaisant  pas  ^  la  proposée  ,  la  solution  sin- 
gulière est 

x^ '^^  2,  y  z=z  o. 

» 

Exemple  II.     L^équation 

xàx  +^4y  *=  ^y  V^x'-f"^' — ^'» 
ou 

a:'-f-  zxyy*  -f-J^'*  («*  —  «*) 2=  •  s=  F, 
donne 

AV 

d^ou  par  Télimination  de  y' ,  on  obtient  la  solution  singulière 

Exemple  III.     Soit  l'équation 

yàx  —  xfy  =  a  yàx^  -|-  d^», 
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ou 

t 
I 

fln  troqve 

d'où 

Cl  en  éliminant  y  ^  on  a  «^  +J^'  =  a*  pour  solution  singulière. 

Puisque  sans  connaître  Pintégrale  complette  d'une  équation. 
dérivée  du  premier  ordre  y  on  sait  en  trouveic  les  solutions 
singulières  ,  et  puisque  le  facteur  propre  à  rendre  la  propo$ée 
intégrable  ^  est  alors  infini ,  on  peut  souvent,  à  Taide  de  cette 
propriété ,  découvrir  le  facteur.  Cest  ce  que  npus  allons  faire 
entendre  par  un  exemple. 

exemple.     Ayant  trouvé  pour  la  dérivée 

la  solution  singulière 

a:*  +  j"*  —  a*  £=  o  ; 
et  ayant  observé  que  la  proposée  est  satisfaite  pav 

a?'  — •  a*  =  o  , 
on  lui  supposera  le  facteur 

z  =  (x»  —  û'  )'^  (jr«  -f.  a:»  —  û»  )»  , 

m  et  71  étant  des  indéterminés  :  après  avoir  multiplié  par  cette 
fonction  ,   on  posera  la  condition       ^^ 

(  Cale,  dijf, ,  chap.  XIII  )  ,    qui  sera  satisfaite  par   m  =s  «-^  x  ^ 
i»  = :    ainsi  le  facteur  qui  rend  la  proposée  intégrable^ 

2 
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%  • 


C'est  Euler  qui  a  «lonné  le  premier  critère  général^  pour 
reconnaître  si  une  valeur  qui  satisfait  à  une  équation  différen- 
tiel, est  ou  non  une  valeur  singulière  ,  et  conséquemment  non 
comprise  dans  Tintégrale  :   depuis,  c^\\.e.  matière  a  été  traitée 

.  et  dilucidée  par  MM.  Lagrange,  Laplace ^  Legendre  et  Poisson: 
ce   dernier  géomètre   a   démontré  ,   i3«.  cahier  du  Journal  de 

,  VÉcole  polytechnique,  pag.  71,  qu'on  peut  toujours  délivrer 
pne  équation  du  première  ordre  de  sa  solution  singulière ,  ou 
en  introduire  une  à  volonté.  Voyez  encore  î/?i  Mémoire  die 
M.  Tremblejr ,  imprimé  parmi  ceux  de  V Académie  des  Sciences 
Ûe  Turin  ,  années  1790  ^^  1791. 

Nons  terminerons  par  quelques  questions  de  géométrie  qui 
conduisent  à  à^s  solutions  singulières. 

Problème  I".  Trouver  une  courbe  telle  que  toutes  les  per^ 
pendiculaires  abaissées  d'un  point  donné  sur  les  tangentes  suc» 
çessives ,  soient  égales  entre  elles. 

^'équation  de  Is^  tangente  est  {Cale,  difj, ,  chip.  XV  ) 

j'  et  a:  étant  les  coordonnées  du  point  de  tangence ,  et  ^  et  p 
les  coordonnées  générales  de  la  tangente.:  or  en  prenant  le 
point  de  départ  des  perpendiculaires  pour  origine  ,  chacune 
aura  pour  équation 

àx 

ày 

et  sa  longueur   que  nous  désignerons  par  n ,  sera 

n  =  \/p^  +  ^*  *  •  •  •  (^)  »       ' 
svit)stituant  dans  (3)  pour  p  et  q  les  valeurs  données  par  (1) 


^  =  """T~^*--*(^)^ 


3i6  Leçons 

et  (2)  ,  on  trouve 

xdjr  — j^dj? 

en  sorte  que  Téquation  difierentielle  de  la  courbe  9  sera 


qui  a  pour  solution  singulière  (pag*  209  et  210) 

équation  d^un  cercle  dont  le  rayon  est  n ,  et  dont  le  centre  est 
le  point  donné.  Mais  Tintégrale   complette 

jr  _  ûa?  =  n  V^i  4-a% 

représente  une  droite  dont  la  position  varie  par  la  constante  a  ^ 
et  dont  la  plus  courte  distance  à  l'origine  des  coordonnées,  est 
toujours  =  n.  Ces  droites  sont  les  lieux  des  intégrales  particu- 
lières ,  et  le  cercle  qui  représente  la  solution  singulière ,  les 
touche  toutes-  ,  puisqu'il  a  pour  rayon  la  perpendiculaire 
abaisséie  sur  ces  droites. 

•  C'est  donc  comme  nous  l'avons  déjà  dit  (pag.  296),  une 
propriété  générale  des  équations  primitives  singulières,  d'appar- 
tenir aux  courbes  formées  par  l'intersection  continuelle  de  celles 
représentées  par  l'équation  primitive  complette  ,  en  faisant 
varier  continuellement  la  constante  arbitraire  ,  ou  un  para- 
mètre qui  différencie  toutes  ces  courbes  :  or  la  courbe  for- 
mée de  ces  intersections  embrasserait  ou  toucherait  toutes  les 
courbes  de  l'équation  primitive ,  et  aurait  par  conséquent  dans 
chacun  de  ces  points  une  tangente  commune  avec  une  de  ces 
mêmes  courbes.  Suivant  ces  notions,  la  développée  d'une  courbe^ 
est  la  solution  singulière  de  l'équation  différentielle  qui  don- 
nerait les  normales  consécutives  de  la  développante  (jCalc,  dijf.^ 
chap.XVI). 
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PftOBLiME  II.  Trower  la  courbe  dont  les  normales  ont  une 
relation  donnée  avec  les  parties  de  l'axe ,  interceptées  entr» 
T origine  des  abscisses ,  et  les  intersections  de  la  normale  avec 
2* axe, 

A  étant  Torigme  des  coordonnées,  MN  la  normale,  soient 
'uiN  =  / ,  MN  =  n  :  on  sait  (^Calc.  dijf, ,  chap.  XV  )  quij 

^' étant  -^:  si  1^  relation  donnée  est  exprimée  par 

n»  s=r  ^pt , 

qui  représente  une  parabole  ,  on  sera  conduit  à  F  équation  dif-« 
férentielle 

j^' (  I  +  y  *  )  =  a  p  (  ^  +  jy' )  • 

pour  Fintégrer ,  résolvons-la  par  rapport  à  ^' ,  puis  divisant 
tout  par  le  radical,  nous  aurons 

or  le  premier  terme  est  visiblement  la  différentielle  de 

\yp^'\'0,px — /*;  donc  on  aura  pour  intégrale 

carrant  et  remplaçant  c  ^p  par  a ,  oh  aura 

^»  -j-  a?*  —  a  âj;  -f-  ^*  —  ^P^  =  o  , 

équation  qui  représente  un  cercle.  Mais  outre  les  cercles  qui 
résolvent  lajjuestion,  on  a  encore  pour  solution  singulière  un» 
parabole  ayant  pour  équation 

parabole  qui  résulte-  de  Fintersection  continuelle  de  tous  les 
cercles  donnés  par  Fintégrale  çoyipLette  :  cette  solution  sin-»  . 


*fl^ 
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gulière  rend   infini  le  facteur  par  lequel  la  proposée    devient 
intégrable. 

Problème  III.  On  demande  une  courbe  telle  que  tirant  de 
deux  points  donnés ,  des  perpendiculaires  sur  une  quelconque  dé 
ses  tangentes ,  le  produit  de  ces  perpendiculaires  soit  une  quan^ 
iité  constante, 

g.  a!i.  Faisons  passer  Taxe  des  abscisses  par  lés  deux  points  donnés 
jF'  et  F  :  soient  m  et  7z  les  abscisses  AF^  AF'  de  ces  points^ 
AP=  j:  ,  Ma  sous-tangente  RPj  on  aura 

AR  =  RP  —  AP=:t^x, 
donc 

RF=AR+AFz=t^x+m,RF'=AR+AF'=zf^x+n, 
Les  triangles  semblables  RFL,  il  P/tf  donnent 
FL  =  ^^^  t'M^dt-x  +  m^y 

lés  triangles  semblables  RF^L',  RPM  donnent 

^^^,  ^RF'  X  PM  ^{t-x  J^  n)y 

l^M  V^r  +  T' 

Ainsi  l'équation  du  problème  sera 

{t'^x  +  m){t  —  x-J^n)y'    _^ 

h  étant  une  constante  donnée.   Or ,  le  rapport  de  l'ordonnée  à 

la  sous-tangente,  étant  ^',  on  a  —  =^S  ^'^^  f  =  ^  :   cette 

valeur,    substituée  dans  Téquation  précédente,   la    change  en 
celle-ci  : 

(  J  —fx  +  mf  )  {y  —fx  +  nf  )        ^ 


DE  Calcul  intégral.  519 

^ui  revient  à  la  suivante , 

Euler  remarque  qu'il  serait  difficile  dMntëgrer  cette  ëquatîoa 
directement,  mais^  qu'on  peut  parvjenir  facilement  à  Tinlégraie 
par  1^  différentiation  ;  artifice  déjà  employé  (  pag.  208 ,  20g 
et  219)  et  qui  mérite  d'être  remarqué.  On  a  ainsi,  en  faisant 
àx  constant, 

{yàx^xAx^này)  (jn-^x)  ày^Çjàx—xiy^màf)  (/i— >«)dy 

—  2  kàyà*y  =  o , 

équation  divisible  par  i^y  :  après  la  division,  on  obtient 
celle-cî , 

{jàx  —  xày  +  nAy)  (m — «)  -4-  ( J^ ^^  —  xAy  +  ^^y  )  C'»  —  «) 

•— aidy  =  o, 

qui  n'est  que  du  premier  ordre,  comme  la  proposée.  Cette 
dernière  équation  étant  multipliée  par  d^,  et  retranchée  de  \^ 
première  multipliée  par  2,  donne 

Ty^àx"^  -^-yày^x  (m  +  n  —  a^î)  —  sAdo?' ss  o | 
d'où  l'on  tire 

Ax       yQ^'^n — a»)' 
mais  la  même  équation  donne  *< 

ûx         2  \k  —  (m— ar)  (/ï— ar)  J 
égalant  ces  valeurs,  et  réduisant  au  même  dénominateur,  on  aura 

^*  (m-f.n  —  a*)*  ac4  (* — J"')  {*  — (m  —  «)  (/i — x)  },; 
laquelle  se  réduit  à 

{(m~72)»  +  4A}^*  + 4i(TO  — «)  (»  — a?)p=4AS 
ou }  plus  simplement  encore ,  k 


t ,    ■ 
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équation  à  une  rllipse  dont  le  carré  du  petit  axe  est  fc,  et  le 

,  ,             ,               ,        /m  —  n  V    ,                     m  —  n 
carre  du  grand  axe  est  A  -f-  f    ■■  )  î  de  sorte  que  

sera  la  distance  du  centre  au  foyer;  et  comme  le  centre  de 

772  J.  71 

l'ellipse  répond  à  l'abscisse ,  il  s'en  suit  que  les  deux 

foyers  répondent  aux  abscisses  m  et  n ,  et  qu'ils  sont  par  con- 
séquent les  points  donnés.  En  effet,  on  a  vu  (  Gèom,  analyt.  ) 
que  le  produit  des  perpendiculaires  menées  de  chacun  des 
foyers  à  une  tangente  quelconque  à  une  ellipse,  est  constant  et 
égal  au  carré  du  demi^second  axe.  L'équation  ci -dessus  ne 
renferme  pas  de  constante  arbitraire,  puisqu'elle  provient  de 
deux  équations  différentielles  du  premier  ordre  par  l'élimi- 

dy  ,  ,        . 

nation  de  -p-  ;   mais  on  aura  une  autre  équation  avec  une  cons- 
ux 

tante  arbitraire,  par  le  moyen  de  l'autre  facteur  djf  ^  lequel 

donne  Vcquation  du  second  ordre 

d^  =  o ,     d'où  ày  =  aàx^  tty  z=iax  -^  bj 

en  observant  qu'on  a  pris  àx  constant  :  cette  équation  étant 
combinée  avec  l'équation  du  problème  ^  donnera  celle<-ci , 

( j^  —  ûx  +  am  ){y  —  ax  -^  an  )-=2  k{  i  -{^  à^ )  ^ 
d'où  l'on  tire 

équation  à  deux  lignes  droites.  Il  est  visible  en  effet  que  la 
ligne  droite  satisfait  aussi  au  même  problême ,  pourvu  qu'elle 
soit  placée  de  manière  que  le  produit  ^ts  deux  perpendiculaires 
menées  de  deux  points  donnés,  soit  égal  à  k. 
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^i  dans  les  expressions   générales  des  perpendiculaires  qui 
deviennent 

yi\x  —  xày-\-  mày    yàx  —  xAy  +  này 

l/dx»  -f-  dy»  |/da?*  +  dj* 

^  •  «     '  J^^^  ,    .  «  •  , 

après  avoir  remplace  /  par  ^^-j —  ,  on  écrit  pour  iy  sa  valeur  aà» 

tirée  de  Téquation  de  la  ligne  droite 

y=zax+hj 
ces  expressions  deviendront 

h  +  am  h  +  an 

'  et        ^ 


V/i  +  a*  V^i  +  a* 

et  Pon  aura  Péquation 

{b  +  am)  (b  +  an):!=k  (i  +  a*)....{i)^ 
d'où  l'on  lire 

.=-.(îL±;)d=,/((.+«.)*+«.(îi=i)-j, 

valeur  de  b^  qui ,  substituée  dans  j^  =  no;  -f-  ^9  donne  les  deux 
lignes  droites  trouvées  plus  haut. 

On  voit  que  ce  jproblême  admet  réellement  deut  solutions 
très-différcnlcs ,  puisque  l'une  (bi)  donn^  des  lignes  droites  , 
et  l'autre  (a)  donne  une  ellipse  :  cette  dernière  équation  qui 
est  sans  constante  arbitraire,  n'est  que  la  primitive  singulière 
de  l'équation  du  premier  ordre,  donnée  parles  conditions  du 
problème  ^  pour  l'obtenir ,  d'après  la  théorie  exposée  dans  ce 
chapitre,  on  reprendra  l'équation 

(^  —  rtx  +  cm )  {y^ax  +  an)  =  k  (^i  +0^)9 

qui  est  la  primitive  complette,  et  on  en  déduira  F^a  =  o,  d'où 
l'on  ^rera  une  valeur  de  « ,  qui,  reportée  dans  l'intégrale, 
donnera  la  primitive  singulière  (a). 
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Ainsi  on  peut  dire  que  Tellipse  qui  résout  le  problème,  est 
formée  par  rinlerseclioii  continuelle  de  toutes  les  droites  repré- 
sentées par  réquatioA 

{jr  —  ax  -i-  am)  iy  —  ax  +  an)  =  h  (x  +«*)> 

en  supposant  que  la  constante  a  varie  de  Tune  à  Tautre. 

Pour  les  équations  dérivies  d'un  ordre  quelconque. 

On  peut  appliquer  aux  équations  dérivées  d'un  ordre  supé- 
rieur au  premier ,  ce  que  nous  venons  de  dire  de  celles-ci. 
£n  effet,  si  Téquation 

«st  la  primitive  de  Tordre  immédiatement  inférieur  de 

a  étant  la  constante  arbitraire ,  celle-ci  doit  résulter  de  Télimi^ 
nation  de  41  entre  la  primitive  et  sa  dérivée  immédiate  ,  et  il 
est  évident  que  le  résultat  de  cette  élimination  sera  le  même  9 
soit  que  la  quantité  a  soit  constante  ou  variable,  pourvu  que 
les  deux  équations  soient  de  la  même  forme  :  or,  FéquatLon 
primitive 

est  la  même  dans  l'un  et  l'autre  cas  ;  si  dans  le  cas  de  a  cons- 
tante, son  équation  dérivée  est 

JF'  (  ^1^»  •  ••  .y  ^"■"*)  )  dénotant  une  dérivée  à  prendre^ 
dans  le  cas  où  a  serait  une.  fonction  quelconque  de  a: ,  cette 
dérivée  sera 

F'  {x,  jr....j("-0)  4.û'JF'a==o..,.(2), 
a  étant  constante  dans  la  fonction  F'  (^ ,  ^. . .  .^(''•"').)  '  donc 
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\é^  iéikiL  ëquat^one  de%'iendroifit  identiques |  si  l'on  détermine 
tt  dé  manière  qXi'on  ait  > 

Or,  a^  =  o ,  donne  a  =  const, ,  ce  qui  ramené  à  l'intégrale  ; 
tnais  F^a  =3  o  donne  a  en  x  ei.j ,  y\  éie. ,  .valeur  qui ,  subsfc- 
tuée  dans  la  jproposéé 

donnera  une  équàtmn  du  même  ordre,  qui  satisfera  également 
à  ....... 

let  qui  cnnséqnemment  sera  une  primitive  singulière. 
Exemple.     Soit  l'équation  dérivée  du  second  ordre 

•f  X  * 

telle  a  pour  primitive  du  pr'emier  ordre 

o:*  —  o-ay'  -f-  û»  =  o; 

^i  l'on  prend  dé  celle-ci  la  dérivée  par  rapport  à  à^  on  nUirà 

—7'  4-  û  ==  jO^       d'pù  az=:y  ^ 

Valeur  qui  ^  substituée  dans  ^^  dérivée  dp  premier,  ordre  ^ 
donne  .  .  r 

■  .'  *■  .    •  -r;.  .  "!,■./■■•■ 

Cette  vahur  de  ;^^  satisfait  aussi  h  la  proposée^  ïnais  elle  %ët 
une  primitive  singulière,  puisqu'elle  n'est  pas  contenue  dans 
la  primitive  ipompiette  , 

x^  "^  iiay'  -}-«*!=  o. 

Si  Ton  therche  l'équation  primitive  de  celte  dernière ,  oti 
trouvera 

—  —  2,ay  +  a'^x  +  ^  =  b  , 
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où  b  est  la  nouvelle  constante.  En  éliminant  a  au  moyen  de 
ces  deux  équations  ,  on  aura 

qui  sera  par  conséquent  l'autre  primitire  du  premier  ordre  de  L 
proposée  :  sa  dérivée  relativement  à  b  sera 

d'où  Ton  tire 

substituant  cette  valeur  dans  la  seconde  primitive  ci-dessus  ^ 
résultat  sera 

4Cr  — «r'VC**— y)5=o, 

d'où  l'on  tire 

'  jr  —  xy'  2=  o  ,  «*  — ^'*  =  o. 

La  première  ne  satisfait  pas  à  la  proposée,  comme  il  est  faci/e 
de  s'en  assurer ,   et  la  seconde  donne 

qui   est  la  primitive  singulière  trouvée  plus  haut.   Ainsi  y  I^^ 
deux  équations  primitives  du  premier  ordre  donnent  la  raênic 
équation  singulière.  Cette  proposition  a  été  généralement  démou' 
trée  par  M.  Lagrange  ^  dans  l'ouvrage  cité  plus  haut. 
Si  de  la  primitive 

on  lire  a  en  fonction  de  ^»  y  »  J^'. . .  •^^"""')  ^  et  qu'on  l 
désigne  par  <I>(a?,j^,  ^^'••••y^'*""''0»  P^^  ^^  substitution  d 
cette  valeur  àe  a  j  la  primitive  deviendra  identique  ,  et  se 
dérivées  relativement  à  a?,  j^,  ^ . .  •  .^C"*"»)  seront  nulles,  O 
aura  donc 
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F'x  -[-  F' a  X  *'a?  =  <» , 
Fy  +  F' a  y  *'j  =  o  , 


etc., 


en  conservant  sous  le  signe  F'  la  lettre  a  à  la  place  de  sa  valeur 
♦  (op,^, jr'...,j'C"~'*))  :  on  en  déduira 


^x  =  — 


*>•  =  — £r-> 

etc. 

Donc ,  puisque  F' a  devient  nulle  dans  le  cas  de  la  primitive 
singulière ,  il  s'en  suit  que  ,  dans  ce  cas ,  les  fonctions  dérivées 
partielles  ^'x  ,  ^'y ,  4>y ,  etc.  deviendront  infinies.  Ce  moyen 
d'obtenir  la  primitive  singulière  est  sur* tout  utile,  lorsque  la 
primitive  est  sous  la  ferme  ^ 

auquel  cas  elle  paraît  échapper  à  la  règle  générale ,  puisqu'on 
aurait  ici 

et  de  là  F' a  =  —  i  (  pag.  ^97). 

Il  faut  néanmoins  observer  que  quoiqu'il  soit  vrai  que  la  pri-* 
mitive  singulière  rend  infinies  les  fonctions  4>'jp,  ^'y^  *y  1  €tc«» 
on  ne  doit  pas  conclure  que  toute  équation  qui  rendra  ces 
quantités  infinies,  sera  une  primitive  singulière  :.  il  faudra  de 
plus  que  cette  équation  ne  rende  pas  ^{x^y, y . .,  .^C"""0  ) 
ëgale  à  une  constante ,  car  alors  on  n'aurait  qu'un  cas  parti- 
culier de  la  primitive  générale. 

Nous  observerons  que  la  primitive  singulière  doit  rendre  infiiù 
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tout  multiplicateur  d^une  équation  d^un  ordre  quelconque  n  > 
de  la  forme 

puisque    (^Calc.  inté,  ^    pag.  264)  ce  multiplicateur  est   com- 

pris  dans  celle  formule  générale  ^  :    mais    il    est 

évident  que  1^  réciproque  n'a  pas  lieu.  On  pourrait  encore 
démontrer  cette  proposition  comme  on  la  fait  (  Cale.  inté. , 
pag.   198  et  199). 

Il  nous  reste  à  montrer  comment  on  peut  déduire  la  primi- 
tive singulière  de  la  dérivée  elle-même  ,  ainsi  que  nous  l'avons 
fait  plus  haut  à  l'égard  de  la  dérivée  du  premier  ordre. 

Soit  toujours 

J^(^iy»jr%  û)  =  0,, 

l'équation  primitive  du  premier  ordre  d'une  équation  dérivée 
du  second  ;  en  éliminant  a  au  moyen  de  la  dérivée  immé- 
diate « 

F' {x.jT'^f,  a)  =  o^ 

on  nura   l'équation  du   second  ordre. 

^       Soit  <p  {^x^  y^  y^  y  ^^   ou  simpleme;nt  9  la  valeur  de   a, 
tirée  de 

en  la  substituant   dans  Téquation  primitive  ,   on  aura 

■^  (  ^  kT  »  J%  <P  )  =  o  ; 

et  si  l'on  prend  la  dérivée  de  celle-ci ,  il  est  visible  que  la 
toarlie  de  F^  (^x  ^  j  ^  y  )  relative  à  l'hypothèse  de  a  ou  (p  cons« 
lanlè ,  sera  identiquement  nulle  :  il  restera  donc 

(p'.  jF'(p  =  0, 

qlii  se  décompose   en 

<p'  =  O  ,     i^'ç  =  o, 


/ 
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L'équation   ^'x=o   sera   ^u  troisième  ordre  9   et    dcthnera  \» 
valeur  de  y  :  son  équation  primitive  sera  évidempient 

en  prenant  a  pour  une  constante  quelconque,  et  on  seva  ramené 
à  la  primitive 

L'autre   équation 

JF>  =  o , 

qui  contient  y^ ,   donnera  par  rélimination  de  y^j  au  moyen 
de 

le  même  résultat  que  par  l'êlimmation  de  9  ,  et  par  conséquent 
le  même  résultat  que  par  Félimination  de  a  au  moyen  de 

F'fl  =  o,     FÇ^x^y^y,  tf)  =  0: 

ce  résultat  privé  de  la   constante  a  sera  l'équation  primitivt» 
singulière  de  l'équation  du  second  ordre  ,  dont 

v^  F(^x,y,y,  a)  =  0^ 

est  l'équation  primitive   du  premier  ordre. 

Exemple,     L'équation  du  second  ôrdr* 

'    y"' — ^  +  ï  =  «» 

X 

traitée  plus  haut  (  pag.  3^3  )  ^  a  pour  dérfvéc 
^u'on  peut  mettre  sous  cette  forme 

le  facteur  y^  —  -^*  n'étant  que  de  l'ordre  de  la  proposée  ,  est 

X 
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J^(p  ,  et  il  donnera  par  rëlimination  de^'',  la  primiùve  singu- 
lière ;  car  en  faisant 

y'  r' 

valeur  qui  étant  substituée  dans  la  proposée  ,  donne 

y"  » 

_  -£_  +  1=0,     d'où  x^  — y*  =  Q  9 

comme  plus  haut.  L'autre  facteur 

ylll  —  2—  =  0, 
X 

est  ^'  :  si  on  le  divise  par  a; ,  on  trouvera  pour  primitive  S:  n 
second  ordre 

X  a  a 

a  étant  une  constante  arbitraire  :  substituant  cette  valeur  ds^iis 
la  proposée  ,  on  retombe  sur  la  primitive  du  premier  ordr& 

x*  —  a  ay^  +  û*  =r  o. 

Le   même  procédé    s'applique  aux  équations   dérivées  d'un 
ordre  quelconque ,  et  l'on  peut  en  conclure ,  en  général ,  que 
toute  équation  dérivée  est  susceptible    d'une  forme  telle  que 
sa    dérivée  ait   deux  facteurs  dont    l'un    répond  à    l'équation, 
primitive    ordinaire,    et    dont    l'autre    donne    immédiatement 
l'équation  primitive  singulière  ,  s'il  y  en  a  une  ,  ce  dernier  faci— 
teur  étant  de  même  ordre  que  la  proposée. 

M.    Lagrange   a   fait  voir  dans    l'ouvrage    cité  ,    que    poi-^  ^ 
trouver  la  primitive  singulière  d'une  équation  de  l'ordre  n  ,     ^^ 

faut  tirer  de  sa  dérivée  la  valeur  de  j^C*»-*-')  ,  et  la  faire  rr: ^ 

o 

en   égalant  séparément  le  numérateur ,   et  le  dénominateur     ^ 
zéro  ,  et  éliminer  ensuite  de  ces  daux  équations  la  valeur  de^^ 
au  moyen  de  la  proposée  ;  si  les  deux  résultats  sont,  les  roémc^*  > 
l'un  deux  sera  l'équation  cherchée. 
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Exemple  I^'.     LVquation  du  second  ordre 

2.  y-y  II 
j'//« L:i f-  I  =  o  ,     ou  icy//»  —  2.yy^  +  a:  =  o  , 

donne  pour  dérivée 

^  (  ^j"  — y  )  y'  —y^^  +  1  =  0; 

(1*011  l'on  tire 


et  d'après  la  règle  ,  on  posera 

y'/»  —  1  =  0,     o^"  — y'  =  o  : 

la  première  de  ces  équations  donne  y^  =  di  i  ,  et  cette  sub- 
stitution  faite  dans  la  proposée,  la  change  dans  celle-ci, 

y'^  —  a;*  =  o  ; 

la  deuxième  donne 

dont  la  substitution  dans  la  proposée  conduit  encore  à 

y'-^  —  x^  z=.  o  : 

ainsi  cette  équation  est  la  primitive  singulière  de  la  proposée  9 
comme  nous  le  savons. 

Exemple  II.     L'équation  différentielle 

xàx  -^-yày  =  ày  y  x*  4"^*  —  3  , 
déjà  traitée  (  pag.  2g4  et  3o6  )  ,  donne 

ày  X 


x^ 
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or  à  cause  de  -—-  5= ,  on  a  les  deux  ^ODations 

dont  la  seconde  se  partage  dans  celles-ci , 

—  7-+V/^»+j'  —  à=o....(c)j 


-  y/a;»  -f-y'  —  ^  =  G. .  . . (ûO  ; 

si  de  (c)  ou  tire  la  valeur  de  y  pour  la  reporter  dans  (a) ,  on 
trouve  pour  résultat  ^  =  o  ,  ce  qui  n'apprend  rien  ,  quant  à  la 
solution  singulière  :  mais  d'après  l'équation  (d)  ,  l'équation  (a) 


devient 


7  ^y 


dv               X 
et  cojnme,  dans  la  même  supposition,  -—-:!:=— ,  on  a  pour 

solution  singulière  déjà  connue 

y '  -f-  ^^  -^  ^  =  o. 

d'j!7  0 

On  pourrait  aussi  poser  -; —  z=z ,  et  on  serait  conduit  à 

^  ^  dj*  o 

la  même  solulion. 
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CHAPITRE     XIII. 

Intégration  des  équations  différentielles  simultanées. 

Ois  est  quelquefois  conduit  par  des  questions  de  mëcanîque 
à  des  systèmes  d'équations  différentielles  que  nous  allons  cn-^ 
seigner  à  intégrer.  La  méthode  à  cet  effet  est  due  à  Dalembert  j 
qui  l'a  consignée  dans  les  Mémoires  de  Berlin^  année  i/j^S. 

Intégrer  le  système  des  deux  équations 

(  ax  -}-  by  )  ^t  -h  Jx  =  o. . .  .(i) , 
(a'x+b'y)  dt  +  dy  =  o..,.(2)  : 

dans  lesquelles  x^  y  et  t  sont  des  y^Hahles^  a ,  b  ,  a' ,  b'  des 
coejfficiens  constans. 

On  multipliera  l'une  des  deux  équations  ,  la  seconde  par 
exemple ,  par  une  indéterminée  k ,  puis  on  ajoutera  le  produit 
à  la  première ,  ce  qui  donnera 

{(a  +  ^û')a:+  (ô  +  *3')r  I  àt+  daî  + A:djKF=o...-(3^  ; 

or  cette  équationsera  intégrable  si  Ax  +  kày  est ,  à  un  facteur 
constant  prés,  la  différentielle  de  ce  qui  multiplie  d^ ,  c'est-à- 
dire  ,  si  l'on  a 

A-(a:  +  *X)  =  ( a  +  Afl"  )  X  +  ( ô  +  M'  ) J- (4)  » 

h  étant  une  seconde  indéterminée  :  cette  équation  donne  en 
égalant  les  coefficicns  de  a:  et  j ,        ' 

h  =  a-\-ka'  ^     hk  =  h  +  kb' ^ 

d'où  l'on  déduit  Â:  et  ^  en  a  ,  3 ,  a'  et  h' .  Comme  on  est  cou-» 
duit   pour   /t   et   A  à   des    équations    du   second    degré  ,   nous 
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désignerons  les  deux  valeurs  de  k  par  k  et  k'y  celles  de  h  par 
h  et  h'.  Soient  maintenant 

(5).  ,..x-^l(jr  =  Uj    «4"  ^'y  =  «'•••  «(6) , 

et  consëquemment 

(7) .  • . . dx  -^  kdy  =  du  ,     Ax  ^  kfày  ==  du'.  • .  .(8)  : 

si  on  fait  dans  (3)  les  substitutions  (4)  9  C^)  et  (7)  ;  (4)  ^  (6) 
et  (8)  ,  on  aura  les  équations 

(9)  •  •  •  ,huàt  4-  dx<  =  o  ,     h'u'àt  -(-  au'  =  o*  • .  •  (10)  , 
qui  ont  pour  intégrales 

«  étant  la  hase  népérienne.  Substituant  ces  valeurs  de  u  et  1/ 
dans  (5)  et  (6)  ,  on  aura 

%  r 

jp  +  ^j  =  Ce-*' ,     x  +  k'y  =  C.e-'"''  ; 

» 

d^où  on  déduit 


r  = 


•  •  •  • 


(II) 


..•(12), 


les  variables  x  et  y  sont  donc  exprimées  au  moyen  de  la  même 
variable  t ,  et  les  constantes  C  et  Ci  se  détermineront  d'après 
les  valeurs  de  x  et  y  correspondantes  à  une  même  valeur 
de  ^.  * 

Lorsque  k^=k'y  et  alors  h  =  A',  les  valeurs  de  a;  et  /  de- 
viennent infinies  ;  mais  ,  dans  ce  cas,  les  équations  (5)  et  (6) 
se  réduisent  à  une  seule  qui  est 

X  -i-ky^u  : 

les  équations  (9)  et  (10)  deviennent  ainsi 

hudt  '\-  du  =  o  j  .     , 

laquelle  a  pour  intégrale  .^ 
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u  =  C«*"**  =  X  +  Ay  ; 
d^où  l'on  déduit 

a:  =  Ce""*' —  A[7'. . .  «(iS)  : 

substituant  cette  valeur  de  a  dans  Fëquation  (2) ,  et  posant 
b'  —  a'k  =r  2 1  on  aura 

dj  +  ^dr  +  a'Ce^*' d/ =  o  , 
qui  a  pour  intégrale 

j'^^'H ^^j^jj —  =  6:,....(i4)- 

Les  équations  (i3)  et  (i4)  donnent  séparément  0:^  et^  en  f. 

Le  cas  des  racines  Uy  hf^  et  conséquemment  des  racines  h,  hf 
imaginaires,  ne  présente  pas  de  difEcùités. 

Intégrer  le  système  eTéçuation 

(az  +  by)  dx  +/cJz  +  edy  =  Xifx>         . 
(hz+  iy)  Jx  +  Mz  +  Wy  =  XVxr'"^'^' 

a,b,c,e,h,i,k,l  étanl  des  coejfficiens  constans ,  et  X  et  Xf 
des  Jonctions  de  x. 

Ces  équations  sont  celles  de  deux  surfaces  courbes ,  et  on 
propose  d^en  déduire  les  équations  finies  des  projections  de 
Fintersection  dé  ces  surfaces  sur  les  plans  des  xy  et  des  xz. 

Eliminant  successivement  djr  et  dz  entre  les  deux  équations  9 
on  a  les  deux  suivantes  , 

[(flZ  —  eh)z+  ibl—ei)y']  dx+(cl'^ek)dzz=:{lX'^eX')dx 
Hck  —  ak)z+  (« -W)j]  da:+  (cl—ek)dy=  (cX-^kX)dx^ 

si  on  les  divise  par  cl-^ek^  et  qu^on  fasse  pour  abréger 
al^ek         ^,        bl^ei         ^„         ZX— ^i' 


cl^ek  ^  ^  cl—ek  '  cl'-ek     ' 

^       ch — ak        ,^       ci-^bk         ^,.         cX'  —  ArX 
•*  ~  cZ— ^4  '      *^  "^  W— eA  '  cl  —  ek    ' 


354  LÈçbtcS 

elles  (JevientlroTlt 

(û'z  +  by)  âx  +  dz  =  Xff.àdè^ 

(  a'^z  -f-^"j)  d^  +  4r  =^"^*^*  » 

tnt^tîpîiâtit  la  première  équation  par  fi  facteur  indéterminé    9 
et  ajoutant  le  produit  a  la  seconde  ^  on  â  celle-ci  ^ 

qui  revient  à 

(  h' fi  +  b'i)  \j^jf,  ^+j]  àx^^Az^ày^ifiXiJ^X")Ax...[2). 

Fo»ons  -r- — r-rr-  =  iS  et  nous  aurons  deux  Valeurs  de  j8 1 
b'fi^b^'  ^ 

savoir  fi'j  fi"^  dont  la  substitution  dans  (2)  y  donnera  cèlLes-ci| 
(^/^'  +  ^^/)  ( ^'z  +  j)  âx  +  jS'djÉT  +  dj  =  (  jg'X*  +  Xf')  àx  i 

(^y^/f  +  b/f)  (/S'^^  +  r)  àx  +  ^^d^  +  djrr:  (i8<^^+:X"0  dx  , 

et  en  faisant  encore ,  pour  abréger , 

p'  =  ^'/3'  +  3^    u'  =  fi'z  +  r,    x,z=te'Xff  +  X'^^ 

pffz=b'fiff+bff,     ull  —  ^llz+y,     X  =  ^^X"  +  X''S 
on  trouvera 

p'u'àx  +  dtt'  =  X,àx  ,     p''tt//dx  +  d«//=  Xadic  , 

équations  qui  ont  pour  intégrales 

u'  =  e-P''  (C-h/X,e^''  do;)  ^ 
u'f  =  «f-;''"(6:'-H/X»^^"'da:)  ; 

mais  des  valeurs  de  u'  et  ulf  en  a;  et^ ,  on  déduit 

^   ^*ui'  —  ^"u'  _  u'—ull 

et  en  substituant  pour  ?/  et  uH  leurs  valeurs ,  et  énonçant  lès 
résultats  au  moyen  des  données,  on  résout  la  question  énoncée^ 
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Intégrer  le  système  des  deux  équations 

(  Mz  +  Nx  )  di  +  Vdz  +  QJx  z=:  TJt (i)  , 

(  M'z+  N'x)  dt  +  P'Jz+  QVx  =T'Jt. . . .  (2)  , 

ûans  lesquelles  M,  N,  P,  Q,  T  et  les  mêmes  coejficîens ^ac-* 
tentués  sont  des  Jonctions  de  t   variable  principale. 

Si  l'on  multiplie  la  seconde  par  ^  fonction  de  /)  et  qu'oi;! 
,.j^  %]OQte  le  produit  à  la  première  ,  il  viendra 

\[M+M'6)z+{N+N'$)x]dt+(^P+P6)àz  +  {Q+Q'9)dx 
équation  qu'on  peut  écrire  ainsi  qu'il  suit  : 

=  (r+  r6)dt — (3), 

équation  qui  serait  du  premier  ordre  entre  deux  variables ,  h 
Von  avait 

parce  qu'en  faisant 

l'équation  (3)  deviendrait  après  la  division  par  P-f-  -P'^  ^ 

M  +  M'ê    ,         r+T'«   j 
r    P+P*ê  P+P'6    ^ 

I    équation  linéaire  du  premier  ordre  qui  a  pour  intégrale  (^Cale* 
intég.jfag.  i68  et  169  ) 

[     «  =  -  JP-^P^^^'^feJp-^P'^  ''^Zl^^d.+Cj...(6). 
•r  pour  que  l'équatîon  (4)  aît  lieu  ,  il  faut  qu'on  ait  en  même 
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Icms 

éliminant  $  de  la  seconde  équation  au  moyen  de  la  première  ^ 

il   restera    une   relation  entre   les   coefficiens   M^K;P^Q^ 

M' ^  N\  P\  Ç'.  M^îs  lorsque  ces  coefficiens  sont  constans, 

la  seconde  équation  est  satisfaite  en  prenant  0  Constant ,  et  les 

valeurs  de  6  sont  données  par  la  première  équation  qui  est  da 

;second  degré  en  6,  Si  donc  on  désigne  par  tf,,.  ê^j  ces  valeurs 

,,       ,     M+M'ê  '•'  :'    , 

de  6  ,  par  m, ,  m»,  celles  de  -       — =^ —  ,    par  n, ,  n»  celles  de 

Jtr  -p  1   6 

fasse  ces  substitutions  dans  (5)  et  (6)  ,  après  avoir  reporté 
dans  la  première  les  deux  valeurs  de  u  données  par  la  seconde, 
on  aura  les  deux  intégrales  complettes  i 

z+  n^xz=:  e-'"'^'  [Je'"^'  T^t +C^  }. 

Intégrer  le  système  des  trois  équations 

(Mz  -f-  Nx  +  Py)Jt+Qâfz+  R Jx  +  SJy  =TJt fi), 

(  M'z  -f.  N'x  +  Fy  )V/t  +  QVz  +  R'Jx  +  S'</y  ==  Vdi (2)  , 

(M''z-f.N//x  +  P//y)Ji  +  Q"Jz  +  R"tfx  +  S"É?y=T/'Jt (3), 

dans  lesquelles  les  coefficiens  ont  même  acception  que  ci-dessus. 

On  multipliera  la  seconde  par  0  ,  la  troisième  par  6%  6  et  6' 
étant  des  fonctions  de  t ,  puis  ajoutant  ces  deux  produits  à  la 
première  équation  ,  on  trouvera 

=r;  (7'+  Pô  +Vfi'  )  d/.  •  .  .(4). 


^^ 
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Nous  poserons  ^  comme  dans  le  cas  précédent ,        ,  ,     , 

équation  qui  exige  qu'on  ait     * 

M+WTfWfT'  ""  ç  +  Ç'^  +  çy  ^  • 

et  de  plus^ 


V  ^ 


j  ^  N+  N't  ■+■  N'i'  \     '  /P4-P'$+Piit'\ 

si  les  coefficiens  de  U  proposée  sont  constans .  ces  deux  der« 
nières  équations  auront  lieu  d^elles-mémes  ,  en  prenant  ê  et  1^ 
constans  :  'ces  facteurs  seront  alors  donnés  par  les  deux  équa*- 
tions  précédentes  qui  conduiront  à  deux  autres  du  troisième 
degré  en  é  et  6',  Dans  le  ca^'cbtitraite ,  il  restera  deux  équa- 
tions de  condition  entre  les  eoefficitns  de  la  proposée.  Main- 
tenant si  IljDn  désigne  par  zr^ce/qcd  est -sous:  le  signe  d,  dans 
le  jHremi^f^njieruhre  de  l'éqii^tio*  3^5)M»A'éq«ation.  C4)  devîeqdra 
aprè&  1^:  sijj^jUitptiqn ,        .  :   ,:      '  ,1  ..  : 

équation  linéaire  et  du  premier  ordre  qu'oa 'sait  iii%ég|rer  ^  qn 
aura  doo.^  trois  yaleurs  de  u.  oprrespondantes  dux^.vfil^urs  de  4  ^ 
et  de  d'  auxquelles  repondront  trois  intégrales  de  )a  forme 

.        . ,  ,      • .  1    «  I  I  •  ■  '  •  i  r_  1  .  ■  '\        :    .',V.  '..'il  •  '    • 

g  ,!-■  n   rL/tièT    jr  4i^  ,  ■„■*.. ! r.  y  ==r  M  , 

:23 
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«n  observant  que  les  racines  de  é  et  de  1^ ,  sont  liëes  entre  elles  f 
en  sorte  quVIles  se  correspondent  ;  et  de  ces  trois  intégrales  on 
déduira  séparément  x ^y  et  z  en  t. 

Intégrer  le  système  des  équations  du  second  ordfe 

J»y  +  (  aify  +  Wx  )  A  +  (  cy  +  gx  )  A»  =  TA" 
J»x  +  (a' Jy  +  b'Jx)  dt  +  (  c'y  +  g'x  )  A*  =  SJf, 

«à  a,  b,  c  ,  g,  aK,  b',  c',  g'  sont  constans,  T  et  S  des  fonctiom 
de  t  variable  principale. 

On  fera  dyszzpdt,  ix  =  qàt ,  d'où  résulteront  les  trans* 
formées 

àp  ^  (ap  '^  hq  -^^  cy  +  gx  )  dt  =  73/ 
d^  +  (û';^  +  ^'Ç  +  c'y  +  ^'«  )  dt  =  Sdt^ 
xjOL^'û  faut  prendre  avec 

djr  —  /?d^  =  o ,  dx  —  çd/  ==  o  : 

on  aura  donc  quatre  équations  du  premier  ordre  entre  les  cin^ 
variables  p ,  q^  x^yétt  et  leurs  différentielles ,  qu^oki  traitera 
par  le  procédé  expliqué  cî-dessus. 

Exemple  !•'.  Soît  le  système  d'équations 

dy  +  X  ùx  +  fy  +  c  )  dt^  =  o  \ 

û^x  +   {a'x  +  hy  +  c')  dt-  =  o  |--^'^  • 

dans  lesquelles  dt  est  la  variable  principale.  Si  on  multiplie  la 
première  par  un  facteur  indéterminé  k^  et  qu^dn  ajoute  le 
produit  à  la  seconde ,  on  aura  ' 

l(a'+ka)x  +{b'^kb)y+  {c'+kc)-] d^»+d««-h fcdy=±:o..^(a) ,  - 

^u'on  pose  ensuite 

h  ix  +  ky)=^(a'  +  ka)  X  +  ib'  +  kb)  y; 

on  en  déduira  par  la .  comparaison  des  coefficiens  de  x  et  y^ 
deux  valeurs  de  h  et  deux  de  A,  qu'on  désignera  par  h  et  h', 
k  et  A',   en  sorte  que  faisant 
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puis 

l  =  c'+kc,     /'  =  </  + /t'y, 

réquadon  (2}  deviendra  par  ces  substitutions 

{hu  +   l  )    dr   4-   d  M  =  o  i 
(  A'm  +  t  )  dl*   +  d'il'  =  o  ; 

pour  traiter  la  jpremière ,  on  multipliera  par  du ,  et  intégrant 
ensuite  ^  on  aura 

d'où 

j   du 

on  dëdiiira  de  même  de  la  secondé 

di/ 

équations  du  prétniér  ordre,  dans  lesquelles  les  variables  sdtil 
séparées ,  et  qu'on  peut  intégrer  par  les  méthodes  précédentes. 

Exemple  II.     Soit  le  système  des  trois  équations 

d»a?  =  — xdt* 

r 

R 
d«z  —^g  —  — 

4[}ni  représehtetit  le  mouvement  d'un  pendule  à  ôscillatioils 
coniques,  d^  étant  la  variable  principale,  H^^  g  étant  des  cens-* 
tantes,  et  r  le  rayon  d'une  surface  sphérique  sur  laquelle  lé 
point  matériel  est  assujetti  à  se  mouvoir,  ensorte  (jue  l'origino 
des  coordonnées  étant  au  centre  de  la  sphère ,  on  a 


/*=  V^«»+^*-h«*- 
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On   réduira  ces  équations  à  une   seole,  en  multipliant   la 
première  par  dx^  la  seconde  par  ày^  et  la  trmième  par  iz^ 

pais  ajoutant  les  trois  produits,  ce, qui  donnera 

« 

^    j,/^ = -{xàx-\^-\-gàz)+sAz: 

or,  on  a 

d  (r»)  =r  a  {xàx  +  yd;^  +  «dr)  =:  o  ; 

donc  la  précédente  se  réduit  à 

df»  —-  ë     y 

qui  a  pour  intégrale 

I      (djp»  +  dj»+  dr»)  ,    ^         ,  . 
^ =  5r  4-C...  •Qaj; 

mais  J5  désignant  l'élément  de  la  courbe,  on  sait  (  Cale.  éUff,  , 
pag.  338  )  que  djp*  +  dy*  +  dr*  =  di»  :  d'ailleurs  v  représen- 
tant la  vitesse  suivant  la  courbe,  etd/  Télément  du  tems,  on 

démontre  ,  en  mécanique ,  que  v  =  —^  ;   donc  l'équation  (2) 

devient 


9^  :=.  gz  '\-  C...(3). 


e 


Pour  déterminer  la  constante  C,  supposons  que,  pour  up 
certaine  valeur  ^  =  ^ ,  la  vitesse  en  ce  point  de  la  courbe  , 
soit   f^,  on  aura 

—  r-  =  ^A  +  6',  d'où  c  =  —  r»  ~  ^A  , 

et  coméquemment 

2  .  a 


s 
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maïs  si  l'on  désigne  par  H  la  hanteor  due  à  la  vlteftse  V,  on 
sait  aussi  que   V*  =  zgH  \  d^nc 

2, 

en  posant  k  =:  h  —  H  :  donc  enfin  enfin 

f'         dx*  4-  dv  +  dz'  ,     .     ,  . 

— -= — : ^j^ =^(^— *)j 

2  a  ai* 

des  deux  premières  équations  (i),  on  déduit 

—  =—,  d'où  yd-x  —  «dy  =  o  , 

»/  •/ 

et  en  intégrant 

fdx  —  xày 


==C  : 


di 
d'ailleurs  on  a  trouvé  plus  haut 

xdx  -f-  y^x  ^^  "^  -^^^  • 

élevant  au  carré  chaque  membre  de  ces  deux  dernières  équations, 
et  les  ajoutant ,  on  trouvera 

(x»  +/*)  (dx»  +  dy»)  =  C*dP  +  z'dzV 

Si  l'on  substitue  pour  «»  -J-  y»   sa  valeur  f*  —  r',    et  pour 

da?'  +  dy*  ,  _    .  «^-^^    -   »      j      ^  \ 
r — ^^  sa  valeur  io  +    2/?z  —  -= —  tirée    de   (2),    on 

aura 

rdr 


d/  =  — 


V/(r«  — z»)  (c  +  2^z)  — .£:'• 


où  c  représente  2  C^  et  c'  tient  lieu  de  d  :  on  a  donné  (  Cale, 
intég. ,  pag,  ^5  et  suiv.)  l'intégrale  de  cette  équation,  c'est-à- 
dire,  la  relation  entre  le  tcms  /  et  la  distance  z  du  mobile  an 
plan  des  xy\ 
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Exemple  III.    Soit  le  système  des  quatre  éqnaUons 

d"r  -  (y^r  +  Br  +  C)dPl 

d  .r  =  (  ^'-  +  £'r  +  C)  d/«  f  •  •  •  ^'^ 

ydv-gd'^r=or:--^^^' 

où  A^  jB,  C,  ^%  ^',  C'^  a,  b^  m^  J  et  g  sont  des  coeffi-* 
ciens  con<;tans  et  /  la  variable  principale  :  ces  équations  repré<# 

■ 

sentent  toutes  les  circonstances  du  mouvennent  d'un  corps 
flottant  dan<;  une  position  neu  différente  de  celle  de  l'équilibre, 
en  supposant  que  les.  vitesses  initiales  tant  linéaires  qu'angu- 
laires, sont  nulles,  et  en  faisant  d'ailleurs  toutes  les  hypothèses 
qui  ont  lieu  dans  les  cas  d'application  les  plus  ordinaires. 

Pour  intégrer  d'abord  le  système  (i',  nous  multiplierons  la 
seconde  équation  par  un  coeflicient  indéterminé  A,  et  nous 
ajouterons  le  produit  à  la  première,  ce  qui  donnera 

puis  nous  poserons 

—  {(B  +  kB')T+(^A+kA')z}z=ih{T+kz)....(:i}i 
alors  l'équation  '3)  devient 
d'T  +  kà'z 


dt^ 


=zz  —h  (^T  +  kz)  +  C  +kC' . 


Soît  T  +  ^^  =  ô ,    d'oii  dV  +   ^i^^  =   <1'*»   c^  l'équatiou 
précédente  deviendra 

-r-  =z  —  hê  +  C+kC, 

équation  facile  à  intégrer  en  multipliant  par  dd  ,   ce  qui   ta 
transforme  dans  la  suivante 

ddd^d 
-^^-hêàù+iC+kOyàé^ 

dont  l'intégrale  première  est 
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mais  rëquation  (4)  donne 

à*oh  Ton  déduit  deux  valeurs  de  k  et  deux  de  h ,  que  nou« 
désignerons  par  k'^  A^,  et  A%  A^  :  ainsi  Fintégrale  (5)  deviendra 
en  remplaçant  A  et  i  par  ^  et  A^  ^ 

si   pour  *  =  o^  01^  aoit   avoir  z  =  o,r=:o,  — r—  =  0^ 

dr 

--^  -  =Q  9  d'où  ^=30,  en  vertu  de  Fhypothèse  r  +  ^  =  ^> 

et  T-  =  o  •  i  cause  de 
dt  ' 

d«  _   dr         -    dz 

"di'-'dr  +  '^ir' 

en  conclura  de  (5),  </r=o,  ^t  cette  équation  réso^ue  par  rapport 
à  d^9  donne 

dé 

1  dé        ^ 


v^'  ysti£+i£:>,^»^^ 


£jL^d« 


•    -  » 


t^,  en  intégrant, 

*  ^  C^A^C^  ^  arc  (ii?  f'ifr^ss  é)  +  <^^ 
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•     C  4-  VO 
pour  le  fayôn  .  Pour  le  rayon  =  i ,  on  trouve 

qui  revint  ji  celle-ci^ 

~—r—^=s{nverst^h' — c<,ou*c= — jr^— (i— cos/^A')— c': 

or,  comme  on  a  â  =  o ,  pour  /  =  o ,  il  en  résnlte 

cil  ^=1  i  —  I  =o, 
donc 

«  =  -— i^r; (  I  ^  COS  /  VA'  ). 

n 

On  obtiendrait   l'autre    intégrale  en   remplaçant  h'  et  A'  par 

A",  i^  :  elle  serait  donc  -    • 

C  +  k'fC  ,    , 

«'=  —-^ (I  — cos^V^Â//). 

I 

Ainsi  des  deux  équations 

r  +  A'r  =  ô,  T  +  k"z  =  tf', 

on  déduira  deux  équations  finies  entre  les  variables  r  et  z  ,  et  les 
autres  quantités  connues. 

La  première  équation  du  groupe  (2)  ,  savoir  : 

d»^ 

^  =  -  ^'(p  +  m'  , 

h        '  m 

b'  étant y   et  m'  = y  donne  pour  intégrale  (Cale,  inté.j 

chap.  X  ). 

^  <p^~  {i  —  cost)/v}  ; 

parce  que  les  constantes  deviennent  nuUes.  Enfin  la  quatrième 


•  ^ 
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équation 

/d»d--^^d>=  o,  ' 

donne  pour  première  intégrale 

en  observant  que  At  est  constant,  ou  que  /  est  la  variable  prln- 

cipale  5  mais  pour  ^=  o  ,  les  rapports  -7— ,  — r-  devenant  nuls., 
on  a 

yd<r— ^d(p  =  o; 
d^où  par  une  secpnde  intégration 

jT  —  g(p=Of 

parce  qu^on  a  V  =  o  ,  (p  =  o  en  même  tems  que  ^  =  o.  On 
peut  dans  cette  dernière  intégrale  renijlilacer  ^  par  sa  valeur 
trouvée  plus  haut. 

Il  nous  reste,  pour  corapletter  cette  matière,  à  considérer  les 
équations  linéaires  simultanées.  ' 

Intégrer  le  système  des  équations  linéaires  du  premier  ordre 

^  1  P  9  Qi  <I  7  ^  ^^  les  mêmes  coefficiens  accentués  désignant  des 
Jonctions  de  x. 

^près  avoir  multiplié  la  première  équation  par  g-Ax^  et  la 
seconde  par  a^Ax^  on  en  fait  la  somme  ,  ce  qui  donne 

(P^+FO  d^+C^^'+P'^'J  Ax+{Q^+Q'^'>àx+(^q<r+q^T')yAx 

=  (XT4-XV')dxi...(2): 

en  supposant  que  le  premier  membre  soit  une  différentielle 
exacte  ,  et  qu'il  ait  pour  intégrale  (P,r-}-Pa-')^-|-(^o-+/!?V)y 
.    plus  une  fonction  de  ar ,  et  de  constantes  que  nous  désiijnerons 
par  S ,  on  pourra  poser 
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li'où  l'on  tire,  d'après  la  définition  de  «S,  les  deux  é<|uatioBs' 

y,  +  9'r'- ^ -=  O  , 

c'est-à-dire , 

G-è)'+(''-.-t)"-'-^-^âr= 

qui  serviront  à  déterminer  o-  et  a-'  \  mais  de  d»y  s=:  o  ,  on  tke 
S  =  coR5f . ,  et  on  a  pour  intégrale  de  Téqua^oo  (2} 

iP.r+P^')z  +  ip^  +  p'^')y=zC+f(X,-  +  X'r')âa:. .  .(4) , 

C  étaiit  la  constante.  Si  l'on  a  pu  découvrir  une  valeur  de 
chacun  des  facteurs  0-  et  a-'y  on  dégagera  de  l'équation  (4)» 
celle  qu'en  voudra  des  deux  variables  j*  et  z  ,  y  par  exemple, 

dr 
et  substituant  pour  y  et  --p-  leurs  valeurs  dans  l'une  des  deux 

proposées ,  qn  aura  une  équation  linéaire  du  premier  ordre 
entre  r  et  a?  qu'on  '  intégrera  :  en  sorte  qu'on  aura  la  valeur 
complette  de  z  en  x^  et  on  en  conclura  celle  de  ^  en  j?. 

Nous  traiterons  les  équations  (3)  comme  ncus  venons  de 
traiter  les  équations  (i)  :  ainsi  en  multipliant  la  seconde  des. 
équations  (3)  par  fàx^  et  la  première  par  f^àx  ,  ajoutant  les 
produits,  et  supposant  que  le  premier  membre  de  l'équation 
résultante  soit  une  différentielle  exacte ,  on  aura 
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«t  pour  la  détermination  de  ^  et  f\  les  deux  équations 

d/  d«  >*«<--(6)» 

connaissant  ^  et  ^' ,  on  anra  t  et  r'  :  mais  les  équation^  (6) , 
ne  sont  antres  que  les  deux  proposées  dans  lesquelles  on  au- 
rait fait  X=:  o  ,  X'=  G  :  ainsi  tout  est  réduit  à  intégrer,  sous 
ces  hypothèses,  les  deux  équations  données.  Des  équations  (6)  , 
on  tire 

dp' 
et  substituant  pour  p'  et  -j^  leurs  valeurs   dans  celle    qu^on 

voudra  de  ces  deux  équations ,  on  en  trouve  une  de  cet^e 
forme 

^  da-    *        dx* 

de  laquelle  il  suffira  de  conclure  une  valeur  de  p  :  si  on  en 
obtient  deux,  en  les  désignant  par  p,  et  p^  ,  et  les  dçux  valeurs 
correspondantes  de  f'  par  p/,  f^S  et  les  substituant  dans  (5)  , 
on  trouvera 

(P^'+;»^)r+ (P'p.'+p',.)  ^'  =  B, 

de  ces  deux  équations  on  tirera  •-  et  «•',  et  en  faisant  succes- 
sivement dans  les  valeurs  de  a-  et  r^  l'une  des  deux  constantes 
B  et  B'  égale  à  zéro ,  et  Tautre  égale  à  l'unité  ,  on  aura  deux 
valeurs  particulières  de  t;  savoir,  9-1  et  »■, ,  et  deux  de  a^'  qucx 
nous  désignerons  par  <r/,  o-»'  :  reportant  ces  valeurs  dans  (4)  » 
c'est-à-dire  ,  r,  avec  «-,' ,  et  •-,  avec  «,' ,  on  obtiendra  deux 
intégrales  qui  donneront  les  valeurs  complettes  de  j'  et  ^  en  a?. 


\ 
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On  traiterait  d^une  manière  analogut  le  système  des  trois 
équations  linéaires  du  premier  ordre 

Intégrer  le  système  des   deux  équation  linéaires  du  second 
ordre 


^^ ^P 


d^y      ^  dz  dy  /••••{O» 

P  ,  p. .  •  «X  ,  P',  p'é . .  .X'  étant  des  fonctions  de  x. 

£n  multipliant  la  première  équation  par  a-àxj  la  seconde 
par  ff-'àx^  et  ajoutant  ces  produits  ^  on  trouve 

=  X<r  4- "^V .  .  •  .  (2)* 

I,c  premier  membre  étant  supposé  une  différentielle  exacte  ,     j 


nous   représenterons   son    intégrale    par • . 

(P^  +  PV) -^  +  (p^ +?''•')  ^  +  5,  où 


] 


1 
I 

i. 


+(,.  +  ,v--ii-+z:r:L)^+r,     i 


1 
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T  étant  une  fonction  de  x  «t  de  constantes  :  on  tire  de  ià 


AT 


=  ^rp.+  r'^' 


d(ya.  +  yV)  d'(;?c.4-;7V0 


d:i; 


+ 


dx' 


■)j«l*» 


donc  on  doit  avoir  ces  deux  conditions 

r»-  -f-  r»- T— h T-: ==  o , 


it.+flv-  ■^(»+^.-0  +  d-(P.-hi>.0  ^^^ 


do: 


dop^ 


c'est-à-dire , 

df/sàr'        -  d»<r 


di^y  d^  + '^ d^' + ''' d^=*  ' 


dV 


>-(3) 


_(e 


dx  y  dx      \  âx  /  dx  dx 


dv  dV  I 


et  comme  7=  <:oii5f. ,  Tintëgrale  de  Tcquation  (2)  ,  «s| 


(P^+P»-')  -^+  (P^+;>v )  -^ 


dcv 


=  (;+/(x<r  +  XV  )  dx. ..  .(4). 

•  Lorsqu^au  moyen  des  équations  (3),  on  aura  trouvé  deux 
valeurs  de  «■ ,  et  deux  correspondantes  de  »•',  on  aura  d'après  (4) 
deux  équations  qui  renfermeront  chacune  une  constante  arbi- 

traire ,  et  qui  serviront  à  trouver  y  ,  -p-   et    consequemment 


3Sô  lc0K^ 

I 

~-  :  sukstîtuapt  ces  valeurs  dans  Tune  des  éqaations  (i) ,  ofi 

aura  une  équation  linéaire  du  second  ordre  entre  x  et  ^  :  cettd 
équation  étant  intégrée  complettement ,  on  aura  la  valeur  de  z 
avec  quatre  constantes  arbitraires ,  qu'on  portera  dans  celle 
de  y.  Si  Ton  découvre  quatre  valeurs  de  0-,  et  conséquemment 
autant  de  valeurs  de  r' ,  l'équation  (4)  donnera  quatre  inté-^ 
grales  renfermant  chacune  une  constante  arbitraire  ,  et  il  sera 
facile  d'en  déduire  j-  et  z  en  x.  Si  Ton  multiplie  leè  équa— 
lions  (3)  ,  l'une  par  ^  àsc  \  l'autre  par  ^'àx ,  on  trouvera  par  un 
procédé  analogue  au  précédent,  qu'on  est  conduit  poiir  la  déter- 
mination de  ^  et  p',  à  deux  équations  exactement  de  même 
forme  que  les  proposées  dans  lesquelles  on  aurait  faitX=:0  9 
lif  =  o.  D'ailleurs  en  supposant ,  Comme  précédemment ,  que 
la  somme  des  deux  produits  par  p  dx  et  p^dx  soit  une  diflérea-- 
tielle  exacte ,  son  intégrale  sera  de  la  forme 

K  étant  une  constante,    et  F^  G,  i7^   J  des  fonctions  des 
'   cocfficiens  des  proposées  ,  des  facteurs  ^ ,  ^'  et  de  leurs  dérivée» 

dp       dp' 
--7—,  -j — •  Il  sera  facile  de  tirer  du  cas  précédent  ce  qui  reste 

.à  dire  sur  celui-ci. 

Ce  serait  ici  le  lieu  de  parler  des  solutions  singulières  des 
équations  simultanées  ;  mais  l'abondance  des  matières  qui  noKxs 
restent  à  traiter ,  nous  force  à  passer  à  d'autres  théories^ 
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CHAPITRE    XIV. 


Sur  la  manière  de  cùmpletter  tes  équàtioni 
différentielles  des  ordres  supérieurs  entre  deux 
variables  ,  à  l'effet  d'y  introduire  Vhjpothèse 
d'une  fonction  Constante,  la  plus  favorable  pour 
rintégration. 

Là-  supposition  d^une  certaine  différentielle  constante ,  facilite 
ordinairement  la  traduction  analytique  des  questions  qui.con-* 
Nuisent  à  des  équations  différentielles  des  ordres  supérieurs  au 
première  ;  mais  elle  ne  conduit  pas  toujours  à  Téquation  la 
plus  commode  pour  l'intégration  :  il  s^agit  donc  de  coropletter 
d'abord  ces  sortes  d'équations ,  t'est-à-dire ,  de  les  ramener  à 
n'avoir  aucune  différentielle  constante  ,  pour  être  le  maître  de 
prendre  p'our  constante  la  différentielle  qu'on  voudra ,  de  sorte 
qu'il  en  résulte  l'équation  la  plus  facile  à  intégrer. 

Nous  avons  donné  dans  le  Calcul  différentiel  (  chap.  VII  )  les 
formules  par  lesquelles  on  doit  remplacer  les  coefGcieiis  dif-=- 

férentiels  successifs  -r^  ,   -r~ ,  etc.  pour  passer  de  Thypothèse 

de  y  fonction  de  x ,  à  celle  de  y  et  x  fonctions  d'une  troi- 
sième variable  t^  ou  V  en  d'autres  termes ,  pour  que  dx  et  d^ 
varient  en  même  tems.  En  changeant  dans  ces  formules  a;  en  ^ 
et  réciproquement ,  on  complefte  Inéquation  dans  laquelle  on 
aurait  regardé  dy  comme  constant,  et  dx  comme  variable. 

Cela  posé  ,  il  devient  facile  de  transformer  une  équation  dans 
laquelle  on  aurait  supposé  dx  constant ,   en  une  autre  pour 
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bqiielle  ce  serait,  par  exemple  ,  P<ïx  qui  serait  une  constante, 
P  étant  une  fonction  connue  de  x  et  y.  Car  dl-'abord,  on  con^ 
pletterait  Féquation  proposée  au  moyen  des  formules  connues  ; 
puis  posant 

d  (  Pdo?  )  =  o  =  dPda?  +  Pà*x\ 

on  en  tirerait  d^op ,  pui.s  d'^x ,  etc. ,  qu'on  éliminerait  ainsi  de 
la  proposée  ,  en  sorte  quelle  se  trouverait  rapportée  à  Thypo— 
thèse  énoncée. 

La  fonction  P  peut  représenter  y/i +^*  i  ou  l'ordonnée  y 
ou  etc. ,  et  alors  Pdx  devient  l'élément  de  Parc ,  de  Vairc  de 
courbe ,   etc. 

On  pourra  encore  ramener  une  équation  de  l'hypothèse 
Pdx  constante  à  celle  de  Rdx  conî:tante  ,  P  et  il  étant  des 
fenctions  de  x  et  ^.  A  cet  effet ,  qn  posera ''Pdx  =  dS  qui  e^ 
tonstante  ;  d'oii 

dS               t                 dPdS  ,  i».„  «..,«•. 

dx—'^y     et    d'x  = _.,    on     P^^x  +  iPâS  —  o^ 

formule  au^tnoyçn  de  laquelle  on  pourra  éliminer,  par  exemple, 
d*x ,  et  conséquemment  d^x ,  etc. ,  si  la  proposée  est  d'un 
ordre  supérie^ir  au  second  ;  mais  supposons-la  du  second  ordre  : 
on  se  rappelle  qu'en  partant  de  y  =:Jx ,  si  dx  et  dy  doivent 
varier  en  même  tems ,  on  a 

i\y  \dx  y  dxdy  —  djd^x 

d  X*  dx  dx^  ' 


d'où 


y  /"  ^J  \  dxdy  —  dj-d^x 

^  V  :û7  J  = AZ^^ > 


et 


\  dx  /  dx 


,  dxdy — d;d'x 

^y  ^  _ 
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Soit  Pàx  =  AS*  rr:  yàx  qui  représente   rëlëment  de  l'aire 
d'une  courbe  :  on  en  déduira 

dj^dx  +  ^d«4»  =  ô  ,     d'où    d»«  = LJL^ 

par  là  on  éliminera  à*x  de  la  proposée  ;  ensuite  au  à^y  on 

,     .  d^d'r — dyd'^         rdjpdv  —  dy'dop  —  rdrd^a; 

substituera  ^^      —  = =^ ^^-^ ;    et 

d«>  yàx 

alors  on  aura  une  équation  complette.   Cela  fait,  si 

jRdjp  =  V^dor^ -]- d^^  y  on  en  tirera  parla  différentiation 

Axi'x  +  Ayày  =  o  ,     d'où  d'à?  = :~-^  , 

et  en  substituant  cette  valeur  de  ài^x  ^  l'équation  du  second 
ordre  sera  rappellée  de  l'hypothèse  de  yàx  constante ,  à  celle 
de  l'élément  de  courbe  constant. 
Nous  allons  appliquer  ces  principes. 

Exemple  !•'.     Intégrer  l'équation 

Pày^  =  d»»d^  —  xàyi'x  +  xAxAy  ^ 

P  étant  une  fonction  quelconque  de  ^ ,  et  aucune  différentielle 
n'ayant  été  supposée  constante. 

!•.  Soit  àx  constante,  c'est-à-dire,   d»«  =  o:  la  proposée 
se  réduit  à 

Pày^  =  dap'd^  +  xAxày^ 

multipliant  par  le  facteur       ,     ,    on  aura 

Pày         àx^ày  +  xAxày 
"Hc»  x'^ày^        ^  ' 

c'est-à-dire  , 

a3 
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multipliant  de  nouyeau  par  le  facteur         -, 

xdy      \MijrJ  ^     ' 

iiont  yiotëgrale  est 

I    X  da?  \«         I     ^        /^Pix 


on  aura 


3L     \x%Âjry  3L  ^      ac^ 

d'où  Ton  tir« 


équation  sëparëe  et  facile  à  intégrer ,  lorsqu'on  aura  P  en  x, 

a*.    Soit  djr  constante  :  en  effaçant  le  terme  de  d^ ,  ci 
diyisant  tout  par  ày,  Téquation  proposée  deviendra 

Pdjr»  =  d«»  —  xd*x  ; 
c'est-à-dire , 

xà*x  —  àx*  Par*  ,  /  do:  \  Pdv* 

■  = =^— .    ou   d( )=  — :i-., 

«•  X*  Va;/  «■     ' 

et 

^*  d  rif.") = -  «ïy  ^*'* 


jc        \  X  y  "^        x^     ^ 

qui  a  pour  intégrale ,  d^  étant  constante  , 

I    /dx\«         I      _       _        /-»Pdx 

d'où  l'on  tire  le  même  résultat  que  ci-dessus. 
3®.  Soit  xdjr  constante  :  cette  supposition  donne 

d^rdj*  -f-  xdy-  =  o  , 
et  elle  change  la  proposée  dans -celle-ci , 

Pdy*  =  —  xd*x  : 
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maïs  en  posant  âPcljsc,  onady»=: — j-,  et  Téqu^ition  prëcé- 
dente  devient 

»^-»                 ,                  .    ,                 Pc^àx 
=;  —  xd*«  ,     ou  dxa'«  =  — —  , 


qui  a  pour  intégrale 
c'est-à-dire  9 

remettant  pour  c  sa  valeur  xAy  ^  on  aura 


isf:=:xdyy     C— ^/l^. 


même  résultat  (jue  ci-dessus. 

d^ 
4*.   Soit  la  fonction co^dsfahte  •  d'où 

X 

xi^x  —  âx*  =  o  ; 
la  proposée  deviendra 

Pày^  =  xdxày  : 

uX 

je  fais  — r-  =  c  ,  ce  qui  donne  dx  =  ex ,  et 

'  X 

ou 

Pdx 


c'dy  Pc  


qui  a  pour  intégrale 
i      c-  C        pPàx         ,,  ,     c        ^/C  JnPdx  \ , 


3S6  HtçôKs 

remettant  pour  e  sa  valeur »  on  retombe  encore  sur  le  ré'^ 

sultat  obtenu  dans  les  trois  hypothèses  précédentes. 
Exemple  IL     Intégrer  l'équation 

xy  (  cla^d^  *—  àyà*x  )  =jriydx*  — J^iQày^  —  a:d«dy» , 

ou  aucune  différentielle  n'est  supposée  constante ,  Q  étant  une 
fonction  d,e  y.  En  écrivant  la  proposée  comme  il  suit  : 

on  observe  que  le  second  membre  divisé   par  jr^ày ,   a  pour 

xdx  ,   '  ■  " 

intégrale :   en  prenant  cette  expression  pour  constante , 

et  la  désignant  par  c ,   on  a 

xyd^x  -|-  ydx'  ■—  xdxdy 

■  '    ■    '  =o  t 

et  la  proposée  devient 

s^dxdy  +  T^dQiy^  =  0  ; 
d'où  l'on  déduit 

^  y        éy^  dy* 

dont  l'intégrale  est 

^         e  ^       xdx         ^ 

d  OU 

Qyày  =  xdx  +  Cydy  : 

intégrant  de  nouveau ,  on  aura 

et 

^/Qydy  =  x^  +  Cy^  +  O. 

Exemple  III.     Intégrer  l'équation 

da:*d^  —  dy^  s=  adxd^  -|-  xdxd'^y  | 

dans  laquelle  on  a  supposé  d:i?  constante. 
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L^hypothèse   de   dx  consUtite  n^ëtant  pas  coiihnjbde   pour 
FintégratioD ,  on  commencera  par  completter  l'cquation  pro-< 

».  tr  11  daîd*r  —  dyd'jtt 

posée.  A  c^t  effet ,  en  remplacera  d*y  par    ■         J  '    '  7 

ce  qui  la  changera  dans  celle-ci ,    ' 

àx*ijr  —  èj^  =r  «da?dy  —  od^d'x  -|-  «djfd'jr  -r-  xfyS*x , 

qui ,  sous  Thypothès*  de  iy  constante ,  d'oà  d^  =09  devient 

d«»  -f"  *d*j:  =:  ^»/-r-  aà*x  ; 

c^est-à-4irf  > 

d«*  -f-  xà*x  =  cd^  —  ad' X  f 

en  remplaçant  un  facteur  iy  par  e  ;  et  alors  on  a  Hkitégrale 

xdx  =:cy  "^  adx  -(*•  Ce  , 
ou 

xàx  =  j'dy  +  Cày  —  adx , 

en  remettant  dy  pour  r  :  intégrant  de  nouveau  9  on.  trouve 

Exemple  IV.     latégrer  Téquation 

où  rëlément  d5  de  la  courbe  a  été  ;5uppos*  constant. 

De  ds  =x  V/d«*+d^»  =  cous/ • ,  on  déduit  dopd'jp =  —  dj^d»^ : 
aùisi  la  proposée  devient   * 

dïdy  =  — ad*jr, 
qui  a  pour  intégrale 

yds  =  —  ady  +  Cdj  ,     pu    (C  — ^^  )  djT=:  adjc  ; 
élevant  au  carré ,  et  remplaçant  ds*  par.djp*-|"4^*9>o°  obtient 

«quation.  sépuée»  ' 
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Emêmph  V.     Intégrer  IV^uation 

aàsAy  -hyàyàx  =a  o , 

où  rëlément  is  de  la  coarbe  est  encore  suppose  constant. 

De  d5  =  V^djc*-t-dj%  on  déduit  dar  =  V^di*. —  dy»|  valeur 
qui  change  la  proposée,  dans  celle-ci 

.       aàsày  4- ydy*  \/is\—Ay:=:o  ; 
on  complétera  cette  «quation  en  remplaçant  à*y  par*  •••••• 

— n.  /    — 21 — ,   ce  qui  la  transformera  dans  cello^tî  ^ 

As  ^  

^sày  —  fld^d**  +  J'^y*  Vàs'^  —  cjy*  =  o  , 
qui ,  pour  d^  constante  ,  derient 

—  aA*s  4-  yày  V/d5»  —  dj»  =  o. 

Soit  d5  s=  zày ,  et  par  conséquent  à*s  =  dird^:  la* précédente 
deviendra 

aàz 


—  aàz  +yày  V^ir*—  i  »     d'oùydj<  = 


qui  a  pour  intégrale 

=s  àl  [jie  +  A  {/z^^]  : 
ainsi  ^  est  donné  au  moyen  de  z ,  et  à  cause  de  d^  =  rd^ , 

la  relation  dx  =  V^d5*  —  djr'' ,  donne  d4P  =  d^  V^^*—  i  ;  y  et  x 
seront  donc  des  fonctions  connues  de  z^  et,  par  l'élimination  de^, 
on  aura  la  relation  finie  entre  x  et^. 
E^eitïpfe  YI.     Intégrer  Téquation 

«*  +  û*     ~  r5^^     !        ^ 

•  r    ■  ■ 

où  l'on  a  supposé  constant  l'élément  ^djc  de  l'aire  de  courbe« 
|*(ous  commencerons  par  completter  la  proj|[^osée ,  et ,  ji  cei 
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r 

efTet ,  en  désignant  ydx  par  àr ,  on  aura 

^'^  dr  3?db  ' 

sî  dans   le  second   membre  ^  on  remplace   d^  par  sa   valeur 

yd'jF 
-j—-  tirée  de  d*r  =  o ,  on  trouvera ,  après  les  réductions, 

d*jrs=  d^.  Il  faut  dçnc  tirer  d^  de  la  relation 


i»jp 


*^"= ÏT' 


dont  la  difTérentiation  donne 


àyàxà*x — yhxdH^x  +  ^  ( d "« )• 


d« 


.a 


*— i" 


^ 


remplaçant   dans  le  second  membre  ày  par  — -  ^     on 


trouve 


.  aj(d'ag)«~ydjrd3j?    ^ 

•^  d«»  ' 

en  reportant  cette  valeur  de  d'j^  dans  la  proposée,  on  obtiendra 
cette  équation  complette 

ar'dx  — fl'djî       œày        .      r     *    f  aj^  (d'x)*  —  ydxd^«  ). 

Si  Ton  fait  djp  constante,  d^où  d^j?c=r  o,  d^ji;=:o,  etc.^  réquatîôn 
dcvlendta- 


c'est-à-dire  , 


jî«  ^  a»  J'' 


X*  —  a'         ,  dj^  dx 


dx  ijss -|"  "         ^ 


équation  différentielle  séparée,  dont  on  recherchera  Tîntégralc. 
Ces  exemples  sont  plus  que  suffisans  pour  mettre  le  lecteur 
en  état  de  résoudre  les  questions  de  ce  genre. 
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CHAPITRE    XY. 

Intégration  des  fonctions  ou  eocpressions  éUfféren-^ 
tielles  exactes  ,  et  des  équations  qui  renferment 
trois  et  un  plus  grand  nombre  de  variables. 

Nous  considérons  d^abord  les  fonctions  différentielles  homo- 
gènes entre  plusieurs  variables. 

Exemple  P^     Intégrer  la  fonction  différentielle  homogène 

si  cette  différentielle  est  exacte ,  elle  doit  satisfaire  à  la  condi- 
tion démontrée  (Cale,  diff» ,  chap.  XIII  )  ,  savoir  : 

d(3x*+ a^xy  — 3y')    _    d  (^x»  — 6jy -f  3^^^*)    ^ 
ày  djf  ' 

et,  en  effet,  cette  condition  a  lieu.  Or,  {Calc.dijf,^  chap. XIII, 
pag.20i  et  suiv.)  on  sait  que  pour  avoir  Tintégrale  d'une  fonction 
homogène  de  772  dimensions ,  il  faut  changer  dans  la  différen- 
tielle ,  dx,  djy,  àz  ,  etc.  en  x ,  ^ ,  r ,  etc.  et  diviser  par  m-^  i  : 
ainsi  Tintégrale  cherchée  est 

3  a;'  -f-  2  bx'*y  —  3  y'^x  4-  hx^y  —  6  xy'  +  3  cy^ 

3 
=  x^  +  ^^^y  —  3  j'x  -|-  ç)^  +  c. 

Lorsque  le  nombre  des  variables  excède  deux ,  celui  des  éqna- 
tions  de  condition ,  qui  servent  à  reconnaître  si  la  proposée  est 
xine  différentielle  exacte ,  augmente  rapidement  «  en  sorte  que 
cette  épreuve  devient  très-laborieuse  ,   et  qu'il  est  alors  plus 
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«xpédîtif  d'intégrer  suivant  la  méthode ,  et  de  reconnaître  en- 
suite par  la  différentiatiou  si  le  résultat  est  exact. 

Exemple  II.     Intégrer  la  formule,  difTéreptielle  homogène  et 
du  degré  —  i  , 

xyàz  +  2  z'd^-—  a  xzày  ^^yzit  —  ayrdr 

-.  '         7       ■  '• 

en  appliquant  la  méthode ,  on  est  conduit  à  Tintégrale 
xyz+SLzy — ajpyyg+yzx— a^g"       a  (açyr  +  yz'')  (i— i)  ^ 

j^U-i  +  O  ~        j^(i-0         ' 

mais  comme  le  riumératenr  de  Pintégrale  non  réduite ,  peut 

être  mis  sous  la  forme  a  (  — a^-s  —  ^-s*)  (ï  —  i)  ,  il  s'ensuit 

a  (  ±:a?yzi:jrr*)        a  (  db  jp^  it  ^*) 
_ ou ,  » 

r  ^    ■  . . 

sauf  à  la  vérifier  et  la  rectifier ,   ce  qu'on  fera  en  différentiant 
et  comparant  le  résultat  avec  la  proposée ,    d^où  on  conclura 

.; y.  C  pour  IMntégrale. 

Exemple  III.     Intégrer  la  formule  différentielle  encore  da 
degré  —  i  ,  ^ 

■■  '  >'  r 

ayx"*^ 

on  trouve  pour  Tintégr^le  obtenue  suivant  la  méthode, 


que  l'mtégrale  peut  être  — ^ ^^-^ — ^ — -  ou 


o 


àx         1    ày 
mais  en  mettant  la  proposée  sous  la  forme  a "+'"t- i 

on  voit  qu'elle  est  Lx^^y  +  C 

Passons  aux  expressions  différentielles 'hétérogènes  ,  ou  dont 
les  termes  n'ont  pas  le  même  degré. 

On  observera  d'abord,  i<*.  que  la  différentielle  d'un  monôme 
entre  un  nombre  quelconque  de  variables  et  d'un  degré  quel- 
conque, est  homogène  ;  a*,  qu'elle  renferme  autant  de  termes 
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qu'il  y  a  de  variables  ;  3**.  que  chaque  terme  contient  toutes 
'  les  variables,  ou,_au  moins  leurs  différentielles,  si  l'une  on 
plusieurs  des  variables  ne  sont  facteurs  qu'à,  la  première  puis- 
sance. Toutes  ces  conclusions  se  prennent  sur  le  fait,  en  di&- 
fërentiant  un  monôme  tel  que  kxf^y^tP .  •  •  • 

Ainsi  pour  intégrer  une  fonction  différentielle  hétérogène 
et  exacte  entre  un  nombre  quelconque  de  variables  ,  il 
faudra  faire  un  groupe  des  termes  qui  réuniront  les  trois 
conditions  ci-  dessus ,  et  intégrer  chaque  groupe  en  particulieri 
d'après  la  méthode  qui  convient  aux  fonctions  différentielles  ^ 
homogènes.  La  somme  de  toutes  ces  intégrales  sera  évidemment 
l'intégrale  cherchée. 

Exemple,     Intégrer  la  fonction  . 

ay'j'  *       * 

le  premier  terme  renfermant  les  trois  variables  x  ^  y  y  £  ^  tl 

étant  du  degré ,  il  faudra  grouper  avec  lui  deux  termes 

du  degré  — ,   dont  l'un  soit  multiplié  par  dx,    et  l'autre 

2 

/ 

j  •       '    -       xàz'Jy         àx'Jv 

par  éz  :  ces  termes  sont  1-:^  et ^-^  ;  en  sorte  qu  on 

z^  z  ^ 

a  le  groupe        ■ 

xày  xàz\/y  Ax  y/ y 

X  \I  w 

qui  a  pour  intégrale  — I^.  Le  second  terme  cUntdu  degrés, 

et  ne  renfermant  que  les  deux  variables  a;  et  r,  il  est  facile 
de  voir  qu'il  faut  prendre  avec  lui  le  terme  x'dr  :  en  sorte 
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qu'où  aura  la  fonction  différentielle 

qui    a    pour  intégrale   x*z.    £nfin    les  deux   termes   restans , 
savoir:  -, 

3 

iizyjy  ■       ^Tv-^ 


3  ^z-  =■  VJ   * 

ayant  les  trpis  conditions  requises ,   6n  en  prendra  Tintégrale 
qui  est  —  ]/z  y^y.  Ainsi  l'intégrale  de  la  proposée  ^  sera 

z  ... 

Mais  lorsque  la  fonction  propoSi^e  à  un  dénominateur  poly- 
nôme ,  on  ne  peut  former  les  groupes  intégrablei  qu'après 
l'emploi  d^un  artifice  que  nous  allons  faire  connaître  sur  un 
exemple. 

Exemple,     Intégrer 

xày  — i-^pdr  -f-  ^sda:  —  yda? 

posant  a?— j^-}^z=f,  d*ou  y:=zxr{-z — /,  dy=dar+dr-*-d/, 
on  a  la  tratisformée  ' 

.    '     — ï^~~,'  ■  .  ■ 

I  .        . .        1    ,         .  .    »     1  . .    .;  »  i  f  .  /  j 

I 

homogène  et  conséquemment  intégrable. 

. •      •  .    •  . .       '  ^        . .■  .        •        ...  ,^^ 

Kôus  indîquéroîis  une  autre  méthode  pdUr  intégrer  les  fone- 
iioâcdifférentiblle»  exactes  du  premier  ordre  entre  n^ nombre 
quelconque  de  variables,  méthode  dont  nous  allons  exposer* le 
principe  sur  un  exemple.  ..,..    ,.  j      ;;   ,\1   ,..-^  " 

3  .  .  * 

Soit  la  fonction  j^'j: -J- v/>"-V*  •  sa  différentielle  par  rap- 
port à  0? ,  sera 

DA       ail  ^^yy 
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et  5^  différentielle  par  rapport  à  y  ^  sera  '  "  1 

dy  \/jiî 

ainsi  soit  en  intégrant  Pdx  par  rapport  à  ;r ,  soit  en  intégrant 
Qdy  par  rapport  à  jr,  on  retrouvera  la  fonction. 

Exemple  !•'.     Intégrer 


fydz  adae  èèy  aâsAz 


z» 


y 


aprts  avoir  groupé  les  termes  entre  les  variables  et  leurs  dif- 
férentielles,  ce  qui  doniie 

LhyAz          hày  *]       r  aAx         ûardrT» 
— r-J+L-^ ^J' 

on  intégrera  le  premier  gronpe  par  rapport  à  y ,  et  le  second 
par  rapport  à  x ,  et  la  somme  de  ces  intégrales  «  c'est-à-dire  > 

sera  l'intégrale  cherchée  qu^on  obtiendrait  encore  en  intégrant 
chaque  groupe  par  rapport  à  ^.  On  aurait  encore  pu  intégrer^ 

par  exemple  ,  ,  ce  qui  aurait  donne ,  et  en  retran- 

z  z 

chant  sa  différentielle  de  la  proposée,  on  aurait  eu  pour  reste 

by^z        Jfày 

■ ^  i  intégrant  le  premier  de  ces  termes  par  rapport 

à  r,  ou  le  second  par  rapport  à  /,  on  aurait  obtenu  la  mêmt 
intégrale. 

Exemple  IL     Intégrer 

^  ^y  — y  (Sx*  —  tf  )  do? 
2  ^  (  a;3  —-  aj;  +  ^  )^ 
ici  on  trouve  facikment  l'intégrale  du  premier  ternie....... 
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y  mais  au  lieu  de  rechercher  celle  du 


a  \/(  o?^  —  tfop  +  ^  )* 
second ,  pour  reconnaître  si  elle  est  la  même  que  l'autre ,  il  est 
plus  simple  de  différentier  celle  qu'on  vient  d'obtenir ,  et  comme 
.  on  trouverait  cette  diflérentielle  identique  avec  la  proposée  , 
on  en  conclurait  que  l'intégrale  est  exacte. 

Nous  nous  bornerons  à  ce  peu  de  préceptes  et  d'exemples 
-   bien  sufHsans  pour  un  lecteur  intelligent. 

'    .  On  sait  (C«/r.  d(lf, ,  chap.  XIII  )  que  l'équation 

dans  laquelle  x  et  y  sont  deux  variables  indépendantes ,  a  pour 
différentielle 

dz  =  Pdx+Çdj, 

dans  laquelle  PAx  est  la  différentielle  de  r  ou  de  y(«,^), 
prise  relativement  âi  la  seule  variable  x  ^  et  Qày  celle  de  la 
même  fonction ,  prise  relativement  à  la  seule  variable  y  :  on 
a  vu  de  plus  (jCaîc.  diff,,  pag.  198  )  que  les  fonctions  de  x 
et  y  représentées  par  Pet  Q,  sont  telles, qu'on  a 

d^  do; 

Lorsqu'une  différentielle  de  la  forme  Az  z^^  Pdx  -f-  Qày  satis- 
fait à  la  condition  (i)  ,  son  second  ihembre  est  une  différen- 
tielle exacte  qu'on  sait  intégrer ,  d'après  ce  qui  a  été  enseigné 
(  Cale.  inti. ,  chap.  IX  ). 

Exemple.    La  différentielle 

dff  =  — --_--—-  -|-  aàx  +  2  byiy  , 

iiui  satisfait  à  la  condition  (1)  9  a  pour  intégrale 


(0> 
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Considérons  9  en  second  lieu  ,  une  équation  de  la  forme  ^ 

d«  =  dj:>Ka;,jr,r)  +  djr9  (a:,jr,r), 

^}^  et  9  étant  deux  signes  de  fonction  ;  si  on  la  compare  avec 

on  a 

pour  que  ces  deux  équations  s'accordent ,  il  faudra  que  la 
dérivée  de  4  (^9^9  ^)  f^^  rapport  ky^  soit  égale  à  la  dérivée 
de  (p  (XfjTy  z)  par  rapport  à  jb ,  ou  qu^on  ait 

d*z  d'r 

en  observant  que  -^ — r—  =  "T — r^*    Or  It  variable  z  étant 

*        djcdjr  d^da; 

censée  fonction  de  x,jr^  ( puisque  si  la  proposée  a  une  pri- 
mitive ,  la  valeur  de  z  sera  déterminée  par  cette  primitive  en 
fonction  de  op^j^)  ,  il  faudra  la  regarder  comme  telle  dans  les 
fonctions  ^  tt  (^^  et  il  est  clair  qu'on  aura 

^4^  (^1^1-^)  d4/y  à^z         âz 

ày  ôjr  dz  dy 

^Ç(^i^i^)  ^'9  ^  d  cp  r         dz 

dx  dx  dz  dx  ' 

en  n'écrivant  sous  les  signes  <v]/  et  (p  que  la  quantité  qu'on 
regarde  comme  fariable  ,  ainsi  que  nous  l'avons  toujours  fait. 
On  aura  donc  l'équation  de  condition 

^"i^y    .     d'J' -8       dz         da>x         d<pz        dz 
dj  dz  dy  dx  dz  dx  ^ 

dz         dz 
et  si  l'on  y  substitue  pour  - —  .    -j —  leurs  valeurs  ci-dessus , 

dx        dy 
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A  <Qx     à  ^  z 


elle  deviendra 

et  cette  équation  devra  avoir  lieu  d'elle-même,  c^est-à-dire, 
être  identique  y  pour  que  la  variable  z  puisse  être  une  fonction 
de  « ,  ^ ,  et  que  la  proposée  admette  une  primitive  en  x ,  ^ 
et  z.  Dans  ce  cas ,  on  trouvera  facilement  cette  primitive  au 
moyen  de  l'une  ou  de  Tautre  des  deux  équations 

car  en  prenant ,  par  exemple ,  Péquation 

àz 


à» 


=  4'(*»r»^)> 


on  pourra  la  traiter  comme  une  équation  du  premier  ordre 
entre  jc  et  z ,  puisqu'on  y  a  regardé  Tautre  variable  y  comme 
constante  ^  et  ayant  trouvé  sa  primitive  dans  cette  supposition  9 
il  faudra  regarder  la  constante  arbitraire  comme  une  fonction 
inconnue  de  jr,  qu'on  déterminera  ensuite^ par  le  moyen  de 
l'autre  équation 

Az 

L'équation  préposée  étant  écrite  ainsi , 

dr  =  Pdx  +  ÇdjK , 
l'équation  de  condition  (2)  devient 


d^     do     do  dg  , ,  ■ 


dP        dP 

djr         dz        dy        dx         dz     dx 


Soit  enfin  l'équation 

pdx  +  qdy  -|-  rdz  =  o  : 

à  cause  de  P=;=: —.    Q^=z ^,    la  condition   (a') 
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deviendra 

dr  dp    ,       d^r  dr    .       d/?  ig  ^.^ 

en  observant  de  remplacer  -t —  par  —  -^ ,  et  -r--  par  — -^  f 

cette  condition  exprime  la  relation  qui  doit  exister  entre  p^ 
^  et  r,  pour  que  z  puisse  être  regardé  comme  une  fonction  des 
deux  variables  x  tl  y  ^  et  que  Pintëgrale  de  IVquation 

*  pAx  -f-  gày  4"  ^^  =  o  ï 

soit  par  conséquent  exprimée  par  une  seule  équatioh  entre  les 
trois  variables  x ,  ^  et  z  :  il  suit  de  là  qu'une  équation  diffé- 
rentielle à  trois  variables,  piîse  au  hasard,  ne  peut  pas  tou— 
jours  être  vérifiée  par  une  fonction  de  deux  variables  indé- 
pendantes. 

On  a  longtems  appelé  équations  absurdes^  et  on  regardait 
comme  insignifiantes  celles  qiii  ne  satisfaisaient  pas  à  la  con— 
ditîon  (a)  ;  mais  M.  Monge  a  fait  voir  dans  les  Mémoires  de 
V Académie  des  Sciences  de  Paris,  année  17849  que  toutes  les 
équations  différentielles  à  trois  variables  avaient  une  signifi- 
cation réelle ,  et  que  si  celles  dont  Fintégrate  était  exprimée 
par  une  seule  équation  entre  trois  variables,  appartenaient  a  à^s 
surfaces  courbes  ,  les  autres  représentaient  une  infinité  de 
courbes  à  double  courbure  ,  jouissant  d'une  propriété  com- 
mune. 

Lorsque  Féquation  (3)  devient  identique  par  la  substitu- 
tion des  valeurs  de  p ,  ^r  et  r,  il  n'en  résulte  pas  toujours  que 
la  proposée 

pAx  -f-  qAy  -f-  ràz  =  o  , 

soit  une  différentielle  exacte  ;  mais  on  peut  la  rendre  telle 
en  la  multipliant  par  un  facteur.  Soit  ^,  ce  facteur  et 

I 

fipAx  -j-  ^  (jày  -J-  fi  ràz  =  o  , 


BÊ  CALtUI  IKTÉGRALJ  S% 

une  différentielle  exacte  :  si  Ton  suppose  successivement  àx  y 
6y \  dz  nuls,  c'est-à-dire,  91  Ton  regarde  alternativement 
X  ^  y  ^  z  comme  constantes  ,  la  précédente  donnera  lieu  à  trois 
différentielles  exactes  qui  seront 

^^^.^^rdi?=:o,  ^  j9d:t -^ ^ 7|j^  =  o,    ifpdx^  fAqàysi^Oy 

et  qui  doniferont  (Ca/c.  diff, ,  chap.  XIII  ) 

Aftr  à/uç  ^        d ftr  d ^p  ^        d^ç  ^f^P 

dy     '^     dz     ^  dx  dz     '         dx  4x     ' 

ces  équations  étant  développées  deviendront 

/dr         ^9\,^^f^        ^^i^  _^ 

-       /dr  ^P\.^^f^        „^^— n 


/dç  ^F\\„    ^>*  „        r      _. 


d^ 

d^  y    '    ^  do:         '^  dj^ 

on  éliminera  /e,  en  multipliant  la  première  par  pjl^  seconde 
par  —  ^  y  la  troisième  par  r,  et  en  ajoutant  les  produits  ;  cette 
somme  divisée  par  ^  sera  Téquation  (3)  ; -en  sorte  qu'on  ne 
peut  espérer  de  rendre  la  proposée  intégrable  à  Taide  d'un 
facteur  fc ,  qu'autant  que  la  condition  (3)  est  satisfaite. 

On  prouvera  de  la  même  manière  qu'on  la  fait  (jCalc,  intê.j 
pag.  igo  et  suiv.  )  que  le  facteur  propre  à  .rendre  intégrable 
l'équation  différentielle  homogène 

pdx  +  qdy  +  rdz  +  etc.  =  o  , 

,= L ■ 

px  rf-  f^  +  r^  4"  etc. 
Exemple  I•^     Soit  l'équation 

d^C«+:K)  +  da:(jr-}-z)  +dj'(ap  +  r)  =  o, 

^4    . 


/ 


en  la  comparant  avec 
on  trouve 


X 

d^où  on  déduit 


r4-r  V  X  4-z 


d^dP  * — j^  d^^     I 

dx      ~  {x^fY^  Az       "^      '   x+y 

ainsi  la  condition  (a)  est  satisfaite ,  puisqu'elle  devient^ 


(*+y)*     (*+^)'     C^+J')*     (*+^)' 

Pour  obtenir  l'intégrale ,  on  partira  de  Pëqaatiou 

dans  lamelle  £  et  or  sont  le3  seules  variables  j  et  conimt  on 
tire 

{x+jr)  âz  +  {y  +  z)  dx  =  o^ 
on  aura  pour  primitive 

K  étant  une  fonction  de  j^  que   nous  déterminerons  d'après 
l'autre  équation 

àz  x4^z 

ày        ^^     ^^^     J  a:+^ 

à  cet  effet,  nous  différentierons  la  précédente  par  rapport  iy, 
ce  qui  donnera 


\ 


èz  ày 
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—  (^  +  ^)  — («  +  r) 


et  eu  égalant  ce  coefficient  ^  -z —  =  —  - — ^ —  •    oii    obtient 

ày  ;  x+y 

après  les  réductions  ^  cette  équation  différentielle  en  y  seule- 
ment , 

dr=ajdj,     d'où  r  =  y^  +  C, 

C  étant   la   constante  :  par   cette   substitution  ,    la   primitive 
de\dent 

c'est-à-dire  ^ 

^^  "hy^  '^  xy  =  c. 

On  aurait  encore  pu  différentier  (i)  par  rapport  ^  x^y  ei  Zf 
et  comparer  le  résultat  avec  la  proposée. 

Exemple  II.     Soit  l'équation 

yiz  +  zdx  -f-  xdy  =  o , 

c'est-à-dire , 

d-j  =  — ■  dx  —  dr  ; 

y  y   ^ 


on  en  tire 


-r—  = ,     d'où  ^ —  ^=L—dXj 

dx  y  z  ' 

et  en  intégrant 

yïz-^-  xt:^Y\ 

mais  alors  après  avoir  différentié  par  rapport  à  ^,  et  égalé  le 
résultat  à  dj-.<p(a?,^,  ^),  il  arrive  que  dF n'est  plus  de  la 
forme  dy^Fy ,  F  étant  un  signe  de  fonction  ;  en  sorte  que  F 
n^est  plus  fonction  de  la  seule  variable  y  :  aussi  pour  cette  équa-* 
tion  la  condition  (3)  n'eit  pas  satisfaite. 
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Exemple  III.     Soit  T équation 

Az  {x  {x  —  a)  +y  (^y  —  h)]  =  {z  —  c)  [xAx  -{^ yày}  '. 

on.  trouve  qu'elle  ne  satbfait  à  la  condition  (2)  qu^autant  que 
les  constantes  a  et  3  sont  nulles  :  alors  elle  se  réduit  à 

Az\x-+y^)^iz  —  c\{xAx+y^y), 

c'est-à-dire , 

àz  xàx'^yiy 

qui  a  pour  intégrale 

On  pourra  d'ailleurs  intégrer  la  proposée  dans  l'hypothèse 
de  z  constante ,  et  déterminer  ensuite  le  complément  en  z  de 
l'intégrale. 

Exemple  IV.     Soit  l'équation 

yày  +  arda:  +  zàz  zdar—  xàz 

4-  m  4-  zàz  rr  o  : 


\/y^  +  x^  +  z'  a*  +  ^= 

on  peut  supposer  que  l'intégrale  est  égale  à  celle  de 

ydy 
.  ,  prise  en  ne  faisant  varier  que  y ,  plus  à  une 

fonction  de  a:  et  ^  ,  que  nous  représenterons  par  K ,  en  sorte 
que  cette  intégrale  soit 

Vy^  +  x*+z^  +  K: 
^n  différentiant  et  comparant ,   on  trouve 

j           zàx — xdz  - 

d  A  c=  • '  +  zdz  : 

zôx 
ainsi  K  est  égal  à  l'intégraW  de    ^  prise  en  ne  faisant 

varier  que  Xj  plus  à  une  fonction  de  z  et  de  constantes  que 
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nous  nommeroBs  Z ,  en  sorte  que 

15:=  arc  ^Ung  = —"N  4^ Z  : 
en  différentiant  et  comparant,  on  trouve 


z* 


àZ  =  zàz ,     d'où  Z  =  -1-  +  Cj 
donc  rintégrale  complette  de  la  proposée  ,  est 

]/y-+x-  +  z-  +  arc  ^targ  =  —\  +  —  +  C  =  o. 
Exemple  V.     Soit  Téquatlon 
âz  (x''  +  xy+r)  +  àx(^y^+yz+z^)  +  djriz^  +  xz  +  x^)  i 
lEjOL  faisant  d^  =  o  ,  on  aura  à  intégrer 

éx  dy 

+  — r-T— -T— T- =  o-> 


x"^  -{-  xz -j- z^  y*  -^jz  -!•  "S* 

et  on  trouvera  pour  intégrale  ('^) 


àx 
(*)  Pour  obtenir  rintéerale  de  '    où  jtr  est  seule  yariable  ,  oa 

^  «r»  -*-  *jr  +  z»  . 

supposera  {CaU.  inté.  y  pag.  i9)A'  =  o,G=i,  d'où  G'  =ri  :  en  sorte  que 


ydx                      I          /               X  —  fCOSf\ 
' =  —  arc  (  tang  =  ■-: j 


1  +  C. 


< 


^  X p  C08  p 

Si  a  cet  arc  ayant  pour  tangente  9  et  que  noua  désignerons 

p 

cos^ 
par  A  j  On  ajoute  un  arc  B  qui  ait  pour  tangente  — : 9    on  aura  ,   en 

obseiTaot  (  Cale,  inté*  ,  pag.  19)  9  que   |3  =^  p  sin  ^  , 

A                                              /■                     X  sin  ^       N 
arc  C  tang  =  lang  (A-ï'JBjl  =  arc  (  tang  = ) 9 

tt  conséquemment 
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Z,  représentant  une  fonction  de.  z. 

Si  Ton  fait  la  somme  de  ces  arcs ,  et  qu'on  désigne  par  A* 

Tare  dont  la  tangente  =  —^ —  ,    et  par  B  celui    dont  la 

2  *  ^t   ^ 

y  \/3 

tangente  =  -^^^^ ,   on  aura 

Posons  donc  encore 

xz+yz  +  xy 


a  z*  -|-  orz  +  J'-^  —  xy 


z, 


Z  étant  toujours  une  constante,  mais  différente  de  Z^^  comme 
il  est  facile  de  le  voir  ;  si  pour  déterminer  Z  j  on  différentie 
cette  dernière  équation  par  rapport  h  x  ^y  ^  z ^  et  qu'on  dé-' 
signe  le  dénominateur  par  D  ,  on  aura 

et  parce  que  la  proposée  donne 


y^r                     I          /                 j-  sin  p     \ 
'  3=  —  arc  (  tang  •=  I  •+•  ^'i  * 

v£-'  —  '2  f  X  COS  ^  4-  p»  jg  \         ^  p  —  X  COS  p    / 

la  constaDie  C,  n'étant  plus  la  nicme  que   C ,  puiscii^oa  a  cumulé  Tare  B 

,         .,  dx  dx 

dans  Ci.   Ur  ,  en  comparant    ■  -  avec  . —  9 

X'  -î-  ex  -h  c*  X'  —  2p  X  cos  p  -4-  p* 

1         .  V  3  *  xv/5      , 

on  a  p  =  z  ,   cos  p  = 5   sm  p  = »    /8  = >  donc 

1  3  2 

/*          dx                        2              /                  x|/3    \ 
■  = arc  I  lanc  =:  U 
X»  4- rx  +  ==•         zy  0          V                u*-4-x/ 
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la  précédente,  «n  y  faisant  cette  subsUtvilion  ^  deviendra 

— 2z  (x*+a>y+Y^)  dr  — 2x(z''+yz+y)àz — ay<«*rj^arz4-;i?')d^      . 

qui ,  après  les  réJuctions ,  se~  xéduii^a  à  celle-ci  » 

l^  -'*^' 

mais  de  Tintégrale  trouFée  plus  haut ,  Cf^  déduit 

'  A. 

Cft  sorte  que 

— 2Z«(a:+y+.z>d«r  d2^     ^Ç^+J^+f)^  . 

dz  = ; ■  <     dou— -=-t= f — t — ; : 

,         xz+jrz+xjr  Z*        xz+jrz+xy 

il  faut  donc  que  le  second*  mcml^e  se  içéduise  à  une  fonction 
de  la  seule  variable  z:  or  y  on  21 

I-4-Z— — — ; »        CTOU       i    -       ?='  ; > 

et  conséquemment 

i-fZ  dz  _      dZ  ,  d2?  d2:       *!?'      âz 

Intégrant  de  part  et  d'autre  ,  on  trouve 

I  .+  Z 


,„,(i+£)  +  ,., 


et  en  passant  des  logarithmes  aux  nombres  y 

^  d'où   Z  == 


m!  sorte  qtt>W  à  rkitégrale 
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qu^on  réduit  facilement  h  la  forme 

» 

■ 

Lorsque  l'équation  de  condition  (2)  n^aara  pas  lieu  d'ell^- 
m^me,  Téquation  proposée  ne  pourra  subsbter,  à  moins  qu'on 
ne  suppose  une  relation  quelconque  entre  x  ^  y  et,  z  j  de 
mftiière  que  deux  de  ces  variables  deviennent  fonction^  de  la 
troisième.  Ainsi ,  dans  ce  cas  ,  en  supposant 

z  =  Fix,y), 
•n  aura  ^ 

substituant  ces  valeurs  de  z  et  àz  dans  Péquation    . 

on  aura  une  équation  différentielle  du  premier  ordre  entre 
les  deux  variables  x  et  y  ^  au  moyen  de  laquelle  on  pourra 
trouver  la  valeur  de  y  en  jc ,  et  l'on  aura  ainsi  y  et  z  eu 
fonctions  données  de  x ,  la  fonction  F  (^x^  y)  demeurant 
indéterminée. 

Exemple  I*^     Soit  l'équation 

dz=  xy  (^  xdx  -{-  ydy  )  : 

on  aura  ici 

<'(.^^jr)  =  xy,     <ç  (^x,y)=xy^y 
donc 

d-i/y  i^x  d-J/z  d<pr 

"F^*"'   -sr=^''   Tr=°'   -dr=^^ 

ainsi  la  condition  (2)  n'ayant  pas  lieu ,  il  est  impossible  que  z 
soit  une  fonction  des  variables  x  et  y  ^  regardées  comm€ 
indépendantes  entre  elles.   On  fera  donc 

^  z=z  Fx  9     d'où  dy  =  day.JP'x, 
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donc 

êz=:  x^.dx^Fx  -\-x{Fxy  xF'j:»dx  j 
tl  conscquemment 

z  =f{x\Fx  +  x{Fx y.F'x  )  àx  ; 
mais  on  peut  éviter  la  recherche  de  cette  intégrale ,  en  mettant 

le  terme  xy*ày  sous  la  forme  d  (    ^     j  — .iL,^  ce  qui  réduit 

la  proposée  à  la  suivante  , 

et  supposant  ensuite  yx^ —  =  JP'-a? ,  on  a 

qui  a  pour  primitive 

la  fonction  Fx  demeurant  arbitraire. 

Exetnple  IL     L'équation 

dz  =s  û^da:  +  hdy , 

dans  laquelle  a  et  3  sont  deux  constantes ,  ne  satisfait  pas  à 
la  condition  d'intégrabilité.  Faisons 

j  =  rxj     d'où    ày:=:àx.Fnx^ 

àFx         d*Fx 
F'x  et  F^x  représentant  — ^ — — ,    ■  :   la  proposée  de-: 

CLX  CLX 

vient       • 

àz  =  adx .  F^x  +  hdx.F^lx  ^ 
et,  en  l'intégrant I  on  trouve 

;sz=zaFx  -f  h.F'xi 
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rintcgrale  de  la  proposée  est  donc  comprise  dans  Ite  èeu% 
équations 

z  =  aFx  +  b.JF^x  ,    y  =  F'x  : 

en  effet,  la  substitution  de  ces  valeurs  dans  la  proposée  la. 
rend  identique.  En  géométrie  ,  si  Ton  considère  x  j  jr  %  ^ 
comme  les  trois  coordonnées  d^une  surface  courlxe ,  les  deux 
équations 

j  =  Px.j     z  =  a.Fx  +  à.F'x 

représenteront  deux  courbes ,  la  première  située  dans  le  plan, 
des  x^y  ^  la  seconde  dans  le  plan  des  z  ^  xi  ces  deux  courbes 
seront  les  projections  d^une  courbe  à  double  courbure  dont 
les  points  satisferont  à  la  question  qui  a  conduit  à  la  proposée , 
parce  que  les  coordonnées  de  ces  points ,  sont  déterminées  par 
deux  équations  qui,  prises  conjointement,  salisfont  à  la  proposée 
et  en  forment  Tintégrale  :  mais  comme  la  fonction  Fx  est  arbi<« 
traire  ,  il  y  aura  une  infinité  de  courbes  à  donble  courbuxe 
qui  satisferont ,  et  comme  dlailleurs  ces  courbes  sont  toutes 
comprises  dans  les.deux  équations  trouvées,  celles-ci  ont  par 
cela  seul  le  caractère  d^intégrale  complette.  Le  problème  de 
réquatîon  précédente  peut  s'énoncer  ainsi  :  trouer  une  courhe^ 
à  double  courbure  pour  laquelle  on  ait 

d-L  ,  L  ^y 

or   cet    énoncé    fait  voir   que  le  problème  est   indéterminé  , 

parce  qu'une  courbe  à  double  courbure  n'est  définie  qu'autant 

d^        uv 
que  les   fonctions  -= —  et  ■—'  sont  données  en  x ,  {Cale,  dîff. , 

cbap.  XX  ) ,  car  alors  on  peut  en  conclure  les  équations  de  ses 
projections:  mais  comme  ici  l'une  de  ces  fonctions  est  donnée 
au  moyen  de  l'autre ,  il  est  clair  qu'on  peut  et  qu'on  dok 
s'en  donner  une  à  voloiité.  Si  au  contraire  on  se  proposait  do 
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trouver  une  surface  pour  laquelle  on  eût  la  même  équation, 
il  serait  possible  de  l'assigner^  si  cependant  Véquation  d^ 
condition  était  satisfaite  :  dans  le  cas  contraire  qui  a  lieu  ici  ^ 
on  est  averti  que  la  surface  n'existe  pas. 

Prenons  Féquation 

yày  -|-  yix  -4-  *d^  ==  o  » 
laquelle  ne  satisfait  pas  à  la  condition  d'Intégrabilitë  ,  et  posons 

si  de  cette  équation  on  tire  do?  =  —  djy ,  et  qu'on  reporte 
pour  dor  sa  valeur  --^  ày  dans  la  proposée  ,  en  aura 

xàzz=.o^     d'où    dz  =  0  9 
et  en  intégrant 

en  sorte  que  l'intégrale  de  la  proposée  est  comprise  dans  les 
deux  équations 

V  X  •\- y  ^a  ^     z-=iFa\ 

mais  nous  n'avons  ici  qu'une  intégrale  particulière.  Faisons 
maintenant  a  variable,  et  substituons  dans  la  proposée— >dj^-f*^^ 
pour  d^  et  ia,F'a  pour  dz  ;  elle  deviendra,  après  la  réduc- 
tion , 

Aa  (^y  -|-  xF'a  )  ï=  o  ,     où    y  -f-  xF'a  =  o. 

En  remplaçant  a  par  x  -^-y  dans  z=  Fa  cty  -|"  xF'a^=:  o  ,  " 
on  aura 

(i) r  =  F  ( a;  +y  )  ,     y  +  xF\x  -^ry  )  =  o,- . .  (2), 

■^  (  ^  »  T  )  étant  une  fonction  arbitraire.  Si  l'on  différentie  la 
première  équation  ,  ce  qui  donnera 

dz  =  (dx+dj)F'(ar+y), 

et  qu'on  élimine  F'{x^  y)  entre  cette  dernière  et  la  seconde 


■  > 
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des  deux  précédentes ,  on  retombera  sur  la  proposée.  D^ailleurt 
d'après  les  équations  (i)  et  (2)  ,  la  proposée  devient  d^abord  j 

mais  en  diflerentiant  (a)  ,  on  a 

et  la  même  équation  donne 

ces  substitutions  faites  dans  Téquation  (3)  la  réduisent  à  o  =  <x 
Ainsi  le  système  des  équations  (i)  et  (2)  est  Fiàtégrale  corn* 
plelte  de  la  proposée. 

En  posant  x— ^=:a,  la  proposée  deviendrait 

^y^y  +  Cr  +  û)  dr=:o, 

qui  a  pour  intégrale 

a jr  ^^  2, al (^y  -^  a)  -{^  z znz  Fa  i 
ainsi  Tune  des  équations  intégrales  ,  sera 

z  4-  ^y  —  a  ( a;  — y  )  lxt=F (^x  —  y). 

Pour  avoir  l'autre  intégrale  ,  on  différentiera  cette  dernière 
équation ,  et  on  remplacera  dx:  par  sa  valeur  tirée  de  la  prc^- 
posce  y   ce  qui  donnera 

2.  X  -^^y  -j-  2  xlx  -^-xF^  X  — y  )  =  o  : 

si  on  élimine  F\x  --^  y^  entre  ces  deux  équations  ,  on  retom* 
bcra  encore  sur  la  proposée. 

On  pourrait  encore  supposer  xzzz  ay  ^  et  par  cette  nouvelle 
substitution  la  proposée  deviendrait 

£n  faisant  varier  a ,  on  serait  conduit  à  ces  deux  équations 
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€[uî  sont  les  intégrales  de  la  proposée  ,   comme  on  peut  s'en 

aissurer  en  éliminante'  f j  entre  ces  deux  équations. 

Ainsi  en  prenant  à  volonté  d'autres  relations  entre  xtly^ 
pn  obtiendrait  autant*  de  systèmes  différens  d'équations  avec 
une  fonction  arbitraire  ,  qui  satisferaient  à  l'équation  pro- 
posée. 

Considérons ,   en  second  lieu ,  l'équation 

{X  —  z)  dz  +  a:dy+  (^— jr)  dx  =  o, 
|dont  l'intégrale  est  formée  des  deux  équations 

il  est  évident  qu'en  prenant  I9  fonction  arbitraire  Fy^ziy^ 
ces  deux  équations  se  réduisent  à  la  suivante 

laquelle  satisfait  d'elU-méme  à  la  proposée  ,  ainsi  qu'il  -est 
facile  de  s'en  assurer.  Telle  est  l'origine  des  solutions  singu- 
lières qui  ont  lieu ,  quand  les  deux  équations  qui  composent 
l'intégrale  complette  peuvent  se  réduire  à  une  seule. 

Si  dans  la  relation  hypothétique  M=a  ,  nous  faisons  il/z=  x^ 
ou  =y  ou  =  ^ ,  la  méthode  précédente  se  réduira  à  intégfer 
la  proposée  dans  l'hypothèse  que  l'une  des  trois  variables  x ,  y^ 
ou  z  soit  constante.  Si ,  par  exemple  ,  la  variable  x  a  été 
supposée  constante  ,  et  qu'on  ait ,  dans  cette  hypothèse,  N-=zb 
pour  intégrale  de  la  proposée ,  il  s'ensuit  que 

N=Fxj 

sera  l'une  des  équations  intégrales ,  et  l'autre  se  déduira  de 
la  comparaison  établie  entre  là  proposéef^  et  la  différentielle  de 
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iV  —  Fjc  =r.  O  , 

prise  dans  l'hypothèse  de  x  variable.  Cette  méthode  revient  à 
celle  qu^on  suit  à  Fégard  des  équations  iatëgjrables  d'elleis* 
mémes ,  en  observant  que ,  dans  le  cas  contraire ,  la  seconde 
équation  sert  alors  à  déterminer  la  fonction  arbitraire. 

Ainsi  l'hypothèse  de  r  constante  dans 

jrâjr  +  jràx  +  xiz  =iz  o , 

la  réduit  à 

jdjr  +  j^djc  =  G  =  d^' +  Ar  , 

qiii  a  pour  intégrale 

jK  +  a;  =  J'z , 

dont  la  différentielle  est 

ày  -{^  dx  —  ôjs.F'z  =  o  , 
ou 

ySy  -|-  yéx  — ydz.F'z  =  o  ; 

mais  II  cause  de 

yàj-  +  j'dx  4-  ^dr  =  o  , 
on  a 

— jrF'z  ni:  X  9     d'où     X  -^^yF'z  =  o  , 

ce  qui  est  la  seconde   des  équations  cherchées;  et,   en  effet ^ 

si  au  moyen  des  deux  équations 

y  -^^  X  —  /^^  =  o,     X  -j-yF^z  ==  o  , 

on  élimine  Fz ,  on  retombera  sur  la  proposée. 

Lorsque  dans  la  proposée  ,  les  difFérentielles  dx,  d/ ,  dz 
montent  au  delà  du  premier  degré,  elle  ne  peut  s'intégrer  par 
ce  qui  précède  ;  mais  on  observera  que  ,  quelle  que  soit  l'in- 
tégrale cherchée ,  sa  diffcrenlielle  première  est  toujours  de  la 
forme  pàx  +  gây-]-  rdz  =  o  ;  donc  la  proposée  doit  être 
réductible  à  cet  état;   c'cst-à-diré,  que  si   on  la  résout  par 
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rapport  à  d^ ,  les  différentiellss  dx  et  Ûy  ni  doivent  pas  être 
engagés  sous  le;  radical  ;.  ^U^  n'^t.  donc  iiité^sable  qu'autant 
qu^^elle  est  dëcomposable  en  facteurs  ralionnels  :  ce  qi^i  forme 
une  nouvelle  condition  d*intégrabiHté. 

Exemple.     Soit  la  dîfiSéréntieiU . 

Jdx^  +  Bdy^  +  Cdz'  +  Ddxdy  +  Edxdz  +  Fd^dz  =5=  o  ? 

en  résolrant  cette  écpation  par  i^pljtpit  à -4?  9  la  quantité  sous 
le  radical ,  est  la  suivante  :       ^     ^ 

(£>—  4uiC>di*+  a  (JBF— 2DC)  a*d>i4-(A— 4  ^éT)  dj»= o , 

et  pour  que  ce  tjrinome  soit  un  carré  parfait ,  il  faut  qu'on  ait 
(^EF  —  xDCy-^lE-'^ijfC)XF^'^J^BC)  =  o: 

cette  condition  étant  remplie  ,  joa  aura  à  intégrais  d«vx  équa- 
tions de  la  forme  pdx  -f-  çdy  -}-  rdz  ===  o  ,  dont  la  proposée 
est  le  produit  (^Colc.  di{f.j  chap.  VIII,  et  Cale,  inté.^  chap.  iX, 
pag.  202  et  suiv.^.  Mais,  si  la  condiûon  pvécëilente  n'iestpa^ 
satisfaite,  on' regardera^ den» k  proposée. jr  comme  une  fonction 
arbitraire  de  x  ;  elle  deviendra  alors  une  équation  entre  deux 
variables  qui  admettra  ime  intégrale ,  en  sorte  qiie'cefle  de  la 
proposée  sera  le  systlmede-deux  équàl[ioiUL4_ou  bien,  on  pourra 
regarder  l'une  des  variables  comme  constante  ,.  et  intégrer  dans  . 
cette  hypothèse  ;  cettfc  intégrale  renfermera  une  fonction  de  la 
variable  regardée  comme  constante  ,  on  la  différentiera ,  et  cette, 
différeiitielle  co^maxéis  av^  la  pro^^sise^  el  ifvt^ârée ,  donnera 
l'autre  équation. 

Exemple  I•^     Soit  l'équation      '      ' 

d^*  s=^.tf*da:*  -f  ^*dy»  , 

en  supposant  do;  constante  ,  on  aura  à  intégrer  dz  =  bdy  qui 
donnera 

z  =z  By  ^  Fsc  , 

diffiércniiaat  en  iaisant  varier 'X^  et  comparant  le  résultat  avec 


384  Leçons 

la  proposée ,  nous  aurons  t 

a  bàxAyf'x  +  do?* .  (  F^x  )*  =  a«d«*  ,' 

c'est-à-dire , 

a,*^iX 
2  hàjr  =  *  —  dx*F'x  , 

Jf  X 


•  .  t 


et  en  intégrant 

ainsi  Fintëgrale  de  la  proposée  est  représentée  par  ces  dcet 
équations 

z  =  ly  +  Fx,      a^by+Fx^a-Cj^. 

Exemple  IL     Soit  F  équation 

ar'd«»=(a*  —  ^*)  (dx»-|-dj»)  : 

sous  rhyppthèse  dx  =  o  ,  cette  équaûon  devient 

zàz:=:ày\/a^ — r*, 
qui  a  pour  intégrale 

—  \/a*  — ^*  ^=y  +  Fx  : 

différentiant  en  faisant  varier  x ,  et  comparant  le  résultat  avec 
la  proposée  ^  on  obtiendra  l'équation 

/*dx 

Le  système   des  deux  équations 

àx 


j /'d. 


r» 


forme  l'intégrale    de  la  proposée  qui  résulte  de   l'éliminatio 
de  F'x  entre  ces  équations. 

Kous  assignerons  les  conditions  d'intcgrabilité  des  équatio 
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diffëreiitielles  du  secotid  ordre  entre  un  nombre  quelconque  de 
variables. 

Soit  l'équation  la  plus  générale  du  second  ordre  entre  trois 
variables 

Qàx^  +  Rdxày  4-  Sûxàs  +  Tdy*  +  Fâydz  +  Zdy  -|-  Ydz* 

+  P,d»z.=  o...(i)j 

». 

en  supposant  que  son  intégrale  première  complette  soit 

jidx  +  Bdy  4*  i^djs  =±:  Cdx , 

I 

C  étantla  constante  ,  l'équation  (i)  deviendra 

dA  .         /  dA        dJÎ  \  ,    -     ,  /  d^    .    dD  \  .    , 

-d^^^'^\rdf+i^y''^^-^\rd^^ 

dB   ,         /  ^B        dD\  .   ,'       ^^  d2>    , 

+  '^^r  +  {j^  +  '^yjrdz  +  Bdy+--^dz^ 

+  Dd^zz=zo  ^ 
d'où  Ton  tîrtf 

dA        dP.  d2  dZ         dP, 


d^ 


Il  reste  à  éliminer  le  coefficient  ^  :  à  cet  effet ,  on  prendra  - 
la  différentielle  par  rapport  à  x  des  quatrième  et  cinquième 
ëqua lions,    puis   on  prendra    séparément   la   différentielle    de 
la  troisième  équation   par  rapport  à  ^ ,   et  par   rapport   ^  z^ 
et    on  substituera  dans    l'équation   troisième   l'expression    de 

■      1  ■■  p  trouvée  par  la  première  différentiation ,  et  daxis  l'équa- 

d*Jrf 
tion  cinquième  l'expression  de    .    ,  —  ;  trouvée  par  la  secjonde 


586  LfcçoKS 

diOerentution.  Ainsi  les  équations  cherchées  sont« 

ÛR        ÙQ       d'Z  iS  _iQ'  i'P, 

2— ^....(3),     Fs:^  +  ^....{i),      r=-j-....  (5). 

Si  l'on  fait  S,  V,  Y,  P,  nuls ,  et  qu'on  regarde  les  autres 
coefBciens  comme  des  fonctions  de  «  et  jr,  on  retombera  sur 
les  conditions  trouvées  pour  les  équations- à  deux  variables. 

Pour  l'équation  la  plus  générale  du  second  ordre  entre  trois 
variables,  savoir: 

Çis'  -f-  Bàxiy + .S^dxdjr  +  TêxiA  +  Fdy+  Ziydz  +  Yiyiu 
+  P,iy  +  Q^z*-^-R.à'x+S,dziu+T,âu^+r^d'u=Of 

on  trouvera  les  neuf  conditions, 

i5  — i£-i_^     J5_dÇ      d\«,       JT  _àQ      dT. 
dx        dj        dx'  *     dx       dz        dx»  '     dx        d»        dx'  * 

„_  dP.  7_di'.  .    dR.  dp,       dV, 

^_dii,  ç_d«.,dr.  dF, 

^—iT'  **'-" d:r+"dr'    '''="dir* 

qui  comprennent  les  précédentes  :  et  ainsi  de  suite. 

Disons  un  mot  des   équations  du  second  ordre  entre  deux  / 
variables  f  qui  ne  satbfont  pas  aux  conditions  d^intégrabilité. 

Exemple  I•^     Soit  T équation 

xi'z  —  a  -^  ày  +  xàx^  =  o  : 

«n  supposant  toujours  x  constante  et  intégrant ,  on  trouvera 

dy* 
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à  Von  différcntie  en  faisant  Tarier  x ,  et  qu'on  compare  \e 
résultat  avec  la  proposée ,  on  obtiendra 

ainsi  l'intégrale  immédiatement  inférieure  de  la  proposée ,  sera 
représentée  par  ces  deux  équations  simultanées  (i)  et  (2). 
L'intégrale  de  la  seconde  est 

X* 

z  = [-  fa:. ...  (3)  : 

•  \ 

cette  valeur  de  z  substituée  dans  (i)^  donnera 

dar  ^  |x*  -f-  xF'x  —  Fx\  =  Aj  , 

^ont  l'intégrale  est 

y=fdxy/{x*+ xFx^Fx}....(^iï).     . 

L'intégrale  première  coniplette  de  la  proposée  est  donc  donnée 
par  le  système  des  deua  équations  (3)  et  (4). 

Exemple  II.     Soit  l'équation 

xzdi'z  +  xyà^j  +  xàz^  +  ardj^*  -{- yzàxàz  «4- y^àxày  ' 

+  a;  (  I  4"  ^  )  ^^'  =  o  • 
regardant  toujours  x  -comme  une  constante  ,  on  peut  diviser 
par  X ,  et  il  viendra 

«d'r  4"  y^y  +  d^'  +  dy»  =  0 , 

et  en  intégrant   ' 

zàz  -f-ydj-sr  ix.F'x,  ...(i). 

DifTérentiant  cette  équation  et  comparant  le  résultat  avec  la 
proposée ,  nous  obtiendrons  la  suivante , 

yzàz  '^y^ày  -|-  a?  (  i  +J^)  ^  +  xàx.F^lx  =  o .  • .  •  (:i)  : 

ainsi  l'intégrale  du  premier  ordre  de  la  proposée  est  représentée 
par  les  deux  équations  iji)  et  (a).  Pour  remonter  à  la  primitive,. 
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on  obsenrer.i  qu^en  reportant  la  %'aleur  de  dr  donnée  pat  U 
première  équaliou  dans  la  seconde ,  celle-ci  devient ,  après  la 
division  par  dx , 

y»F'x  +  «  (i  +  7*)  +  xFffx=z  o  ; 
d^ailleurs  Fintcgrale  de  la  première  équation  est 

z^  -{-  jr*  =  2.  Fx  î 
donc  la  primitive  de  la  proposée  est  donnée  par  les  équations 

iT*  +  j»  =  aFo:  ;      J'  (  JP  +  F'x  )  +  x  (  i  -j-  Fffx  )  ==  o  : 
si  l'on  pose  F'x  -j-  x  =  o ,  d'où  l'on  déduit 

il  arrivera  que  i  4^  F^x  =  o ,  en  sorte  qve  la  seconde  équation 
disparaîtra ,  et  la  première  deviendra 

^»  -}-  jr>  -|-  a;»  ==  C*  : 

celle-ci  satisfait  à  la  proposée  dont  elle  n'est  qu'une  primitive 
singulière  ,  puisqu'elle  ne  renferme  qu'une  constante  :  en  effets 
si  l'on  différentie  deux  fois  cette  dernière  équation ,  en  obser- 
vant que  dx  est  constant ,  et  qu'on  ajoute  cette  différentielle 
seconde  multipliée  par  x ,  à  la  différentielle  première  multipliée 
parada;,  on  retrouvera  la  proposée. 

On  peut  consulter  sur  cette  matière  un  Mémoire  de  M.Mpngô 
parmi  ceux  de  V  yicadémie  des  Sciences  de  Paris^  pour  F  année  1 794* 

La  méthode  employée  (  Caîc,  inté, ,  pag.  269  et  suiv.  )  nous 
servira  à  intégrer  les  équations  linéaires  entre  un  nombre  quel-* 
conque  de  variables. 

Intégrer  V équation  linéaire  du  premier  ordre 
^1  p9  Q?  ?  ^^  ^  ^^a/2^  des  fonctions  données  de  x« 
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Supposons  que  le  facteur  rdo;  rende  la  proposée  une  difTé- 
rentielle  exacte ,  et  désignons  son  intégrale  par  Prz-4-pr^-f.iS| 
S  ne  devant  renfermer  que  x  et  des  constantes  :  en  différen— 
tiant  et  comparant  avec  la  proposée  ,  on  aura 

mais  comme  S  ne  doit  renfermer  que  a; ,  oti  devra  conclure 

une  seule  de  ces  équations  sufGt  pour  déterminer  r  ;  l'autre  est 
l'équation  de  condition  qui  doit  avoir  lieu  pour  que  la  prqppsée^ 
soit  intégrable.  Si,   par  exemple  ,  les  coeffîciens  P^  p  y  Qj  Ç 


'f     X 


étaient  constans,  la  première  éqtiation  donnerait  vrrzie  ^ 
et  substituant  cette  valeur  dans  'la  seconde ,  la  proposée  ne 
pourrait  être  intégrable  que  sous  la  condition  ^P=  Ç;?.*  Une 
variable  de  pins  donnerait  une  équation  de  condition  de  plus , 
et  ainsi  àt  suite. 

Intégrer  Vé^uati'on  linéaire  au  second  ordre 

^^ d?%         ■  d^s        ^  dz  dv       ^  „ 

dx*^^  dy^^^  dx^^  d\^        ^^  ' 

les  ceefficiens  4/  X  étant  des  Jonctions  connues  de  Ji. 

a 

Supposons   encore    que   le    facteur   cdx   fasse    du   premier 

membre  une   différentielle  exacte  ;  et  désignons  son  ihtégrate 

Ô.Z  dy* 

de  l'ordre  immédiatement  inférieur  par  Po-  -j h  P  ^  "T^ — h  «S*  : 

on  aura  ,  en  opérant  comme  ci-dessiM  , 

donc  ^ 


/ 
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T  ne  devant  re nfemier  que  x.  En  comparant  les  deax  valeur» 
de  d5,   on   obtient 

'   d'où   Ton  tire  les  deux   équations 

d.y*-         d*.pa-                              à.Qr         d*. Pa- 
rc-  ; f- — î =  Oj         il— — r 1 -— -— =  O  • 

da:  do:*  do?      •       da?*  ' 

dont  Tune  servira  à  déterminer  r ,  et  l'autre  sera  l'équation  de 
condition. 

£n  général ,  ayant  une  équation  linéaire  d'un  ordre  quel- 
conque entre  m  variables  ,  on  sera  conduit  km — -i  équations, 
dont  Tune  servira  à  déterminer  v,  et  les  autres  seront  les  con- 
ditions qui  devront  avoir  lieu  pour  que  la  proposée  admette 
une  intégrale  de  l'ordre  immédiatement  inférieur. 

Intégrer  F  équation  linéaire  plus  générmle 

+  A.Z+B.  — +L.  — +D.  — +....  +  Q-^=X, 

dans   laquelle    les   coe/ficiens  A  ,  B. . . .  A» ,  Bt*  •  • .   et  X  sont 
Jonctions  de  x. 

On  pourra  poser  le  polynôme  en  ^  et  jc  égal  à  »,  fonction 
indéterminée  de  x ,  et  Tautre  polynôme  en  x  et  x^  sera  X  —  ». 
on  aura  ainsi  deux  équations  linéaires  Je  l'ordre  n  ,  l'une  en 
y  et  jp,  l'antre  en  ;?  et  :r ,  qui  étant  intégrées  donneront 
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F  tt  y  dësigoant  deux  fonctions  connues  :  comme  ces  équations 
satUfont  à  là  -proposée  qu^elle  que  soit  b  fonction  en  ié-'reprë-^ 
sentée  par  79  et  que  pour  une  de  ces  fonctions  7,  les  deux 
équations  précédentes  représentent  les  projections  sur  le  plan 
des  xy^  et  sur  celui  des  xz  d^une  courbe  à  double  courbure  , 
on  en  conclura  que  la  proposée  représente  un  nombr^e  infini 
de  pareilles  courbes;  car  outre  la  fonction  indéterminée  v,.il 
entre  dans  chacune  des  deux  équations  ci-dessus ,  n  constantes 
indéterminées.  Mais  si  la  proposée  représente  une  surface  courbe, 
alors  en  faisant  successivement  ^  =  0^  r=s:o,  on.  aura  deux 
équations  linéaires  de  Tordre  n  qui  étant  intégrées ,  donneront 
les  traces  Je  la  surface  sur  les  plans  des  xz  et  des  j^«r. 


3ga  Leçoics 


CHAPITRE    XVI. 

Intégration   des    équations   aux   différences 

^         partielles. 

Kous  avons  dit  (jCalc.  diff, ,  cliap.  XIII)  ('^)  ce  qu^on  entendt 
par  différentielles  partielles  ;  mais  cette  ilénomiaation  s*ap-« 
pli  que  encore  aux  coefTiciens  eux-mêmes  :  en  sorte  qu'ayant 

les  coefficiens  -; —  et  —. —  des  dînerentielles  par  rapport  à  «  et 

do:         dj*  1  1  r 

par  rapport  à  ^,  se  nomment  aussi  dijférentieîles  partielles j 
ou  différences  partielles. 

Une  cqualion  quelconque  entre  x^y^z^   -^ — ,   "T~"  *    **c* 

do?         ày 

se  nomme  équation  aux  différences  partielles ,  du  premier  ordre; 

i\z       du       d^z        d^a?        d'r 
unccquauon  entre  ^,j,^,—,   —,   —,   -^-j-:,   ^^, 

est  dite  :  ci/o;  dijfércnces  partielles  du  second  ordre ,  et  ainsi  de 
suite.  Il  serait  mieux  ,  ainsi  que  Tobserve  M.  Lacroix ,  d'em- 
ployer la  dénomination  de  différentielles  partielles ,  parce  que 
les  coefficiens  différentiels  considérés  isolément,  ne  font  con— 

oz  Az 

naître  que  les  différentielles  partielles  -j —  àx  ,  -j —  dy  qui  sont 


(*)  Il  sera  peut-être  nécessaire  de  revenir  sur  le  chapitre  treizième  du 
Calcul  différentiel ,  avant  d'entreprendre  la  lecture  de  celui-ci. 
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les  premiers  termes  des  cléveloppemensy(ar-f-'f  J^)— y^C^tjO» 

y(a:,^-f-&) — fi^^^yy-i   et  non  les  difîërences  partielles 

qui  seraient  les  développemens  entiers  àe/ipc-^'i^  y") — Ji^^y) 

et/(^,,:r  +  *)— ./(^,J)• 
On  se  rappelle  qu'une  fonction  d'une  seule  "variable  n*a 
dans  chaque  ordre  qu'un  coefficient  différentiel ,  tandis  qu'une 
fonction  de  deux  variables  a  deux  coeffiriens  différentiels  pour 
le  premier  ordre  y  trois  pour  le  second  ,  quatre  pour  le  troi- 
sième ,  etc.  ^ 

L'intégration  des  équations  aux  différences  partielles,  présente 
bien  d'autres  difficultés  que  celle  des  équations  différentielles 
ordinaires,  et  on  s'est  proposé  de  la  réduire  à  l'intégration 
d'équations  du  même  ordre  dans  lesquelles  toutes  les  variables 
sont  fonctions  d'une  seule  et  même  variable ,  parce  qu'en  ana- 
lyse on  regarde  la  solution  d'un  problème  comme  connue  , 
lorsquelle  est  réduite  à  celle  d'un  problême  d'un  genre  infé- 
rieur ,  quoique  celle-ci  puisse  être  encore  sujette  à  beaucoup 
de  difficultés. 

Proposon&-nous  d'abord  de  trouver  l'équation  r=y(ar,^) 

par  la  seule  connaissance  de  Tun  des  coefficiens  -r-*?  t — 5 
*  •  Qx        éy 

ou  d'une  relation  entre  ces  coeffiicîeos.  Nous  commençons 
par  des  questions  simples ,  pour  nous  élever  par  degré  à  l'in- 
tégration d'équations  plus  compliquées. 

Intégrer  Tiquaiion  en  différence  partifilU  f     -    • 

ÉL  —  v   * 

P  étant  vne  Jottctîon  de  x  ^y  et  z. 

Si  l'on  regardé  y  comme  constant,'  on  aura 

àz  =  Fax , 
équation  différentielle  ordinaire  entre  deux  variables  z  et  x  ^ 
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qa^on  inL«*grrra  par  les  méthodes  connues  ;  mais  on  observerai 
que  la  con&tante  à  ajouter,  contient  y  d^une  manière  quelcon-. 
que  ;  c'est  pourquoi  on  doit  représenter  dans  rintégralc  cette 
constante  par  ^/  9  ^  désignant  une  fonction  absolument  arbi-^ 
traire  de  ^ ,  la  plus  générale  qu'il  soit  possible  de  concevoir. 

Exemple  I*^     Soit 

-T—  =  3«* ,     on  a  r  =  jr'+çjr. 


Exemple  II.     Soit 

,     on  a  rs=s  VjfH-j»  +çy. 


Az  X 

àx  —  v/]?q:j 
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Exemple  III.     Soit 

d*   -y— — — 

on  a  pour  intégrale 

x;  :^  0  X  arc  (  «in  =;?  *  )  +  f  Jf. 

Exemple  lY.     Soit 

X  -î—  s=  ûz ,     d  ou  z  =  op*  .(pj^. 

Exemple  V.     Soit 
dz 

le    facteur   propre   à   rendre  celte    équation    intégrable  ,    est 
(  J*  +  ^*  )-"  (j**  +  Jc^  )""' ,  et  on  obtient  pour  l'intégrale 


arc 


(""§  =  y.)  —  arc  (^tang  =  -j-)  =  ^ jr , 


or  en  désignant  arc  Mang=-^  j  paryi,  etarcTtangrr \ 


DE   CALCUI  IlfTÉGRAl.  3q3 

par  J?  y  on  a 

.  ^*  4"  -^^^ 

d'où 

c'c«t- à-dire , 


r — X 


Intégrer  Viquation  en  différence  partielle, 

P  ayant  mime  acception  çue  cî^dessus, 

■      •  ■  .  •> 

On  trouvera ,  en. regardant  x  comme  vne  constante  ^ 

:^=fPà;y^fx, 

Jx  ëtant  une  fonction  arbitraire  de  «,  la  plus  générale  qu^on 
puisse  concevoir.  .       • 

Intégrer  Véqiiation  en  différences  partielles 

■.    .    ,  •  '    •  •       ■        * 

M-=-.+N-r-.  =  0,  '  . 

dy  dx  .  .' 

M  «/  N  ^//in^  des  fonctions  données  dç  y  et  x. 

»  ■ 

On  en  tire 


-      /  -i» 


-  .zzi  *•-       . :  . .  ■  .   T    «1  •  ■■•    i' 


portant  cette  valeur  dans  Téquation  de  '  définition 
on  trouve 
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Max  —  iVdy     àe 

àz  = -^} 

nommons  ^  le  facteur  propre  à  rendre  Mdx  —  Ndy  une  dif- 
férentielle exacte  ,  et  posons 

^  >Mda?— /•iVclj^=à5 (i)  , 

la  précédente  deviendra 

*  ,  âS     âz 

d" 

équation  impossible  ,  si  -^—  l  juM  n'est  une  fonction  de  5,  le^ 

deux  points  indiquant  une  division  :  donc 
é  '  ^ 

^  zn/S*. . . .  (a)  , 

est  l'intégrale  de  la  proposée  ,  y  désignant  une  fonction  quel- 
conque. En  effet ,  otl  tire' de  l'intégrale  (ît) 

dz         dS        „  *,.  ^  ^ 

"d'après  (i)  :  si  entre  ces  équations  on  élimine yS",  on  retombe 
sur  la  proposée. 

Exemple.     Soit  l'équation 

dz  dz 

on  rendra  ydo?—  xdj  une  différentielle  exacte,   en  la  rnul**' 
pliant  par :   ainsi  «=: ,   etS=: î   donc 


=^(f) 


est  l'intégrale  complette  cherchée. 
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Intégrer  Vêquation  aux  différences  partielles  et  linéaires  du 
premier  ordre  > 

•  dz  dz 

VL  et  "SU  étant  des  quantités  constantes* 
L'intégrale  sera 

la  caractéristique  <p  dénotant  une  fonction  quelconque  :  en  efîetw 
si  Ton  différentie  par  rapport  à  a? ,  on  a 

'  dx  dx  ^ 

et  si  Ton  différentie  par  rapport  à  ^ ,  on  a 


dz 


_  d<p(j~Mag)  ^ 


djr  dj 

or  à  cause  d»    ^^<ir-M.)  ^  _àpiy-MTl        ^  ,.^ 

dj?  dy 

vaut  dernière  équation  se  change  dans 


(*)  Soit   i4=:z-l-.«,    d'où  yi*  =y( z +, «  )  :   on  aura.  % 

d./'(z  +  £}==:  Pdu  z=P(d^  +  di)^  si  Ton  suppose  alternativement  1«« 
irariabies  z  et  i  constantes  ,  cette  formule  donnera 

— — —  =:  Jr  }  =:  Jr  $ 

di  ds 

o*eH*ii-dire,  ' 

a/(z-l-0         d/(z-*-0 


,  /  di  dz 

identité  qui  ama  encore  lieu  pour  z  ^=:jr  et  c*  =  -^  Mx  ,  hypothèses  soui 
lesquelles  on  conclut  la  formule  du  texte ,  dans  laquelle  i^  est  un  coefficieDi: 
constant. 
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Intégrer  Viquation  ginirale 

dz  dz 

dans  laquelle  M  «f/  N  sont  des  fondions  quelconques  données 
de  X  ,  y ,  z. 

Soit 

son  intégrale  :  on  aura  par  ce  qu'on*  a  vu   {Calcdifj.^  pag.  196 

et  197  ) 

dr  _       F'x  6z  _        F'y 

dJ~~F7*       1^~~T^^ 

^            ^             ,                   àFx         dFr           àFz 
F'x ,    Fy  et  jP«  représentant    — ,        9    — ^ ^    — : : 

substituant  ces  valeurs  dans  la  proposée ,  multipliant  tous  les 
termes  par  F'z ,  et  changeant  les  signes,  on  sera  conduit  à 
réquation  • 

rx  +  MPy  +  NPz  =  o  : 

or  ,  en  géne'ral , 

d.F  {x,y,z)  =  dx.F'x  +  ày.Fy  +  dz.F'z; 

substituant  dans  cette  formule,  à  la  place  de  F^x^  sa  valeur 
—  MF' y  —  NF'z  ,  tirée  de  T équation  précédente  ,  il  viendra 

d.FÇ^x.jj  z)  —  (dj— ilfd^)F>  +  (^dz'^Ndx)rz: 

on  voit  que  cette  différentielle  sera  nulle ,  ce  qui  doit  être  , 
puisque  la  fonction  F{x ^  y^  z)  est  nulle,  si  l'on  établit 
entre  l«s  trois  variables  Xj  y^  z,  des  relations  telles  que  l'on  ait 
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ces  deux  équations  particulières , 

dy  —  Mdx  =  o  ,     àz  —  JNdx  =  o . . . .  (i)  : 

mais  ces  équations  ayant  lieu  entre  les  trois  variables  x  ^  y  ^  z  ^ 
serviront  à  déterminer  les  valeurs  de  deux  de  ces  variables  en 
fonctions  de  la  troisième,  de  sorte  que  par  la  substitution  de  ces 
valeurs,  la  fonction  FÇ^x^y^z")  deviendra  pareillement  une 
fonction  de  cette  troisième  variable.  Donc,  puisque  sa  difTérentielle 
doit  devenir  nulle  ,  il  s'ensuit  que  cette  variable  doit  disparaître 
d'elle-même,  et  que  la  fonction  jP(a?,  ^,  z)  ne  pourra  con- 
tenir ,  après  cette  substitution  ,  que  des  constantes.  Or  les  deux 
équations 

ày  —  Mdx  s=s  o ,     d«  —  Ndx  =  o  , 

étant  du  premier  ordre ,  leurs  intégrales  contiendront  deux 
constantes  que  nous  désignerons  par  a  et  b  ;  en  effet ,  si  de 
ces  deux  équations  on  veut  éliminer  la  variable  r ,  on  tombera 
sur  une  équation  du  second  ordre  en  x  etj^,  laquelle  aura  pour 
primitive,  une  équation  en  a?  et  jr  avec  deux  constantes  arbi- 
traires. Ensuite  ,  '  on  aura  aussi  z  ten  fonction  de  x  et  y  par 
l'une  des  deux  équations  ci-dessus. 

n  suit  de  là  qu'après  la  substitution  des  valeurs  de  j*  et  z , 
tirées  des  deux  équations  du  premier  ordre  dont  il  .s'agi|t ,  la 
fonction  jF  (  j? ,  ^,  r  )  ne  contiendra  plus  que  les  constantes 
a  et  b  avec  celles  qui  se  trouvent  dans  M  et  iNT,  de  sorte  qu'elle 
deviendra  simplement  une  fonction  de  a  et  b  ^  que  nous  dé-^  /. 
signerons  par  ^Ça^b),  Par  conséquent  l'équation  FÇx^yj  -^)=:o 
«qui  est  la  primitive ,  deviendra 

par  laquelle  l'une  des  constantes  a  et  ^ ,  sera  fonction  de 
l'autre.  Mais  à  la  placé  des  constantes  a  et  b ,  on  peut  écrire 
leurs  valeurs  en  a; ,  ^  et  r ,  tirées  des  tieux  intégrales  dans 
lesquelles  elles  entrent  comme  constante^  arbitraires;  Jonc  si 
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l^on  désigne  par  P  et  Q  ces  valeurs  de  a  et  £  ^  Plntégralé  âà 
la  proposée  deviendra 

la  fonction  désignée  par  ^  étant  arbitraire  :  d*où  ron  déduit 
encore 

la  fonction  ^  étant  pareillement  arbitraire. 

Exemple  I*'.     Soit  Téquation 

de  dx  ^  èz         jr     àz  ^ 

'd^^       "cû*       ^  '*     °"     Tx         ïT  "dy        ""l?*^ 

en  la  comparant  avec  la  proposée,  on  a  Aii=  — — ,  iV  =  — — : 
les  équations  (i)  deviennent  donc 

dy"  + -=^  da;  SIS  G  ,     dr-j*r-T — dx  =  o^ 

X  X* 

la  première  a  pour  intégrale 

mettant  dans  la  seconde  équation  pour  j  sa  valeur f  celle-ci 

devi^dra 

donl  Pinlégrale  est 


a* 

do;  = 

^ 

0; 

% 

:j( 

-        3a:3  - 

f 

par  x'j% 

cette 

d( 

;rnii 

3a; 

—  b 

= 

ç» 

en  sorte  que ,  diaprés  la  formule  Q  =  9  P^  on  a  ,  pour  Tinté-- 
grale  delà  proposée , 
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2 —  --—==  <p  (:r^)  ,     d'où    Zax=y*  +  3a^f{xy)^ 

%J»JC  c 

« 
£n  effet ,  on  en  déduit 

dx  ■    "x        . 

dg  _    "^    '  dy. 

•  djy-  3  a?  ' 

la  «ul^slîtttliéjtl  'de*  ces  valeurs'  dàtis  la  proposëe ,  là  tratisforme 
dans  celle-ci  ^ 

—  3xr  +  3a:<p  (a:^)-j.y»  =  o,  \, 

■    ■■]'■  Z..i 

«n  observant  que  -^-^ — »  =  - — •— — •  ;    et  son  prçipier 

«st  Identiquement  npl  par  le  fait  de^  Tintégraie. 
^  Èsoempte  II.     Soit  l*ëquation 

<m  a  Msn-^^i    N:=i  ■     ■  ,   cf  les  deux  ëqtia'tionf 


t 


àr 


i    r        J'y   TT 

^d«:  =  o,     dr— --- — ^I-^djc  =  o; 


on  tire  de  la  pm^^ii^i  -   -     .  iJ  i    . 

et  substituant  ox  p£(f  r^9  la  «èilonde  devînt 


d«==nd^,J/;i.Hr«"»i 

dont  l'intégrale  est  ^ 

*■    , 
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en  sorte  que  la  formule  intégralfe  Q=i^  P  devient 

résultat  qu'il  est  facile  de  vérifier. 

Exemple  III.     Soit  réquation  .    / 

dr  dr 

pour  laquelle  on  a  Mvs^i  -^^  «t  ,ZV=  ' —  ;  l€|  éqnàtÎMis  &  iinr 

X  X 

légrer  sont  '   ^  ' 

dy ^  d:c  =  o  ,       dr  — djr  =  o  • 

c'est-à-(iire , 

xày  ^^yàx  =  o ,       xAz  —  itrdx  ==  o  ;  *  \ 

.  les  intégrales  étant 


z 


celle  de  la  proposée  sera 

dans  laquelle  ^  est  encore  une  fonction  homogèilie.         ' 
.   £n  effet ,  en  mettant  la  proposée  sous  la  le^mii    ^ 

nz  z=i  Xx '-^  Yy  y 

*  QJS  dz 

où  X  et  F  représentent  -—  ,  -r—  ,   on  a  tfobré  {^Calc,  dijf.  { 
pag.  201  et  ao2),  que  les  équations 

n2  =  x*+rr,  .^=:=apy(-^), 


■^    • 


M^  +  N^+P^o, 
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avaient  liea  ensemble ,  et  qu^elles  coBstitnaient  le  théorème  des 
fonctions  homogènes 

On  peut  encore  intégrer  par  une  autne  voie  Téquation 

dz  dz 

^  4.  nJZ. 

ày  àx 

qui  rentre  dans  la  précédente.  On  en  tire 

àj~        M   dx^  M  ' 
cette  valeur  substituée  dans  Téquation  de  définitioix^ 

dz  =  -^dx  4 — r—  4y  > 
dx         ^    dy  .^  ' 

la  cb<ing4e'jàn&  celle-ci ,  . 

soit , 

féMdx  —  fêNiy=:dSj 

'  ...  - 

et  réquation  précédente  deviendra  \ 

dS     dr        Pdjr 
/«ilf    dx  iw 

dont  le  second  membre ,  après  Félîminatîbn  de  x  an  tàoyén  dé 

-      f(uMdx^uNêyTi==S,  ■'•■""■ 

sera  la  différentielle  exacte  d'une  £oai^on  des  deux  variables 
y  et  S:  donc 


en  observant  qu'avant  d'intégrer  — —•  f  il   faut   remplacer  « 
par  sa  valeur. 
Exemple,  Intégt^r  Téquatidu  • 
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dr  dz 

on  *  M=y,N=:x*f  P=i — J'S  e* 

or ,  diaprés  fê  (  Mdx  —  IVdy  )  =  dS  =  ft{  yix  —  «*dy  )  ^  om 


trouve  le  facteur  ^  =        ■  ^   et  en  intégrant 
donc 

'  =  -f+/(-i-ô')  =  -f +  <T-  +  '^> 

Jlf.  Dubourguet^  dans  son  Calcul  intégral^  en  considérant  le 
cas  où  N  n'est  fonction  que  de  *x ,  et  Jf  et  P  sont  fonctions 
de  la  seule  variable  ^  ^  a  trouvé  pour  intégrale  de  la  proposée 

où  X  =  / — jrr-  9    Y:=z  j  1^   ,    intégrale    facile    à    obtenir 

dans  les  "hypothèses  précédentes. 

Intégrer  V équation  linéaire  en  différences  partielles 

■^^  dt.     ,  ^^  dz         ^ 

^•^+N-^  +  ^^  =  ''' 

M  9  N  «/  P  étant  des  fonctions  connues  de  x  et  y* 

On  fera  zz=ze^^  f  étant  une  indéterminée:  on  tire  de  là 

Az         ^  Au  Az  Ap 

Ay  Ay  ^         Ax  Ax  ' 

sul>5titaant  ces  valeurs  dans  la  proposée  ,  on  trouve  celle-ci 
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qui  n'étant  que  la  précédente ,  donne 

donc 

z-e  ^  M       ''^  '=e  J   M  x#^W=^  J  M    xF(S)  # 
en  faisant  «-^(^=^(5). 
ExempU.    Soit  l'ëquation    <" 

dz  àz 

on  a  Afr^^rx,  Nzrzy^  P=  —  a, 

X*— y" 


«d* — ^djrc=d5,     et    5  = 


a 


de  plus 

J^*         aiy  aAy 

dont  rintëgrale  prise,  en  ne  faisant  varier  que  y  ^  est.  •  • .  •  • . 
al  \^y  +  V^S+y^]  ;  donc 

et  ■ 

Intégrer  Véquation  linéaire  en  dijférenees  partielles 

M  ,  N ,  P ,  Q  étant  des  Jonctions  données  de  x  et  y. 

Si  l'on  lait  ^  = ^  ;r'  et  •  ëtaat  deux  indét<;rminëes ,  on 

f 


0 

aura 

èx  dx 


substituant  ces  valeurs  dans  la  proposte  ,  on  a  la  transformée 

qu  on  partagera  dans  ces  deux  équations  .  ^ 

En  supposant  ^toujours. 

fg  MAx  —  fiNi^y  =  d^; 

la  seconde  de  ces  équations  qui  nVst  que  la  réduite  du  problème 
précédent ,  donne 

'Par 
on  tire  de  la  première  que  nous  avons  intégrée  (pag.  4^3)» 

donc 


z' 


M   ^. 


/W 


mais  comme  dans  les  intégrations  indiquées  ,  S  doit  être  regardé 
comipe  constant ,  on  peut  mettre  Tintégrale  sous  cette  autre 
forme 
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qui  devient  en  remplaçant    ^^  par  -F(5)  9 

C'est  à-peu-près  ainsi  que  Dahmhert  intègre  cette  équation 
linéaire  dans  tm  Mémoire  sur  le  Calcul  intégral ,  qui  se  trouve 
dans  le  quatrième  voltane  de  ses  Opuscules, 

Intégrer  Véquation  en  différences  partielles 

àf     *    ^    dx    *        di 
ma  z  est  Jonction  des  variables  x^  y  et  U       . 

A  cause  de 

.  dr    ,      .    dr   '        .    dr    ,  à 

df    -^    ^    dx  d^        ^ 

„.    .       ^  .  d;r        âz        àz 

en  aurait,  en  eUminant  successivement  -?— >  -r~>  -7—5    c*^ 

dj       dx       dt 

trois   équations 

•^  =*  è  ('^  -  ^  *•)  +  TT  (-"  -  T  *> 

!•.    Si  les  fra<:tions  -rj-,  ,-=^  ne  renferment,  lia  première 

MM  ^       ^ 

que  X  tt  y  ^  la  seconde  que  <  et  jr,  on  cherchera  les  facteurs* 

N  P 

de  djK? JJ7  dj' ,   it  — ^-jîj-  4y }  soient  ft  et  ^'  ces  iacteius  ^ 


4o<'^  liCÇOMS 

on  aura 

et  conséquemment 


^cL.-^4r=A$t    ^'di^^dr=àS', 


iz    àS         dz   dS" 
dm    f,   '^  dt     f^  ^ 

d'où  l'on  coqclut  que  z  doit  être  fonction  des  seules  variablts 
S  eiS'  ;  et  qu^ainsî 

z=/iS,S'). 

M       P 

A*.  Si  les  fractions  -Tr=-  ^  — r  ne  renferment ,  la   première 

que  X  tiyj  la  seconde  que  <  et  x  ,  on  cherchera  les  facteurs  dç 
dy  —  -—  do? ,  d^  —  -^  dop  ;  si  on  nomme  /m  et  /»'  ces  fac- 
teurs, et  qu'on  fasse 


OU  aura  l'intégrale  complette 

3**.  Il  peut  arriver  que  -=j-  ne  renferme  que  ^  et  / ,  et  que 

ISl  ' 

-—  ne  renferme  que  a:  et  /  :  il  çst  clair  que  l'intégrale  sera 

tncore 

r=/(5,5'). 

Intégrer  Féquation  plus  générale  aux  dijjérences  partielles 
du  pnemier  ordre 

di     ^   ^    dz        __  dz        -, 
dt  Jx     '  dy 

L,  M  «/  N  étant  des  fonctions  quelconques  données  de  ij  x,  y,  z. 
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Si  Ton  représente  son  équation  primitive  par 

0a  différentielle  sera 

mais  en  considérant  z  comme  fonction  de^^or^y,  on  a 

,  d^    -     .     dz    -  d^    , 

ûz  =  -T—  d/ 4-  -rr-^  da:  +  -= —  dr  ; 
àt         '     dop  MX  , 

donc  en  substituant  cette  vateur  de  iz  dans  d«F(/,  ^9^9  Ot 


on  aura 


j   m,  N        ,    (   dF^  d^     dJ?V  >      • 

^"t    clo?    +d:t       Az    l^^JT^^  ày  ^TS^ 

et  à  cause  de  Findépendance  des  variables  x^y^  z^  on  posera 
ces  équations 

àFt  âz     àFz 

"    ^ir  +  li dT^'"' 

AFx         àz     àFz 


dx  Ax      Az 

AFy         Az     AFz  _ 

.         dr  '^'W^'^''' 

Tirant  de  ces  trois  équations  les  valeurs  de  — r—  «  -î —  •  -r—  j 

^  At      Ax      Ay 

et  les  substituant  dans  Téquation  proposée ,  elle  deviendra  aprgà 

AFz 
la  multiplication  par  — —  ^    et  le  changement  des  signes 

AFt     ^   ^    AFx    .  ■   ^  AFy        ,^   AFz 
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d'où  Tcn  lire  .  *^ 

AFi    _  AFx  âFy        ^^  ÛFs 

"^«1/  ùx  dy  dz 

i\Ff  .     ', 

cette  valeur  de  ^-^ —  élant  substituée  dans  (i)  ,  on  aura 

ai 

dFx  dJV 

d.F(/,x,j',r)=(dx-ldO-j^+(4r-^d/)^ 

iFz 

+  (dz  — JVd/)-T— . 

Si  donc  on  introduit  entre  les  quatre  variables  /,  ^9^9  ^» 
les  relations  déterminées  par  les  trois  équations 

dx— Xd/  =  o,     ij  —  Mdt  =  o^     dz  —  Ndt=zOf 

la  dîlTérentielle  d./'(^,x,^,z)  deviendra  nulle  ;  par  con- 
séquent son  intégrale  F(/,  j:,^,  r)  ne  pourra  contenir  que 
des  constantes. 

Or,  les  trob'  équations  dont  il  s^agit  ,  étant  du  premier 
ordre  ,  auront  trois  intégrales  qui  contiendront  trois  constantes 
arbitraires  a^b  ^Cj  et  par  lesquelles  trois  des. variables  t  ^  jp 
y  ci  z  pourront  être  déterminées  en  fonctions  de  la  quatrième. 
Donc  si  dansjP(^,  ^,^,z)  on  substitue  les  valeurs  de  ces 
variables  ,  il  faudra  que  la  variable  restante  disparaisse  d'elle- 
même  ,  et  la  fonction  ne  pourra  plus  contenir  que  les  m(^mes 
constantes  a  ^  b  ^  c  avec  celles  qui  entreront  dans  L ,  M  et  iV  : 
de  sorte  qu'après  cette  substitution,  la  fonction  F{t,  ^^y ^  ^) 
deviendra  nécessairement  de  la  forme  O  (  rf  ,  ^  ,  c  )  ;  or  les  trois 
intégrales  déterminent  les  valeurs  de  o,  ^  ,  r  en  ^,  a:,  j)*,  -c:  :  de 
sorte  qu'en  désignant  ces  fonctions  par  P ,  Q  ,  il ,  on  aura 

et  la  fonction  jF(^,  .r,  ^-^  z)  devra  être  do  In  forme  <î>(P,Ç, /{), 
puisqu'il  n'y  a  que  cette  forme  qui  puisse  devenir  fbnctioa 
de   a,  ^,  c  en  vertu  des  trois  intégrales  ci-dessus.  Donc  l'iii- 
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^cgrale 
(levlendra 

par  laquelle   on  aura 

la   caractéristique^   désignant   une    fonction  quelconque  Am 
P  et  Q. 

Exemple  I*'.     Soit  Féquation 

'     dr     ,    _.    dr    ,    _-  dr         _- 
d^   ^        dx  ^        dy 

dans  laquelle  L  ^  M  j  N  sont  dès  constantes  :  on  aura  les^trois 

équations      - 

> 
dap— Xd^  =  o,     ày'^MdtzszOj     dr  — JVd^sOy 

dont  rintégration  donne  •   •  •^ 

en  sorte  que  la  proposée  aura  cette  intégrale 

Pour  rérifier  cette  intégrale  ,  soit  z  =  ^  (^p^  Ç")  ^  P  ^^  Ç  étant 
des  fonctions  d^une  variable  »  :  on  a  (fiulc.  diJJ. ,  chap.  V  ) 

dqtp   dp  d(p^    dç 


ou 


Il  p^=iX'^Lt  ^  q ^y  —  Mt  ;  or  pour  uz=:tj  on  a* 

^-r-*  =  —  Z  ,   —r-  =  —  M  •  et  en  ol>servant  que  -• 
dt  dt  '  ^ 

le  coefficient  de  z  par  rapport  à  f ,  est 


•  •  •  •  • 
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I 

A^p  I 

^'  et  tfi  désignant  la  première  ■  ,      par    rapport  à    f ,  tj\%. 

seconde     ,     par  rapport  à  <  :  on  a  pareillement 

parce  qu^à  Pégard  de  la  fonction  f  (x^-X^)^  on  sait  que 

d(p(x  —  X/)        dq)(a:  — i/)  ,  i»-      •   i 

— i — . L  r=:  — X-j 1 ,   en  sorte  qn  ayant  désigne  le 

premier  coefficient  par  9',  le  second  est  aussi  ^fm  On  a  donc 
aussi  par  la  même  raison 

I 

dr 
maintenant  si  dans  la  valeur  de  --r*- ,  on  écrit  pour  f'  et  ^^ , 

leurs  valeurs,  on  aura 

àz  y  dz       _-  dz        1,  *    d^    .    _  dr    .  ■    _  dr        __ 

-j-=iV-— X-ï M-^^y   d'où -.T-  +  X-r — UAf— -=iV: 

d^  do?  dy  d/  ^      dx  ^       dy  ' 

c'est  de  cette  manière  qu'on  vérifiera  l'intégrale  suivante. 
Exemple  11.     Soit  l'équation 

on  aura 

•r+j'  z+y'  z^y* 

et  les  équations 

x\t — («-f-jf)  tLe  =  o, 
(^  +  J^)  Jj- —  (  «  +  O  <1<  =  o  » 
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qui  reviennent  à  celles-ci , 

a?de— •  (/-f-y)  djc  =  qV 
xàjr  — *(r+/)jcla:  =  o, 

desquelles  on  tire  les  trois  suivantes 

xdz  —  xdy  '^yAx  +  zàx  =  o ,  » 

xày  —  xàt  —  tàx  -f» ^d:r  =  o, 

a:(dz-|-dj'-f"^')"^^(*  +^  +  *  )  dar  ==  o  , 

•  ■ 
dont  les  intégrales  sont 

xz  —  «y  =  a,     «y  —  a?f  =  3.,     r  -f-^  -f-  ^  =  cx^  ; 
«t  consëquemment  Pintégrale  complettede  la  proposée,  sera 
z  r^y  -j-  ^=:  x*9  («z  -^  a^,  xy  -^xt^, 

■ 

La  méthode  que  nous  venons  d'exposer  est  celle  déjà  employée 
(  P^g*  398  et  suîv.  ). 

11  est  aisé  de  conclure  de  tout  ce  qui  vient  d'être  dit,  que 
l'équation 

dz     .       dz     .       dz     ,        d*     . 
^  pour  intégrale 

XXX  / 

ainsi  z  sera  une  fonction  homogène  ,de  n  dimensions  entre  les 
variables  x  ^y  ^  ^ ,  u ,  etc. 

En  appliquant  aux  équations  dérivées  \  trois  variables ,  la 
théorie  donnée  {Calc.dijf.^  chap.  VIlI)  sur  les  équations  dé- 
rivées à  deux  variables  ,  il  est  aisé  de  voir  que  puisquMne  équa-^ 
tion  entre  trois  vajriables  a  deux  équations  dérivées,,  on  pourra 
par  le  moyen  de  ces  trois  équations  qui  ont  lieu  simultanément, 
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cllir/incr  deax  constantes  à  volonté,  et  pSfTêmr  ainsi  &  nat 

s 

cqualloii  diTÎvcfe  du  premier  ordre,  qui  contiendra  deux  con^* 
tanlc&   de   moins  que  la  primitive    Ç^Cak*  diff'.j  chap.  XllI, 

D\m  il  suit  réciproquement  que  la  primitive  d^une  équation 
dérivée  du  premier  ordre  entre  trois  variables ,  doit  contenir 
deux  constantes  de  plus  que  la  dérivée  du  preimer  ordre  ,  et 
que  ces  constantes  seront  arbitraires. 

Prenons  pour  primitive ,  l'équation  à  trois  variables 

z  z=z  ax  'j'  by  j 

où  X  ti  y  sont  les  deux  variables  indépendantes  :  on  a 

Az  d^ 

éliminant  par  le"  moyen  de  ces  trois  équations ,  le»  constanlCi 
tf  et  ^ ,  on  obtiendra  Téquation  du  premier  ordre 

dz     .       dr  '     . 

à  laquelle  répondra  la  primitive 

z=iax  -{-by, 

les  constantes  a  tlb  demeurant  arbitraires.  Ici  on  peut  trouver 
une  infinité -^équations  à  trois  variables  qui ,  par  Félimatioa 
de  deux  constantes  au  moyen  des  deux  dérivées  du  premier, 
ordre  ,  donnent  la  même  dérivée  du  premier  ordre. 

Par  exemple,  l'équation 

hx^ 
;s  =  ûv  H — . — ^  • 

•'' 

âonne 

Az        zBx  àz  fcr*  ^ 
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d^où  Ton  tire  par  rélimination  de  a  et  3  la  même  ëq[uation 

dz  dz' 

»=.:,  — +y  —  , 

trouvée  précëdfmment.  Aîpsi.  il  n'en  est  pas  ici  comme  dans 
les  équations  dérivées  du  premier  ordre  entre  deux  variables  , 
où' des  qu'on  a  trouvé  une  intégrale  avec  une  constante  arbi- 
traire ,  on  est  assure  qu^elle  a  toute  la  généralité  qu'elle  peut 
comporter. 

Considérons  l'équation  primitive  générale 

dans  laquelle  il  y  a  deux  constantes  a  et  3  qu^on  se  propose 
de  &ire  disparaître  au  moyen  de  ses  deux  dérivées  :  il  est  visible 
que  le  résultat  de  l'élimination  de  ces  constantes ,  sera  le  même  , 
que  a  tX.  h  soient  constantes  ou  non  ,  pourvu  que  les  deux 
dérivées  soient  les  mêmes  ;  ce  qui  aura  nécessairement  lieu  ^ 
lorsqû'en*  regardant  les  quantités  ^  et  3  comme  variables ,  les 
termes  qui  proviennent  dé  leur  variation  dans  les  deux  dérivées  , 
sèroiit  nuls.  Or  a  et  h  étant  constantes;  la  proposée  donne  ^ 
comme  oa  l^ai  vu  plus  haut ,  deux  dérivées ,  l'une  par  rapport 
à  X  j  l'autre  par  rapport  ày ,  savoir  : 


dF(      )         dF(      )         dJP(      ) 
•en  représentant  toujours -< — ^ ^,  ^ ^,    ^ — ^ 

par  F'x,  F^fj  F'z  j  et  n'écrivant  sous,  le  signe  F  que  celle 
des  trois  quantités  oc  ^  y  ^  z  qu'olti  regarde  comme  variable. 
Mais  en  considérant  a  tl  b  comme  des  fonctions  de  x  et^^ 
cef  dérivées  deviendroiit 


V 
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F'a  et  F' 5  désignant  — p^^       ,    ■   ^    et  il  est  clair  quMIet 

se  réduiront  aux  précédentes ,  en  déterminant  a  et  3  d^a|>rè8 
les  deux  équations 

dj  ay 

H  est  d^abord  vibible  qu^on  peut  satisfaire  à  ces  deux  conditions 
en  posant 

F'û  =  o  ,     F'*  =  o  , 

ce  qui  donne  deux  équations  par  lesquelle  on  pourra  d^erminer 
aeibenx^j'fZy  en  observant  que  F' a  ,  et  F'b  renferment 
n,  b  avec  Xyjr ,  z.  Cette  solution  répond  évidemment  à.<!elU 
qui  donne  les  éçuations  ou  solutions  primitives  singulières 
(^Calc,  inté.j  chap.  Xll  )  :  ainsi  on  pourra  appeler  aussi  équation 
primitive  singulière ,  Téquation 

^(^>y»  ^»«»  *)  =  o» 

dans  laquelle  on  aura  substitué  pour  a  et  ^  les  valeurs  tirées 
des  équations 

F' a  =  o  ,     Pb=.o. 

Exemple,     L^équation  en  différences  partielles 

a  pour  primitive  completle 
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ainsi  quMl  est  aisé  de  s* en  assurer  en  déduisant  de  l'intégrale 

>    -r —  =  a  ,  -; —  =  5 ,  et  substituant  ces  valeurs ,  et  celle  de  a 
dx  àjr 

dans  la  proposée  qui  devient  identique  :  on  tire  de  la  primitive 

ha 
.     V^x  +  a*  +  ^» 

d'oi 

»■       .  ... 

et  pour  solution  singulière 

z=t/*>  — X'— y*. 

Mais  il  y  a  une  manière  plus  générale  de  satis&ire  aux  con- 
ditions. £n   effet',  supposons  '  que  h  soit  une  fonction  quel- 

d^        . 
conque  de  a  que  nous  désignerons  par  fa  ;  alors  -j— devien- 
dra *-t — 0^41,  et  -rr-r  Je  viendra '-^r^.  c'a.  Faisant  ces  substitutions 
dans  les  équations  (i)  ^  on  auraxeUes-xû 

.{F'a  +  T>i.<fUt)^^o, 

auxquelles  on  satisfera  par  cette  équation  unique 

F'a  +  Pb  x<p'a=o, 

.  laqucRe  servica  à  déterminer  U  valeur  de  a ,  et  la  fonction  ^  a 
demeurera  arbitraire.  £n  efEet,  si  dans  Féquation 

^(*>yi  «>«)  *)  =  «> 

^7 


r 


I 
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on  fait  &=sf  A ,   elle  deviendra 

et  n  l'on  déûgne  par  P  (  a ,  9  a  )  la  fonction  àétivét  prise 
relativement  à  la  seule  quantité  a  ,  il  est  clair  qu'en  faisant 

les  dérivées  de  la  proposée,  prises 'relativement  à  x  ti  ii  ff' 

seront  les  mêmes   pour  a  variable   que    pour    a    constante  ; 

d'où  l'on  conclut  que  l'équation  du  premier  ordre,   déduite  de 

^celles-^  par  l'élimination  de  a  et  <pa ,  sera  encore  la  même* 

Si  donc  on  a  une  équation  du  premier  ordre  k  trois  variables,^ 
telle  que 

on  peut  supposer  qu'elle  ait  pour  primitive 

^{XjJTi^f  Oj  ^)  =  o^ 

où  a  et  ^  soient  deux  constantes  arbitraires  ;  car  en  prenant 
les  deux  dérivées  par  rapport  à  j?  et  à  y ,  on  aura  deux  équa- 
tions qui  donneront  a  et  3  en  ^ —  et  -^ —  :   nous  appellerons 

J^(«»r»  ^»  a,3)  =  o, 
V équation  primithe  complette  ^  à  raison  des  deux  constantes 
arbitraires  qu'elle  contient ,  et  qui  ne  peuvent  disparaître  que 
par  le  moyen  de  ses  deux  dérivées  :  s'il  arrivait  que  ces  deux 
constantes  s'en  allassent  à4a-fois  au  moyen  d'une  seule  de  ces 
dérivées  ,  elles  ne  pourraient  alors  tenir  lieu  que  d'une  seule 
constante  ,  et  l'équation  dérivée  ne  serait  pas  complette.  Dès 
qu'on  aura  trouvé  une  primitive  complette ,  on  en  pourra  dé-- 
duire  une  antr?  plus  générale  ,  et  qui  contiendra  une  fonction 
arbitraire  ;  car  il  n'y  aura  qu'à  faire 
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iKt  déterminer  a  par  la  condîtion  ,      ^ 

nous  nommerons  celle-ci  équation  primitive  ginéraîcj  pour  la 
distinguer  de  la  précédente.       «  ' 

Enfin  la  même  «quation  primitive  complette,  donnera  VéçuèH 
Hon  primitive  singulière  ^  en  déternkinant  0  et  3  ca'fondîobi 
de  Xyjj  z  par  les  deax  conditions 

F'tf  =  o ,     F'i  =  o. 

Exemple  P^     L'équation  aux  différences  partielles 

iz  dz 

d^  dx 

a  pour  primitive  coiùplette 

sous  rhypothèse  a  :=r  <p  ^  ,  cette  primitive  devient 

zts:<^b  +  b(^x  +  my)^ 
et  on  en  tire 

^  Jonc  6  et  o  sont  fonctions .  de  «  -f-  my  ^  et  par  conséquent 
a-i'bÇx'^my)  est  unç  fonction  de  la  même  quantité  :  en  sorte 
qu^on  a  la  primitive  générale 

Exemple  IL    Nous  avons  vu  plus  haut  que  Péquâtion  do 
premier  ordre 

d^    .       dr 
a  pour  primitive  complette 


pour  eh  déduire  Tëquation  prfffilâve  "giÂirite^  en  fera  Sszsfa, 
et  en  prenant  les  fonctions  dérivées  par  rapport  k  la  seule 
quantité  a ,  on  aura  les  deux  équations 

d^ou  il  faudra  élîaiuier:«:  coïolmè  la  fonction  ««  est  irbîtraire, 

j/Oji^  pei^tf  en  Ipî  donnant  différentes  former,  en  déduire  nite 

infinité  d^équations  primitives  différentes  f  arécdeux  constantes 

arbitraires  :  soit  y  par  exemple, 

■  ■  » 

les  deux  équations  deviendront 

la  seconde  doiilie  '  ' 

et  cette  valeur  substituée  dans  la  première ,  la  réduit  à 

Bx!' 

M.  'Tâgrarigé  atalnice  qu^il  est  ibijpôlssiblè  !ie  'déterminer  h 
fonctionna  'de  mànl'^re  a  rétoiiiber  siir'la  pnmi^ive  'compléttey 
d^où  réquatîon  primitive  générale  a  été  deouit'é'. 

De  réquation 

X  -f^J^^'asr  o, 

on  déduit 


X 

d^QÙ  il  résulte  que  a  est  une  fonction  de  y  et  qu'on  pourra 

y 

poser 


\ 


«1  sorte  que  V»*'0)î 

mais  il  faudra  qu'il  y  ait  entre  les  fondions  +|  ■— )et*if— ^' 
une  relation  dépendante  de  Peguation 

~*  .  -  ,. 

En  effet  y  si  en  regardant  a  comme  une  variable ,  on  prend 

les  fonctions  dérivées  relativement  à j   les  équations  (3) 

donneront  '   ' 

■  •  •  •  ri 

substituant  dans  la  seconde  p6ur  a'  et  ^'a  leurs  valeurs  y  on 
aura  cette  équation  de  condition 


f  •  » 


J<TXf> 


X 

entre  4^^  et  <P^  Maintenant ,  la  première  équation 

> 

devient  par  la  substitution  4^s  valeurs  dé  n  et  ^  ^^ , 
qui  revient  à 

•  •  •^ 

et  la  fonction  -^  detneuVe  absolument  arbitraire ,  puisque  les 
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deux  fonctions  «ij'  ( J  «^  *  ( J  ne  forment  qu^ane  fonc-^ 


lion  de . 

y 

Il  est  bon  de  remarquer  que  cette  dernière  solution  est  pré- 

. gisement  celle  que  Ton  trouve  directement  par  la  méthode 

donnée  ÇjCalc,  ùité.^  pag.  398)  pour  les  équations  de  la  forme 

iz        ^,  iz         *, 

car  réquation  proposée 

Az    .       dz 

étant  divisée  par  x  et  comparée  à  la  formule  précédente,  donne 

de  sorte  que  les  deux  équations  particulières 

djr  —  Max  =  o  ,      dz  — .  Nàx  =  o  , 
se  changent  dans  celles-ci 

Y                                       z 
^y :i—  dr  ==  o  ^         àz dx  =  o  : 

X  X 

chacune  étant  multipliée  par  x ,  devient  intégrable  ,  et  on  a 

X  X  ^  ' 

tt  a  cause  de  Q  =  ^»P,  on  obtient  pour  primitive 
comme  ci-dessus.  Si  Ton  fait  ^ 


<-f)=''+* 
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9X1  aura,  . 

•    '  z  =::  ax -{■' fy , , . ,  (2)  f, 

qui  est  la  primitive  complette.  On  voit  que  la  primitive  (i) 
satisfait  à  la  proposée  d'une  manière  plus  générale  que  la 
primitive  (2), 

£claircissons  ce  qui-précède  par  la  géométrie;  et,  à  cet  effet^ 
considérons  Féquation  générale  du  plan 

zi==zax  +  iy  +  e, 

dont  la  position  par  rapport  aux  trois  plans  rectangulaires  des 
ay  ^  des  xz  j  des  yz  est  déterminée  par  les  constantes  a,  b^  c 
(Cale,  âiff, ,  chap.  XXIII  ).  Si  on  combine  Péquation  du  plan 
avec  h^s  deux  dérivées  prises  séparément  par  rapport  à  «  et  à  j\- 
on  peut  déterminer  les  valeuKs  des  trois  élémens  a  ^h  ^  c  en 
fonctions  de  x^y^  z^  et  l'on  trouve 

dz  -        dz  Az  dr 

da?  -  ày  '  àx       ^   ày 

on  sait  que  ces  déterminations  assujettissent  le  plan  à  être  tan- 
gent dans  le  point  de  la  surface  q^i  répond  aux  coordonnées 
x^'y  et  z\  d^où  il  suit  que  deux  surfaces  qui,  pour  les  mêmes 
coordonnées,  auront  aussi  les  mêmes. valeurs  its  fonetions  dérivées 

i-T —  y  -7—  j  se  toucheront  nécessairement  dans  le  point  q»» 
Ax        ày  , 

répond  à  ces  coordonnées ,  puisqu'elles  auront  l'une  et  l'autre 

le  même  plan  tangent. 

Cela  posé  ,  l'équation  primitive  coàiplette  ^ 

dans  laquelle  a  et  3  sont  àt^  constantes  arbitraires ,  représente 
une  surface  dont  la  nature  et  la  position  dépendent  de  ces  cons- 
tantes ,  en  sorte  qu'en  faisant  varier  ces  constantes ,  la  surface 
variera  aussi.  Or ,  si  l'on  fait 
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ft  qu'on  détennîne  a  en  fonction  de  x^y  ^  z,  de  manière  qne 
les  deux  équations  dérivées  restent  les  mêmes  que  si  a  ne 
variait  pa« ,  ce  qui  donne  Véfmatitm  primitive  ginirmle  ,  comme 
on  Pa  dit  ci-dessus  ,  il  est  visible  que  cette  équation  représentera 
une  surface  tout-à-fait  difTérente ,  mais  qui  aura ,  dans  chaque 
point ,  le  même  plan  tangent  que  si  la  quantité-  m  demeiurait 
constante  dans 

/'(a?,jr,  jgj  a^  if  a)  =o, 

f        dz        Az 
puisque  les   expressions  des  quantités   --= —  ^    --r —  restent  les 

mêmes.  Donc  cette  dernière  sur£aice  sera  touchée  dans  chaque 
point ,  par  la  surface 

en  faisant  dans  cette  équation  ^  =  fa  et  a  ayapt  une  valeur 
constante  déterminée  par  Péquation 

qui  est  la  condition  de  la  primitive  générale  ;  ainsi  les  valeurs 
de  op ,  j* ,  z ,  dont  a  devient  fonction ,  repondent  au  point  de 
contact  des  deux  surfaces ,  et  sont  censées  constantes  par  rap- 
port  aux  surfaces  de  la  primitive  complette ,  tandis  que  pour  la 
surface  de  la  primitive  générale  ,  les  coordonnées  a: ,  ^  et  ^ , 
dont  â  et  (pâ  sont  fonctions  ,  sont  variables.  Mais  en  regardant  a 
comme  constante ,  Féqnation 

/^'(tf  ,  ^fl)  =o. ..  .(i), 

représente  aussi  une  surface  ,  puisqu'elle  contient  les  trois 
coordonnées  a? ,  j"  et  z ,  et  son  intersection  avec  la  surface  pri" 
milive  complette 

-^  (  ^  »  y  » -5  ï  <»  >  ^  û  )  =  o  •  •  •  •  W  » 

sera  une  ligne  tracée  sur  celte  même  surface  ,  ligne  dont 
chaque  point  sera  par  conséquent  un  point  de   conctact  des 
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de|ix  surfaces  qui  représentent  la  primitive  çoraplette  et  la  pri-> 
mîtive  générale. 

D'où  l'on  peut  conclure  que  la  stnrfa^e  représentée  par  l'é- 
quation primitive  générale ,  sera  touchée  dans  toute  l'étendue  , 
d'une  ligne  par  chacune  des  surfsices  représentées  pa^r  l'équatioii 
primitive  complette  ,  dans  laquelle  on  fait  £s=f  a  ;  de  manière 
que  cette  primitive  complette  ^ 

où  a  est  constaçtié ,  donnera  en  faisant  varier  successivement 
la  valeur  de  a  ,  depuis  -f-  <^  jusqu'à  — «o ,  une  infinité  de  sur- 
faces successives ,  dont  chacune  aura  une  ligne  d'attouchement 
avec  la  surface  de  l'équation  primitive  générale,  et  il  est  aisé 
de  concevoir  que  ces  lignes  d'attouchement  ne  pourront  être 
que  les  intersections  matuelles  des  surfaces  primitives  complettes 
successives  ,  et  que ,  par  conséquent ,  la  surface  primitive  géné-r 
raie  ne  sera  formée  elle-même  que  par  toutes  ses  intersections 
successives. 

Maintenant  il  est  évident  que  la  nature  de  la  surface  pri- 
mitive générale ,  est  subordonnée  à  la  fonction  ^  «  ,  et  qu'elle 
n'a  de  contact  qu'avec  celle  des  surfaces  de  l'équation  primitive 
complette 

pour  lesquelles  b  =  (^a.  Mais  si  en  regardant  a  tt  b  comme 
variables ,  on  les  détermine  par  les  deux  équations 

Ffl=o,       F'b=o, 

ce  qui  donne  alors  Vétjuation  primitive  singulière ,  la  suiface 

représentée  par  l'équation  précédente ,  après  k  substitution  des 

valeurs  de  a  et  ^,  sera  aussi  touchée  par  celle  de  l'équation 

primitive  complette  dans  laquelle  «  et  6  auront  des  valeurs 

Az       Az 
constantes ,  puisque  les  valeurs  de  -j-^  »  -j—  sont   encore   les 
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mêmes,  soit  que  a  et  h  soient  constantes  on  variables,  et  \eê 
poinut  d'attouchement  pour  des  valeurs  données  de  a  et  b^  seront 
détermines  par  les  deux  équations 

F'fl  =  o ,       F'b  =  Oj 

combinées  avec  Téquation  primitive 

^i^iyj  ^i  «1  ^)  =  o; 

de  sorte  que  pour  chaque  système  de  valeurs  de  aetby  il  n'y 
aura  qu'un  point  de  contact  déterminé  ;  d'oik  il  est  aisé  de 
concli^re  que  la  surface  représentée  par  l'équation  primitive! 
singulière ,  ne  sera  touchée  dans  chacun  de  sts  points  que  par 
une  des  surfaces  de  l'équation  primitive  complette  , 

^(«1^»  ^j  û,  *)=o, 

et  quelle  sera  touchée  par  toutes  celles  qui  peuvent  être  repré- 
sentées par  cette  équation,  en  donnant  k  a  ti  k  b  des  valeurs 
constantes  quelconques  ;  de  sorte  qu^on  pourra  regarder  la 
surface  primitive  singulière  comme  formée  par  l'intersection 
mutuelle  et  continuelle  de  toutes  les  surfaces  primitives  com- 
plettes,  en  faisant  varier  successivement  les  valeurs  des  cons- 
tantes a  et  b. 

Ainsi  Téquation  primitive  complette 

z  :=  ax  -+-  bjr  +  f(^a ^  b)  , 

f  étant  une  fonction  quelconque  donnée  ,  représente  un  plan 
dont  la  position  dépend  des  deux  constantes  a  t\.b\  si  l'on  fait 

b-=.  ^a^ 

et  qu'on  détermine  a  par  l'équation 

j^ =o=a;+j<()'û+y' (û,  çfl), 

à   l'effet  d'obtenir   l'équation   primitive   générale ,    la   surface 
représentée  par  cette  équation  après  la  substitution  faite  pour  a  , 
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sera  touchée  et  formée  par  Pintersection  mutuelle  et  successive 
de  tous  les  plans  représentés  par  ' 

en  donnant  successivement  *à  a  toutes  les  valeurs  possible»  et 
constantes. 

Mais  si  l'on  détermine  a  et  b  au  moyen  des  deux  dérivées 
Fune  par  rapport  à  a ,  Tautre  par  rapport  à  ^ ,  et  qui  sont 

ce  qui  donne  Péquation  primitive  singulière  ,  la  surface  repré- 
sentée par  cette  dernière  équation ,  sera  formée  et  touchée  par 
tous  les  plans 

en  donnant  successivement  à  a  et  3  toutes  les  valeurs  possibles» 

Si  Ton  prend  les  dérivées  de  cette  dernière  équation ,  Fune 
par  rapport  à  « ,  l'autre  par  rapport  à  y ,  lesquelles  ^seront 

dz  d^ 

et  qu'on  reporte  ces  valeurs  dans  la  proposée  ,  on  aura 

àz  dz     .    ^  /•  dr        èz  \ 

équation  qui  représentera  toutes  les  surfaces  que  nous  venons 
de  considérer. 

* 

Reprenons  Féquation 

^C«»J^i  ^»«i  ^)  =  o, 
ou  plutôt  celle-ci , 

en  établissant,  comme  ci-dessus,  la  relation  bz=z(pa  entrâtes 
deux  paramétrais  bel  a  y  et  9  étant  une  certaine  fonction  donnée. 
Nous  avons  dit  que  le  paramètre  a  prenant  toutes  le's  valeurs 
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possibles  depuis*-  co  jasqu^à  -{-  QO  9  la  surface  prenait  toutes  les 
formes,  et  toutes  les  positions  possibles  dans  Fespace.  Si  Ton 
suppose  que  toutes  ces  surfaces  existent  ensemble ,  et  qu^une 
autre  surface  les  enveloppe  toutes ,  cette  dernière  surface  sera 
la  limite  de  Tespace  qui  est  le  lieu  de  la  première  surface 
regardée  comme  mobile  et  variable ,  en  vertu  de  la  variation  éd 
paramètre  a. 

Cette  dernière  surlace  limite  est  nommée  emelopp^  pai: 
M.  Monge ,  et  la  surface  mobile  a  reçu  du  même  géomètre ,  la 
dénomination  ^enveloppée*  On  voit  donc  que  les  surfaces  .enve- 
loppées sont  les  primitives  complettes ,  et  que  Tenveloppe  est 
la  primitive  générale. 

Il  est  évident  que  l'enveloppe  touche  chacune  des  enveloppées 
dans  une  courbe  qui  se  trouve  en  même  tems ,  et  sur  Tenve- 
loppe  et  sur  l'enveloppé  :  c'est  à  cette  courbe  de  contact  que 
M.  Monge  a  donné  le  nom  de  caractéristUp^  de  Tenveloppe. 
Or  il  n'y  a  sur  Tenveloppe  aucun  point  dans  lequelle  cette  sçxr 
face  ne  touche  une  certaine  enveloppée  correspondante  à  une 
valeur  déterminée  du  paramètre  a  :  donc  il  n'y  a  sur  l'enve- 
loppe aucun  point  par  lequel  ue  passe  une  certaine  caractérisa 
tique  pour  laquelle  le  paramètre  a  prend  la  même  valeur  que 
pour  l'enveloppée  sur  laquelle  se  trouve  cette  caractéristique , 
c'est-à-dire  y  pour  laquelle  a  et  ^a  sont  toutes  deux  constantes. 
L'enveloppe  peut  donc  être  regardée  comme  le  lieu  de  toutes 
les  caractéristiques  qui  correspondent  aux  différentes  valeurs 
de  a,  çt  par  conséquent  comme  engendrée  par  le  mouvement 
de  la  caractéristique  considérée  comme  mobile  et  variable  de 
forme  par  la  variation  du  paramètre  a. 

Il  résulte  de  la  définition  de  la  caractéristiqne ,  que  cette 
courbe  sera  représentée  par  les  deux  équations  (i)  et  (2)  dans 
lesquelles  la  valeur  de  a  détermine  la  forme  et  la  position  de 
chacune  des  caractéristiques  :  donc  enfin  Tenveloppe  qui  est  le 
lieu  général  de  toutes  les  caractéristiques ,  aura  pour  équation 
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le  résultat  de  rélimination  de  a  entré  les  deux  équation  pr«— 
cédentes  ,  élimination  qui  n^est  possible 'qu^aù tant  que  ia  forme 
de  ht  fonction  <ç  est  donnée , .  et  par  coiiiëqdént  ceUe  de  la 
dérivée  ^'. 

M.  Monge  démontre  encore  que  Véqiiation  aux  différences 
partiéilles  du  premiet  offlre         .  ,  1 


a{if{>artient  à  toutes  les  enveloppes ^  ptk^les  qui  peuvent  i^trè 
produites  d^une  manière  qn?lcoin^Ue'pÀr^^lëi«lil)UV|!ment  de' la 
même  envelojppée  i6obile  :  il  obtient  cette  équation  en  tirant 
des  deux  dérivcéç  ie  F  (^x^jr, x i, â ,rç« } '±iir o  ,  prises  l'une 
par  rapport  à  x ,  l'autre  par  rapport  à  jr ,  les  valeurs.^e^  et  9  « , 
et  les  reportant  pour  0.et  ^a  dans  F (^XjVy  ^9^9  ça)  =o. 
Voyez  la  Théorie  des  sur/iates  tàuràes  'et'dei^  éoiMes  à  double 

courbure  y  par  M,  Monge  ^  addition, 

'.•■■"■  ''■■.';  .'  ■    V*"- 

Des  équations  dans  lesquelles  les  différences  jpartielles  sont 

à  la  prèmi'êre  puisante  ,  passons  à  ' célleî  •  dâtt^  ^Itf^ettes  ces 

'JifférëAdes  parti  elles- *sont  à  une  piiisssnce  qiiflleork'fue. 

Intégrer  V équation 


•V         ,- 


•ds.  VdyM 


i   •> 


F  représentant  urié  Joniiïiïii. 

On  parvient  à  faciliter  cette  intégration  et  ^t^éftfé^sttJATtSf 

^ŒS  d<z  ' 

en  subÀiltfsyit  pour  -Y-^iDu:^^~  sa  valeur  tirée  de  lavproposée, 

dans  les  équations 

{i)....z:=:px+f(^çdx  —  xip), 
(a). . .  .z  ~çr  +f{pdx-^ràq.)  i 
{^)....zz=:px  +  qX^fk^àp-^yiq)  , 
(4)  •  •  •  dz  =:pd«-l-  ydy  , 


I 
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où  ^  =  -y— ,  et  ^  =  — -  ,  dont  les  trois  premières  s'obtiennent 
en  intégrant  la  dernière  par  parties.  £n  substituant  dans  (3) 
pour  p  sa  valeur  F  (  -r—  K  on  a 

CdjET  \  di 

X~  )  +^  ^^^^  ^^"  ""^®  fonction  de  -j- 

sans  X  tiy^  condition  qui  donne 
en  sorte  que 

La  fonction  ç  demeurant  arbitraire ,  et  Tintëgrale  résultera  de 

dz 
rélicnînation  de  -^ —  entre  ces  équations  ,  lorsque  la  fonction  f 

aura  été  déterminée  par  la  question   qui  a  donné  lieu  à  la 
proposée. 

Intégrer  les  équations  en  différentielles  partielles  de  lajomi 

On  supposera 
on  tire  de  ces  équations 
'^  9  X  étant  des  signes  de  fonction  :  donc 


r 
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intégrons  «4/  (x,  I  )  .dx ,  ;^;  (y,  ê  )  dy,  comnle  si  #  claît  constant  ,^ 
et  soient  {  et  9  les  intégrales  :  eii  diflférentiant  ces  in,tëgrales  ^ 
la  première  par  rapport  à  x  et  0 ,  la  seconde  par  rapport  à^  et  1^ 
nous  aurons 

donc 

d^  =  d5  +  di-.d»iiil:iL: 

>  "■•".'.'  '    ' 

il  faut  donc  que  dl  —     ,         ■  soit  une  difierentiellé  exacte  jj 

ou  qu'on  ait 


I       < 


d'où  on  conclut 

éliminant  é  entre  ces  deux  équations  -^près  ayoir  déterminé  la 
fonction  arbitraire  9  d'après  la  question  ^  on  aura  Piôtégrale  de 
la  proposée 

Exemple,     Soit  l'équation 


dz     Az 
âx      dy 


«*-î—    -T^ss^yt     P»    .Vi^=^xyK     :.  Y,^: 


#.....  -■•  •  •         «  '  •  1      •  ' .'  1  •  '    *  f  •  ' ,  ^ 

On  pourra  l'écrire  ain3i  .^ 

—  3=-^: 
«/>         ^« 

en  sorte  que  ••'    --  , 

d'où 
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de      .    x'         .  __*'*'      J*^ 

3«  +  ^(|)c=— +j4#. 
Si  Ttiû  suppose  9  (0)  =  #• ,  Tinté^lc  devient 

en  la  difTérentiant  successivement  d'abord  par  rapport  à  a:  ^ 
plus  {Mir  r^ppoit  à!^^ .  oa  aura 

^'•■57  =  —  '       3«^=3y*, 

dont  le  produit  est  a*  -r — .  -= — =«y,  c'est-à-dire  la  proposée. 
^    Intégrer  l'équation  , 

oûp  =  -r-.,   q  = 


Jx  '   ^        dy 

On  doit  encore  à  M.  LagrangelaL  méthode  d'intëgr;ition  que 
nous  allons  faire  connaître.  On  déduira  de  la  proposée  q  au 
moyen  de  à;,;^,  ztip',  et  la  question  se  réduira  à  assigner  la 
fonction  de  a:,  j^,  r  à  prendre  pour./?,  à  l'effet  de  rendre 
réquation  de  définition 

.  dz  =  pix  -f-  f  4X  ' 

intégra ble ,    ce    qui   n'a    lieu    que  sous  la  condition  donnée 
(  pag.  367  )  ,  savoir  : 

i^-^i^+^^-dF-^ir-^^ 
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or  comme  (f  tlp  sont  des  fonctions  de  jp^y,  z  ^  en  diffërentianl 
la  proposée  ,  noDs  aurons  ■     . 

conséquemment 

et  l'ëquatîon  de  condition  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

équation   linéaire   par  rapport  aux  différence   partielles  -p-  / 

.-^-,  -p-.    Comparons  cettjB  équation  à  celle-ci 

dr     .    -    d^         __  àz         _- 

d/V         do?  d^  ^  . 

traitée  (pag.  4'^  )9  ^près  avoir  remplacé  ^  par  /y  et  f  P^'Tâ 
ce  qui  la  changera  dans  celle-ci 


■du+^dï-+^iF~    ' 


N 


nous  aurons 

pA^q  pA-^f  pA—1 

et  les  équations  i 

da?— Xd/  =  o,  d^  — Md/=o,       dz  — 2Vdi  =  o,' 

deviendront  ^ 

m 

A  y?  li  nD 

d* d«=o,     dyH ; ds>   4»4.— ; dzî=<)^ 

a8 


X 
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qui  reviennent  ans  snivaiites 

Mp  +  (^B  +  pD)  àx=io  , 

Aiz 


—  (  pA  —  ^  )  «la:  =  o     3 


Après  avûîr  substitué  clans   ces  équations  la   valeur  de  ^  en 
f  9^«J^9^).  on   ^^  déduira  Tintégralé  dé   (i)   qui   donnera 
p  en  X  ^jr  j  z  :  ces  valeurs  de  p  et  ^  portées  dans  Téquation  de 
déGnitiVm 

z  =  pdx  +  qdjr  , 

la  rendt-ôrit  iniégtable  d^élle-mêtoe  ou  par  ùn.mulUpIicateur^ 
et  on  aura  ainsi  Tintégralc  de  la  proposée. 

'  l^Iàis  Sans  retoàrir  à  rétj[uation  (t)  pour  en  déduire  la  valettr 
de  p  ^  il  suffit,  pour  avoir  Tintégrale  complette  de  la  proposée,, 
de  connaître  \iné  vàleortl'e  z  qui  cûntieimè  toutes  les  variables 
de  la  proposée  ,  et  deux  constantes  a  et  b  indépendantes  :  car 
•n  différentiant  z  dans  la  supposition  de-4  ei  o  variable*^ ,  nouj 
aurons 

âz  Sri  pdx  +  qdy  +  Mda .+  Nàb  > 

et  pour  que  T intégrale  trouvée  satisfasse  à  la  proposée  dans- 
cette  hypothèse  ,  il  faudVÀ  poser 

Mda  +  Ndb:=o: 

or  pGur.>qp:e  cette  équation  ait  lieu  ,  il  faut  que  -rrr-  soit  une 

fonc\;ion  dê^  et  b\  ainsi  b  sera  une  ïbnction  de  a.  Soit  donc 

b  =  Fa , 

et  la  précédimte  deviendra 

M  +  NF'a  =  o. 

Au  moyen  de  ces  deux  équations  ,  on  pourra  éliminer  a  ft  b 
de  la  relation  connue  entre  x^y,  z^  a  et  b  ^  et  on  aura  Tin- 
tégrale  complette  avec  la  fonction  arbitraire  y] 
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£n  second  Heu ,  étant  donnée  une  équation  aux  différences 
partielles  du  premier  ordre  renfermant  z  ^  et  les  trois  variables 
^iyi  ^  t  si  l'on  connaît  une  valeur  particulière  de  z  qui  con- 
tienne les  variables  x^y^  t  avec  les  trois  constantes  arbitraires^ 
a^  by  c,  on  pourra  en  conclure  facilement  Tintégrale  com- 
plet te  :  car  en  différentiant  dans  l'hypothèse  des  constantes 
variables,  on  aura 

,  iz  =  pdx  -t*  çHy  -|-  sdt  , 

^  6z       dz        de 

ou /C7,  ^,  5,  sont-^ — ,    -| — ,   "T"  >   posons 

et  la  valeur  de  ds  deviendra  / 

dz  =  pdx  +  çdy  +  ^dt 

+  iM/'b  +  iV")  d5  +  {M/'c  +  P)  de, 

valeur  qui  satisfera  à  la  proposée  sous  les  conditions 

Mf'b  +  N=Oj      Mfe  +  P=  o  : 

ainsi 9  au  moyen  de  ces  deux  équations,  et  de  celle-ci  9 

on  pourra  éliminer  a^b,  c  A^  la  valeur  de  z  en  â;,  y,  f  y 
<i ,  ^ ,  <: ,  et  Qû  aijira  l'intégrale  coinplettc  avec  la  fonction  arbi- 
traire F ,  intégrale  qui  aura  toute  la  généralité  qu'elle  com- 
.porte. 

On  pourrait  encore  faire  disparaître  les  termes  âfda-f-iïdi  >; 
en  posant 

ilf=o,       iVs=o,       P  =  o, 
c^^st-à-dire , 

dz  dz  dz 


^36  Leçons 

équations  qui  donneront  \ts  valeurs  ie  a^b^  c 9  et  en  les  subs-^ 
tituant  dans  z  ,  on  aura  une  équation  qui  satisfera  encore  à  la 
proposée  :  mais  comme  elle  ne  contiendra  pas  de  fonction  arbi- 
traire ,  elle  ne  sera  pas  l'intégrale  complette ,  mais  une  primi^ 
th*e  singulière  de  la  proposée.  Voyez  sur  ce  point  un  Mémoire 
de  M.  Lag  range  dans  F  histoire  de  F  Académie  de  Éerlin ,  poar 
Tannée  1774* 

Supposons,  pour  particulariser,  i*.  que  Téquation  aux  dif- 
férences partielles  y  soit  entre  z^  p  et  çz  f  sera  une  fonction  de 
p  et  z  9  que  nous  appellerons  P,  et  on  aura 

àç  c=  Pâp  -I-  JF'dz  ; 
en  comparant  cette  équation  avec 

d(f  z=  Jdp +  Bdx  +  Cdy  +  DAz  j 

on  trouvera  Az=^P^  B=Oj  C=o,  D=zP^^  et  les  équations  (2) 

deviendront 

Pàp  +  F'pdx , 

F'dy  -|-  dx  =  o  , 

Fdz  —  ( pP  —  P  )  dx  =  o  : 

en  su{)stituant  dans  la  première  la  valeur  de  dx  prise  dans  la 
troisième ,   on  trouvera 

(^pP'  —  F')dp^F»pdz^o.\ 

Cette  équation  entre  les  variables  p  et  z  étant  intégrée ,  nous 
donnera  p  au  moyen  de  z,  et  d^une  constante  arbitraire  a  y 
et  cette  valeur  de  p  fera  connaître  la  valeur  complette  de  z* 
jKn  effet ,  Téquation 

dr  —  pdx  —  Pdy  =  o  , 

étant  divisée  par  P,  deviendra 

dz  —  pdx  _ 

jr —  =  <îr; 

et  coiume  p  et  P  sont  des  fonctions  de^ ,  le  premier  membre 
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sera  une  différent ifslle  exacte  ,  puîsquMl  en  est  ainsi  du  second  : 
ainsi  en  posant  . 


f 


=  r. 


Tintëgrale  complette  résultera  de  Téliniination  de  a  entre  les 

deux  équations 

dF 
^— r  =  Fa.     -ï—  =  F^a\ 

Exemple,     Soit 

Z  étant  une  fonction  de  z  :  Téquation  entre  p  et  z  ^  savoir  : 

(^pF  —  P)  dp+Pffpdzz=zOy 

à  cause  de  P'  =  a  pZ ,  P^  =  p^Z'y  deviendra ,  après  la  division 
par  ;;% 

Zàp  +  pZ'dz^=:Oj  ^ 

(dont  rintégrale  est- 

'pZ=ay      d'où    p  =  —y  * 

et  conséquemment  /    " 

*dz  —  pàx^         /^Zàs  —  adx         i^Zit  —  (tàx 


=f- 


p 

Zèz  —  aàx 


-P 


P:Z 

Zàz 


nZi\t'' 

J     7 


p^Z' 


pZàz  ^  adx  pZûz  p^x    ^ 


en  sorte  que  l'intégrale  de  la  proposée  sera  représentée  par  hs 
deux  équations 


Si  Von  fait  Z  =  zetjFfl  = ^    ces  deux  équations  devien- 
dront 


a 
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z* 

— -  —  aor  —  ay  =  fl  ,       r*  —  fl*  =  a  ; 

de  la  seconde  on  tire  a  =  — : ,   et  d'ailleurs 

1  +  a: 

«  «  r  ,  z' 


/?  =  -— -  = =  •^- y       donc   p*z  = 


la  première  diffcrentîëe  par  rapport  à  jr  9  donne 
zq  z=.a^  ^       d'où    q  = = 


ces  valeurs  de  /?  et  ^  satisfont  donc  à  la  proposée  q  =r  p'*z. 
2®.  Qu'on  ait  à  traiter  l'équation 

P  étant  une  fonction  de  ;^  et  x ,  et  Ç  une  fonction  de  q  ^if* 
en  différentiant ,  on  aura 

d'où  l'on  tire 

âP       _^àP  .         àQ    , 

•'^  = de '• 

comparant  cette  équation  avec 

âq  =  Mp  +  Bdx+Cdx  +  Ddz, 
on  aura  ,  en  désignant  les  quotiens  par  deux  points , 

^-  d^-  dy  '  ^~  dx  •  d^'    ^ '^''W 

et  la  première  des  équations  (2)  deviendra 

_d;,  +  — da;  =  o, 
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équation  satisfaite  par  P=za,  a  étant  une  constante  arbitraire  : 
de  P=  tf ,  on  tir.era  la  valeur  de  /7en  x  et  a  ;  et  comme  i^^Ç, 
on  aura  pareillement  Q  =  d  ,  d'où  pn  4^.<luira  q  en  jr.et  ^  Or    ' 
réquation 

dr  —  ;?d«  — --  ^d^  en  ^  , 
après  ces  substitutions  faites  pour  petç^  donnera 

£  —  fpàx  —  fg^  ç=z  Fa  , 
et  en  combinant  celle-ci  avec  sa  dérivée  par  rapport  4  À,  ipp 


«si 


-/^"-f-^^-"" 


on  déduira  de  ces  deux  équations  l!intégrale  combtette  de  la 
proposée. 

Exemple.     Soit  l'équation 

jrg^  =  xy^  : 

on  posera 

'  yq"^  =  jp'^*  =;=  a* ,     d'où  p  = ,     f  =  zh  — nr  > 

et  rintégrale  ccMpoplol^e  sera  repré&en^ée  par  les  deux  éguatiqn^ 
z  —  alx ±L7.4^\/ y  z=L  Fa  \      t^;/^ àz  ^}/^  ==  -F-<f  : 

ainsi  Ix  ±  2  ^y  ser^  une  fonction  de  «' ,  et  réciproquement 
a  sera  une  fonction  de  /xdba y  y  ;  donc 

tera  une  telle  fonction  ^  c'est-a-dite ,  qu'on  aura 

f 

ç  représentant  unç  fonction  arbitraire.  Si  l'on  prend  la  dérirée^ 
1^  par  rapport  à  a* ,  on  a^ 
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l 


p= 9%      d'où    ^' z=:pxy 


X 

a*,  par  rapport  i  ^ ,  on  a 

y  =  •— =r  <P' ,     d'où  *'  =  ^  VT.  y 

Va 

tot  conséquemment 

qui  est  la  proposée. 

3*.  Que  rcquatîon  entre  p  ^  ç  ^  x  tX,  y  soit  telle  que  x  eif 
forment  ensemble  dans  chaque  terme  ,  une  dimension  nulle  : 

X 

en  posant  -^ —  =  u ,  la  proposée  se  changera  en  une  équation 
entre  p  ^  ^  et  zi,  de  laquelle  on  déduira 

P  étant  une  fonction  de  ;?  et  i/  :  on  aura  donc 

d^  =z  Pd^  +  l^'dtt  , 
et  en  comparant  toujours  avec  la  formule 

Aq  =  Aàp  +  Bàx  +  Cày  +  Ddz , 

on  aura  A-=  P^ ,  B  =  P'  -p:-  = ;  D  =  o  ;   en  sorte  que 

les  deux  premières  équations  (2)  deviendront 

p// 
P'Ap  A dx  =  0  , 

y 

P^ày  -|-  dx  =  o  , 
et  on  en  déduira  celle-ci 

P/'dr 
àp ^  =  o  , 

c'est -à-dire  , 

P'fdx  Pfdu 


uy  u 
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*  -    -  dx        xàu  ,        .       , 

à  cause  de  dy  = :  celle  équation  donne 

pit 

àx=  uAp  +  P'fàu}      . 

en  substiluant  cette  valeur  de d;r  dans 

jr 

pn 

P'àp  -j Ar  =  o  , 

y 

on  obtient  cette  équation 

uàp  +  P'Ap+  Ffiu  =  ttd/7  +  dP=r  o , 

«ntre  p  et  u  dont  Pintëgrale  donnera  p  au  moyen  de  v ,  et 
d'une  constante  arbitraire  a.  Actuellement  la  substitution  de  la 
yaleur  de  dx  z=:  ydu  ^- udy  dans  Téquation 

dz  —  pdx  —  qàjr  =  o  , 

la  transforme  dans  celle-ci , 

dz  —  pydu  — (;?i/  +  P)dj'  =  o, 

qui  revient  à 

dz—y(^d.pu  +  dP)^Qpu  +  P)  djr  =  o, 

.en  observant  que  pdu  =:  d.pu  —  udp ^=zd.pu  -{-  dP,  à , cause 
de  udp  -}-  dP=  o.  L'intégrale  de  Féquation  précédente  est 

OU 

z  —  px  — yP^='  F^ 
donc  celle  de  la  proposée  sera  exprimée  par  les  deux  équations 
^  z — px — yP'=.Fa^ 

dp  dP       ^ 

-^-d^-y-d^^^'^' 

4*.  Qu'il  s'agisse  de  l'équation 
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où  X,  Y^  Z sont  respectivement  fonctions  i€  x ^y  tiz  :  non» 
aurons 

A=np^^XrZ,    B^fTYZ^,    j)=j^XY^z 

QX  ÛZ 

linsi  la  première  et  la  troisième  des  équations  (a)  deviendront 
nXZip  +  p{z^+pX^)àx=oy 

I 

fc             ,  nàz  —  (  n  — ^  1  )  pàx  =  o  , 
si  dans  la  première  de  ces  équations  nous  écrivons  en  place  de 
pX-i —  dx  «  sa  valeur    XAZ  donnée  par  la  seconde  ^ 

'de  71  —  I  * 

nous  aurons  « 

nXZd;^  +  ;?  [zdK  +  --^  J&iz\  =  e  , 

c'est-à-dire , 

dp        àX    ^  dZ        _ 


p         nX         (n — -1)2? 
qui  a  pour  intégrale 


pX  «  Z»-'=a, 
0  étant  la  constante  arbitraire  :  donc 

conséquerament 


<U— ./^da:— ^djr=dr— tfX     »  Z     "-*  dx  —  a"rZ    "  -  *  dj  : 

donc   l'intégrale  de   la  proposée  sera  «xprîmée   par  les   deux 
équations 


X 


/z»-'d^— fl/x    "  dx  —  û«/rdj- = jVï , 

— /X^  "^  dx  —  M"  - '  /rdj  =  F'a. 
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Nous  invitons  le  lecteur  à  consulter  encore  un  Mf^moire  de 
M.  Legendre  ,  ïnscré  pam^i  ceux  de  V Académie  des  Sciences  de 
Paris  y  pour  F  année  1767,  dans  lequel  ce  geoxuètre  parcourt 
avec  soin  tous  les  cas  dans  lesquels  Fintégradon  peut  s'effectuer. 

Passons  aux  équations  aux  'différences  partielles  du  second 
ordre  entre  trois  variables ,  lesquelles  outre  les  coefficiens  dif- 
férentiels du  premier  ordre  -r—  =  ;?  •    -% —  =  ^  »  etc.  9  en  ren?* 

Qx        '        oy 

ferment    trois    antres    (  Cale,  difj.  ,   chap.   Xlll  ) ,    que  nous 
désignerons   ainsi  : 

d'z  d'r  d"r  ^ 

dx»  àxèy  '      4y^ 

réquation  aux  différences  partielles,  la  plus  générale  de  cet 
ordre  ,  est  donc  ^ 

/(^ïjr»  ^iP^  y,  r,  5,  /)  =  o. 

Nous  allons  en  traiter  -des  cas  particuliers. 

C'est  ici  le  lieu  de  faire  remarquer  qu'on  ne  peut  passer 
d'une  équation  en  différences  partielles  à  une  équatlçn  finie  , 
sans  introduire  des  fonctions  arbitraires ,  et  réciproquement.  En 
effet ,  soit  l'équation  générale  des  surfaces  de  révolution 

on  en  déduit 


àz 

=  a  a;  ^'  (  x*  +  y*  )  y 


àx 
àz 


y 


d'où. Ton  tïre  par  l'élimination  de  <()'(a?*  ^-J"*)  »  cette  équation 

dr  dr 

qui  ne  contient  plus  de  fonction  arbitraire. 
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Soit  encore 
ëquatîon  des  surfaces  cylindriques  à  base  quelconque  :  on  a 

il 

âz 


=  <p'(«  — fy) 


dr 


=:tf— .^<p'(«  — aj)  J 


d^où  Ton  tire 


Soit  enfin 


dr         dz 


=-œ+<4) 


cquatioQ  de  la  douelle  d'une  arrière  voussure  de  Marseille  : 
on  a 

multipliant  la  seconde  par  -^  ,   et  ajoutant  le  produit  à  la  pre- 
mière ,  on  aura 

il  —      - 

équation  qui  diffcrentiée  de  nouveau  ,  donne 

V  d; 


_^r  y  \     y  ' ^^ 

\  X  J         X       ày 
ntiée  de  nouveau  ,  donne 

la:*  x^        \  X  )         0?*     dj  x     àyàx 

'-g  __    y  Y  J  N i.ii_x.i!i- 

;d^  j:*        \  a:  /         a;*     dj-  j?    d^* 

multipliant  la  seconde  par  -^  ,    et  ajoutant   le   produit  à  la 
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première ,  on  a 


iljp*  o?     djcdj^.        jc*     d^' 

éqiiatîan  où  les  deux  fonctions  arbitraires  sont  ëliitiinées.  Ainsi 
dans  le  retour  de  rë(|uation  finie  à  l'équation  aux  différences 
partielles ,  il  disparaît  un  nombre  de  fonctions  arbitraires ,  mar^ 
que  par  Tordre  de  cette  dernière. 

Intégrer  V équation  en  différence  -partielle  du  second  ordre 

d'^z 
— —  =  Mv 

dxdy  ' 

M  étcmt  une  fonction  de  x  et  y,  ^      ^ 

^  ^  -    '     .  .    "t ." 

En  posant  -5 —  =?  f>  »  on  a  a  intégrer  • 

^  =  itf,     ou    Ap=Mijrj 

»  * 

ce  qui  donne  ' 

p  =fMày  -f-  ^'x ,     d'oii     dr  =  AxJMày  -j-  Ax^x  ; 

pacce  que  x  a  été  régardée  comme  constante,  :  intégrant  dei 

nouveau ,  on  obtient  .  ;> 

.  »  ...  •  •  • 

r  =/djp/Mdjr  +  <pa;  4^  4^^  , 

où  i}/y  est  une  fonction  arbitraire  de  ^9, parce  qa^on  vient  de 
regarder  y  comme  constante. 

Exemple  I",  .Soit  Téquation   'y 

d»r  ^ 


\ 

î    / 


^— didF=°  = 


#n  posant  -^  =  q  ,  elle  devient 


ay  — -r-=;o,    d'où    dj-ssiyxàx , 

QX  «         ^* 


; 


'  y 
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qui  a  pour  intégrale 

q  —  r^^F'y^     ou    _r=-r4-,  +  Fy, 
iaquelle  iijtégrëa  de  nouveau  9  clonne 

■c'est-à-dire , 


*  =  '^  +  ^jr+y*» 


intégrale  de  la  proposée^ 

Exemple  II.     Soit  l'équation 

d'« 


d^4r 
on  trouve  pour  intégrale 


r=zaX'\'hy  i 


•  1 


.      ï  .'       -; 

Exemple  III.     Soit 

en  pos'int  toujours  --r---  =  ç^ ,  ce  qui  change  la  précédente  Jans 
celle-ci  j 

on  remarquera  que  dans  ■j^>  ^  et  2-  sont  des  constantes;  « 
sorte  qu'on  aura 

d^  =  ih  da:  yx  +^  +  ^  » 
et  en  intégrant  ^ 


^«H-^  t/(a;+j^-f^ir)3  4.p(j<,  ^)  f 
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après  avoir  rcitiplacë  y  par  -j —  et  intégré  de  nouveau  ,  il  fau*r 

dra  ajouter  une  fonction  arbitraire  de  :v  et  r ,  parce  que ,  dans 
cette  seconde  intégration  ^  x  et  z  sont  régardées  comme  des 
toflstitfices. 

Intégrer  F  équation  en  différence  pûrtieth  du  second  ordre 

d^z 

M  étant  fonction  des  variables  x  et  y. 
On  trouve  d'abord  • 

puis 

mais  comme  dans  les  intégrations  indiquées ,  x  est  regarde 
comme  constante  ,  on  a 

'  *  =fôyfMdy  +yfâé+  Fx. 

Intégrer  V équation  en  différences  partielles  du  second  ordre 

d'z  d^         •     •        .  ^         _ 

—  =P  — +  Q,    vu    r  =  Pp  +  Q, 

V  et  Q  étant  des  Jonctions  de  x^j  sans  [coe/ficiens  différentiels* 

Az  éi*J8 

Si  l'on  observe  que  de   -^ —  =  ^  ^  on  déduit  -r-—  r=s  dp ,  os 

:^tJHM  ta  lûdal^le-prtnttpale^  la  proposée  |)oitrra  être  mise  sous 

la  forme  ... 

d;..=:(JP>+Q)da:; 

or  la  fonction  (  ^Py»  +  Ç  )  àx  est  linéaire  ,  et  en  faisant ,  pour 
xAtti^a  fFàx^^u»y9nQ^utiskiéffê!k(Cak.iHti^ 
et  suiv.  ) 


I  . 
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^y  étant  une  fonction  arbitraire  de  y.  Il  faut  intégrer  jd 
nouveau 

par  rapport  à  x,  et  ajouter  une  autre  fonction  arbitraire  '^y^ 
Ces  deux  fonctions  arbitraires  de  y^  tiennent  lieu  des  deux  cons-^ 
tantes  arbitraires  qui  coniplettent  les  intégrales  des  équations 
différentielles  ordinaires  du  second  ordre. 

Lorsque  P:=  e ,  on  a 
et 

Exemple  I«".     Soit  /  '  . 

ars=:xyj     ou    aâpz=iyxàxi 

,                                 d'r            \àx  J  \     -di> 
en  observant  que  r  =  g— ^  = ^ =  — Î--  :  on  a  par  une 

première  intégration 

et  en  intégrant  de  nouveau 

eaz  =  xy+xçy  +  -^y.^ 
Exemple  II.     Soit 
xyr=(^n  —  i)yp  +  a^     ou     xyàp  z=j^{n^i:)ypàx-^aà»^: 
en  comparant  avec  la  formule  générale 

W>n  trouve  P  = ,  Ç  = ;  une  première  intégration  donne 
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et  une  seconde  donne 
£a  effet  ^  on  a 

«î  on  éUmihe  ^r  entre  les  valeurs  de. -7—  et  -7—  , ,  on  retoi^bt 

dx       dx* 

sur  la  proposée. 
Exemple  III.'    L'ëqnation  ' 

«r=(*^.i)p,     ou     x  —  ^^in^iy^^ 

a  poar  intégrale  i   ^ 

nz  s=  ar»<p7  4-  ^jr. 

II  est  clair  que  la  méthode  précédente  s'applique  i  l^éqnationi 

fi  et  iS*  étant  des  fonctions  données  de  x  et  ^.  '     * 

Intégrer  V équation  en  différences  partielles 

V 

d'^z  dz 

=M  -— .  +  N  ,     ou    s  =  Mp  +  N  , 


dxdy  dx 

ifi  et  m  étant  des  fonctions  données  àè  X  tt  y» 

Puisque   .    ,     =;=  -^  >  la  proposée  devient 

....    <^=.Mp  +  N; 

or  p  etjr  sont  ici  seules  variables ,  et  a;  est  constante  ;  en  sorte 
Çue  (  Mp  +  N)  djr  est  linéaire  ;  et  en  faisant  u:=:fMdy ,  on  a 

dz  ^ 


\ 
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intégrant  ensuite  par  rapport  à  x ,  on  trouré 

Exemple,    Soit 

xys  =  bxp  4*  ^  • 
on  a  d'abord 

puis 

-    *  •  . .  b' 

Pour  vérifier  cette  intégrale  ^.on  •ea  diidaira  p^-et  —^  zss  s  y  puis' 

entre  ces  deux  résultats ,  on  éliminera  ^'x,  ca!  qui  donMCca  la 
proposée. 

LuigterVifoatiag^enriiiyérem^^ 

N  et  V  étant  des  Jonctions  donmies  dm  %  et' jiî. 

^  d^  '  d*iP         df  - 

En  posant  -^—  =  y ,  on  a  -=— ^  =  -~  y  et  pour  transformer 

d'où  Ton  déduit 
donc 

y  et  F  étant  deux  signes  de  fonction. 

Intégrer  F  équation  en  \dij/érences  partielles 
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R,  SyT  etY  étant  des  fonctions  données  de  Xy.y^  s^ c=:  p  f  • 

âz 

Il  résulte  de  la  notation  adoptée  (  pag.  443  )  ^  que 
(a)  • . .  ftd/i  :=  yyLr  +  *d^  9       djr  =  id;»  +  '<!/•  •  •  •  (0  » 

et ,  comme  on  le  sait ,  le  coefficient  de  iy  dans  la  différentielle 
iep^  est  le  même  que  celui  de  do?  dans  la  différentielle  de  qz 
on  a  aussi  (CffZf.  ^ff»^  pag.  190  et  192  ) ,  da:  étant  constant , 

dr  =  pd«  +  çày , 
d*z  =  rdor*  -f-  2  ^djtdy  -f-  tdy*. 

Si  des  deux  équations  (a)  et  (i)  ,  on  tire  les  valeurs  de  r  et  < 
pour  les  substituer  dans  la  proposée ,  celle-ci  deviendra 

ipiy  +  Td^d*  +  Fda?d/  —  s  (dy*-^  5d«dj+  Tdjc-)  r=  o....(i)  9^ 

équatian  satisfaite  par 

ipiy  r^  Tàçix  +  Vixiy  =  0    î            r  jé\* 
iy* -^  Sixiy  +  Tix^  =1  o    j 

si  dans  la  seconde  des  équations  (^A)^  on  fait  iyznkAx^  on 
en  déduira  celles-ci , 

iy  —  Mx  =  o  ,       dy  •^  k'ix  r=  o , 

h  etkf  étant  les-deuz  racines  de  l'équation 

la  première  équation   {A)  ,    en   écrivant  aussi  A:dj;  en  place 

r 

ae  iy  ^  devient 

kip  +  Tiq  +  Vkix^ù. 

Supposons  actuellement  cette  combinaison 

m  ( Ad/?  +  rd^  +  Vkix^  +  n  (  djr  _  kix)  =  o. . .  .(5)  : 
ai  le  premier  membre  est  une  différentielle  exacte  iF ,  ayant 
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poar  intégrale  Fc^a^  je  dis  que  jP=:«  satisfera  à  la  pcoposéel 
€n  effet ,  de  Téquation  (B) ,  on  déduit  les  deux  suivantes  , 

m  (ir+Tj  +  FA)  — /iA  =  o, 

qui  donnent 

_   w  T  ^       >__J!Î JL 

''—  m  ^    k   '  r  Tm         T  *' 

et  par  ces  substitutions  ,  la  proposée  devient 

sfs  —  -^ *)  =  o,     d'où  5(4'— il  +  r)  =  o, 

équation  identique  à. cause  de  h* — Sk-^Tzzzo.  Si  Ton  pouvait 
trouver  un  autre  système  de  valeurs  de  m  et  ti  propres  à  rendre 
le  premier  membre  de  {B)  une  diflérentielle  exacte  =d6^^ 
Féqualion  G  =r  /3  satisferait  de  la  même  manière  à  la  proposée. 
De  plus  ,  en  prenant  une  constante  quelconque  a  ,  dF-f-  aàG. 
serait  une  différentielle  exacte  ,  et  Tinlégrale  2^-|-aG-  =  f  satis-^ 
ferait  encore  à  la  proposée  ,  <i  et  c  étant  deiix  constantes  ;  mais 
même  en  supposant  4  et  c  variables ,  la  même  intégrale  satis-« 
fera  encore  ,  pourvu  qu'on  égale  à  zéro  le  i^ésultat  de  \d^ 
diflérentiation  par  rapport  â  a  et  <;  :  dans  cette  hypothèse 

Gàa  =  dr , 

d'où  on  conclut  que  G  et  c  doivent  être  fonctions  de  a  ,  et 
réciproquement  que  a  tl  c  doivent  être  fonctions  de  G  ;  ainsi 
F^zC'-^aG  sera  une  fonction  de  G  :  en  sorte  que 

satisfera  à  la  proposée  ,  ^  étant  une  fonction  arbitraire  ;  elle 
sera  donc  une  intégrale  première  complettc ,  en  observant  qu^ 
2^  et  G  contiennent  encore  p  et  ç, 

£n  partant  de  Tautre  facteur 

djK"  —  k'dx  =  o  , 

on  parviendra  aux  mêmes  conséquences. 
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Eclaircîssons  c^ttè  théorie  par  des  exemples ,  en  traitant  les 
idivers  cas  qui  peuvent  se  rencontrer. 

Exemple  !•'.     Soit  réquation 

wiAjB  et  C  sont   des   constantes  :  les  deux  équations  (y^) 
deviennent 

dpàjr  +  Bdgdx  +  Cdxdy  =  o  , 
dy» — -^da:d^4-    Bdx^  =o; 

b  seconde  se  résout  dans  les  deux  facteurs 

éjr  r-  Arda:  =  o  ,        d^  —  k^dx  ==  o  ^ 

i  et  k'  étant  les  deux  racines  de  Téquation 

k^  —  AkJ^^B  =  Oy 

lesquelles  ^ont  des  fonctions  de  constantes  :  ainsi  en  faisant 
1*.  m  =  o  etii=i  dans  (J^  ,  et  intégrant ,  on  aura, 

a*,  n  =  o ,  m  =  i  y  l'équation  (5)  deviendra 

kdp  4-  Bdg  +  ttdjc  =  o  , 
dont  rintégrale  est 

.     i^  4,  JSr^  4.  CAx  =  F:  ; 

conséquemment ,  à  cause  de  Fz=  çG , 

kp  +  Bq  +  ^**  =  ^'  (  J^  —  Ax  ) .  •  • .  (i)  ^ 

sera  Tune  des  intégrales  premières  de  la  proposée,  ef  il  restera 
pour  avoir  la  primitive  coihpletté  ,  à  intégrer  de  nouveau 
Véquation  (i)  ,  c'est-à-dire  ,  , 

y     dz  w,    dz  ,  »       V    ■         >nr"  >-    N   • 

k  -j h  B  -z—  =  <p'  (y  —  to  )  —  C«:x. .  • .  (i)  , 

qui  est  comparable  avec  celle-ci  (Càk*  intè. ,  pag.  3*^^  )• 
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en  faisant  M=  -r-,  JV=  ^-^^^ 7^ »  «n  aora  donc 

k  k 

à  intégrer  les  deux  équations 

d/  — -v-dj:=50,     dr  +  Cofdjc  —  — — — T— — -  *=  o  ^ 
qni  donnent 

d'où  l'on  conclut  la  primitive  complette , 

en  observant  qnc  kk'  =  B. 

En  partant  de   d^—- A/djp=Oy    on  aura    l'autre  intégrale 
première 

et  on  en  conclura  comme  ci -dessus  la  primitive  complette.  On 
pourrait  encore  Tobtenir  en  déduisant  des  deux  équations  (1) 
et  (2)  ces  valeurs 


dx  *  A  —  A' 

^^  */'  (r  —  A'« )  —  i'(p'  (^y  —  kx) 

*        dy  £(4  —  4')  * 

et  les  substituant  dans 

dz  =  pdx  -[-  ^dy , 

ce  qui  donne  y  à  cause  de  hk'  z=.By 
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et  y  en  intëgrapt  y  on  retombe  sur 

•  ■ 

z 


qui  ne  difTère  pas  de  Tintégrale  obtenue  ci-dessus ,  puisqu'il 
n'y  a  de  différeuce  que  dans  les  coeificiens  constvis  des ibactions 
9  et/. 

Exemple  II.     Soit  Tëquation 

fr  —  nfn/s  4"  p*'  =  o  ^ 

c'est-i-dire , 

(dz  y  à*z  dg      dz       d»r  /  dz  \^     d*z 

l^J    dï?       ^   dîT'l^'  dbc^r        \da:y   *  djr»  "~ 

en  la  comparant  avec 

nons amans  iJ«=~— ^i    r=  ,   F=o;  et  conséqucm- 

ment  les  deux  cqvations  {A)  deviendront 

^P^y  +  -^  dyda;s=o  , 
cly.  ^  f£.  da?dy  +  -^  dx'  5=  o  ;^ 

en  a  par  la  seconde 

(9dj-  +  /)dj:V==d«»=o, 

à  cause  de  l'équation  de  définition  dz  =  pd«+.ydy  :  et  consë^ 
quemment 
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^  étant  une  constante  :  la  première  par  la  substitutioa  de 

f—  »— -  au  lieu  de  dy ,  se  rëduit  à 

^ip  — •  pdg  =  09 

et  par  riiitëgration  |  on  a  -^  =  «  ;  ainsi  |  parce  que  F  :=  f  0| 
ou  «  =  9i3  (pag.  4^^)^  on  aura 

pour  une  des  intégrales  du  premier  ordre  de  la  proposée  :  si  à 
réquation   qàp'-^pàq  ±so   multipliée  par  — -^  y    on  ajoute 

Itelle-ci  y  4jày  -j-  pàx  =  o  multipliée  par  —  9    on  aura 

:fi2^2JZZÉlI  + Z^  + dr  ==0 , 


qui  a  pour  intégrale 


f+^=/., 


qui  est  Pautre  intégrale  du   premier   ordre.  Entre  ces  deux 

intégrales ,  éliminons  --!-—  ,   et  nous  obtiendrons 


^^^  +jr=fxj 


_         P    . 


pour  la  primitive  complette.  Dans  cet  exemple  ,  &  = —  ; 

en  sorte  que  Téquation  (fi)  devient 


m 


Ç L.dp+^dç^  +  nÇdy  +  ^dx^  =  o: 


pour  n  =  o  et  m  =:  I  ,  on  en  tire 


^p ^ç  ;:2:  o   =^d/7  —  ;7dyj| 


DE  Calcui.  ïvriGnAii  4^7 

ÏODt  l'intégrale  est 

£t  pour  m  =  o  9  7t  =  I ,  elle  donne 

or  F=  9G ,  donne  comme  ci*dessus , 

=  <pr,     d'où    p:=zg^Zm 

Exemple  IIL     Soit  Téquation 

r—^-j . —  =0, 

x+y 

iC*cst-à-dire  , 

à^z         'à*z     .       4       àz 
+ 


-do;*  d^*         ^+J"  ^ 

pa  aura  les  deux  équations 

ipây  -—  d^dx  -J ^—  d^rdj*  =  o ,     d/**  • —  dx*  =  o  J 

la  seconde  se  résout  dans  celles-ci , 

ày  —  do;  =  09       d^-|-dj:  =  o, 
d'où  Ton  tire  ks=zi,  k's=  —  x,et  Téquation  (B)  devient  poui 

m  ^d/7  — d7+ — ^  dar^ +71  (dy  —  dr )  =;  o. 

!•.  Pour  71  =  0,  771=1 ,  en  observant  que  de  iy — dx=o, 
hn.  déduit^  —  x  =  a ,  cette  équation  se  change  dans  celle-ci 

i  ■'    '  • 

♦''•    Ap 

et  si  on  en  soustrait 
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à  cause  de  jAx  =  d«  —  qiy  t  on  trouve 

qui  a  pour  intégrale 

(â/  — o)(f^  — î)  +  ^'  =  ^- 
a».  Pour  mr=o,  n  =  i,  on  aj'  —  xz=,G\  conséquem- 
ment  Tintégrale  Fsz^G  devient 

qui  est  une  des  intégrales  premières  de  la  proposée. 
On  aurait  pu  prendre  pour  Péquation  (E) 

mfip^dq *£-.')dji  +  n(d)r  +  dj:)=o; 

.en  sorte  qu^on  aurait  eu  dans  les  hypothèse»  précédentes  sur  m 
et  71 ,  les  deux  équations 

d^  +  d«  =  o  ,     d'où     X  -{-yrrih  , 

dont  la  première  n'est  intégrable  par  aucun  des  procédés 
connus  :  dans  ce  cas  donc ,  on  ne  peut  se  procurer  qu'une 
seule  intégrale  de  l'ordre  immédiatement  inférieur ,  ce  qui  tient 
à  la  forme  de  la  primitive  complette.  Pour  éclaircir  ce  point , 
observons  que  les  deux  intégrales  premières  d'une  équation 
aiix  différences  partielles  du  second  ordre  ,  se  déduisent  des 
valeurs  de  z  j  p  tiç  ^  en  éliminant  l'une  ou  l'autre  des  deux 
fonctions  arbitraires ,  et  par  chacune  de  ces  opérations ,  on  est 
conduit  à  une  équation  finie  entre'/? ,  ^,  ^f^^  l'une  des  fonc- 
tions arbitraires,  équations  dont  chacune  est  l'une  des  intégrales 
de  l'ordre  immédiatement  inférieur  de  la  proposée. 
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Aihsi  y  par  exemple  y  on  trouve  , 

pour  la  primitive  complette  de 

d'r  d»r 

on  en  tire 

p  —  9'  (.^ + y)  +  /'  (.^  —y)  9 

et  suivant  qu'on  élimine  l'une  ou  l'autre  de  ces  deux  fonctions 
arbitraires ,  on  obtient  ces  *  deux  intégrales  immédiatement 
inférieures 

Or  y  dans  l'exemple  cî-dessus  y  nous  avons  trouvé  pour  l'une 
des  intégrales  immédiatement  inférieures , 

«      ^^  y(y  — a;)  — ag 

qui  se  rapporte  à  la  forme 

dz  dz 

^(y  —  a?")— 'ar  -^  _ 

en  posant ,  M=—  i ,  N=  — ^ —■ J  et  on  a  {Cale. 

inti, ,  pag.  898  )  ces  deux  équations 

1     .    \^^  —  ^iy — x)\Ax 
djr+dx=o,       dr  +  J ^^^^    '}^ =  0, 

dont  la  première  donne  ^  +  a:  =  ô ,  qui  transforme  la^seconde 
dans  celle-ci  ^ 

2  I 

o  0  ^ 

équation  linéaire  du  premier  ordre  comparable  avec  celle  in- 
tégrée (^Calc.  inéi.j  pag.  168  et  169),  et  qui  donnepour  intégrale 
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et,  CD  faisant  C'=:fby 

}  étant  ap+J'»  «^  l'intégrale /i  *  4x^(^^  —  ^)  devant 
se  prendre  dans  Phypothèse  de  h  constante.  Cela  posé  y  si  Ton 
déduit  de  cette  intégrale  les  difîérences  partielles  p  et  ç ,  on 
pourra  ,  au  moyen  de  la  proposée  et  de  ces  valeurs ,  éliminer 
la  fonction  y*9  et  on  retombera  sur  l'intégrale 

/>-y+— _ ^ , 

mais  on  ne  pourra  d'aucune  manière  éliminer  l'autre  fonction  ^, 
et  telle  est  la  raison  pour  laquelle  la  proposée  n'admet  qu'une 
seule  intégrale  du  premier  ordre.  L'explication  de  ce  fait  était 
nécessaire  pour  ne  rien  laisser  à  désirer  sur  ce  point. 

Exemple  IV.     Soît  l'équation 

zp  d'z  d'r  2,     ây 

X  dx'  dj''  X     àx 

les  équations  {A)  donneront 


avec 


àpdy  —  d^dx ^  dord^  =  o  ^ 

X 


6y  —  djc  =  o  ,       ou       ây  '\-  âx  =z  o  'y 

mais  quelle  que  soît  celle  des  deux  valeurs  de  dx  qu'on  em- 
^loie  9  la  première  équation  qui  devient 

dp  db  d^  — dx  =  0  % 

X 
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pe  pourra  jamab  sUntëgrer  :  .donc  la  proposée  n^admet  aucune 
intégrale  de  l'ordre  immédiatement  inférieur,  chose  d'autant 
plus  singulière  qu'elle  a  pour  primitive  complette 

on  en  déduit 

et  il  n'est  pas  possible  d'éliminer  l'une  ou  Fautre  des  fonctions 
arbitraires  au  moyen  des  valeur  de  z  ^  p  et  q.  Si  cependant  on 
différentie  ces  valeurs  de  ^  et  ^  ,  on  aura 

ip  =  —  àx  (^(pn^fll)  _ a:(d^  +  dx) x^"* ^x{ày^àx)f» 
dy  =  — ir(<p''— /^)— a:Qd^  +  dx)  <pw  +  a?(d^— dr)/'' 

+     (dr  +  daî)(p//+      (djr  — d*)y^^' 

et  par  le  moyen  de  p ,  dp  et  àçj  on  pourra  éliminer  .l'une  ou 
l'autre  fonction.  En  effet ,  on  obtiendra 

P     ' 

dp  — d^ — ^(4x  +  ^)  =— ^«  (4y  —  <'^)/'''-»'«(0  i 

■  *  ■ .    •    • 

àp  +  dtf  +  -^(dy  —  dx)  =  T-  a*  (4r  +  A»)  f"..,.(a)^ 

X 

intéigrales  premières  qui  ne  sont  pas  intégrables.  On  observera 
que  l'équation  (i)  n'est  autre  chose  que  > 

.    d;?  —  d^  —  — —àxz=LO.^ 

•■'-;■.  «■ 

dont  on  a  soustrait  l'équation 

djr  —  da:  =  o  , 

multipliée  par  -^ —  SLxf"  ;   et  aussi    l'équation    (a)    n'est, 

dp  -j"  ^î  ""•  — ^  dx  =  o  > 

X  ' 
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à  laquelle  on  a  ajoute  l'ëquatîon 

inultipUée  par  -^  ^^  ^x  ^. 

Quoique  les  deux  équations  (i)  et  (2)  ne  soient  pas  s^pa«- 
rément  intëgrables ,  on  peut  cependant  en  tirer  la  valeur  de  z, 
p*cst-à-dire ,  l'intégrale  complette  de  la  proposée.  £n  effet ,  en 
les  sommant ,  on  aura 

t 

dp ^  ix  =  —  «(dj-  — djp)y^  — X  (d/-|-^^)  ^  i 

X 

d'où  Ton  déduit 

jttt  soustrayant  (1)  de  (2)  ,  on  obtient 

âq  +  -f-  dy  =  ar(dy— d«)/w  — 3:(dy+di?)çw^ 

X 

équation  qui  par  la  substitution  de  la  valeur  de  p ,  devient 

'  dç  =  {J*f  +  <^ff)  àjr  +  x  (^ây  —  dx)f"  —  X  ( dy  +  dx)  (j^'», 

«'e$t-à--dire , 

dg:=d{xjf)  —  d(^x<p")+  (dj  — dx)y''  +  (dj-  +  dar)<p'^; 

é 

d'où  l'on  déduit 

ç  =  xf'f  —  X  9"  +y'  +  9'  : 

substituant  actuellement  ces  valeur  de  p  ti  q  dans  l'équation  de 
définition 

dz  =  pdx  +  ^dy  , 
on  aura 

dz  =  x{dy  —  dx)J^—  X  (  d/  4-  dx)  (pH  +  dy  (/'  +  <j>') 
==  a;  ( dj  —  do:)///  — ar(  dy  +  dx )  ^//+. dct: (/'— 90 
+     (dr-da:)/+      (dj  +  da;)<p' 
=  dja:(y'^(p')+/+9Î, 
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dont  rintégrale 

est   celle  que  nous  avons  annoncée  pitis  hâUt.   Si  donc  ont 

pouvait  dëcotivrir  les  facteurs -^  — a  ^''^,  -^+aAç'''par 

lesquels^  on  doit  respectivemefeit  mpltîpUef  les  équations 

c|y  — da:  =  o,       djr-[-da:  =  o, 

on  remontrait  4  la  primitive  cdtnplettè ,  '  tons  même   que  la 
proposée  n^admettrait  pas  dMntégrales  de  l'ordre  imttiédiaiemekit 

inférieur.  -  .». 

'  '  *         •  •      '      . 

Exemple  ¥•    {(on^  tenoia^rpiMf^es  appl^Qatiqns  par  l^nté;- 
gration  de  Téquation  des  cordes  vibrantes, 

d»z  'â*Jt 

r— û*/=sos=-r; — —a»-- — : 

do:*  dj* 

■    ;         .  ,•'/■■■'". 

la  comparaison  avec  Téquation  générale    > 

>•  4- & -[.  n  +  r=  o , 

donne  5  =  o,  Tss:  —  a*,  P'c=o:  les  équations  (4.).de;yiçRr 
nent  alors  , 

,  '"       '       '  àpijr -^  à*iqSx  :=é  o  , 

dy»  -I-  u^àx^  =;  a.:,  •  . 

de  cette  dernière  on  tirê'd^  =  db  adx  ;  donc  £=f:a,  A'=: — 0, 
et  l'équation  (B)  devient 

qui  donne  celles-ci  | 

l'intégrale  de  la  première  ,  est       :  : 

p—aqr=zFy 


:    A... 


I  v'>  t 
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et  celle  de  la  seconde,  est 

donc 

£h  employant  la  valeur  k^  =  —  a ,  on  aurait  ces  deux  équa-^ 
lions 

àp  -|-  adç  ==  o  ,       ^  +  *^  es  o  ; 

d'où  résultent 

et  cette  autre  intégrale 

p  +  4Uf  =  f{jr  +  ax)....(^2): 
en  ajoutant  (1)  et  (a)  ,  pub  soustrayant  (i)  de  (2) ,  on  a 

"i 

substituant  ces  valeurs  de  ;i  et  ^  dans  l'équation  de  définition 

dz  ='pdx  -|-  gd/j 
on  tjpouve 

dc  = dx(p'  {jr  —  or) dj<p'(^  —  ua?) 

+  TT  ^'^-^^  C  J^  +  ^)  +  "T"  ^*/'Cy  +  «^  )  > 
qui  a  pour  intégrale 

on 

en  faisant  passer  — et sous  les  signes  9  etyi 
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rBalembert  à  intégré  très^siqiplement  cette  équation  ou  la 
suivante  .- 

^9   A_     ,   ^Z' 


i  s=  tf'r  •      ou     -rr-  —  a  -^ — • 

.    .  qy  a* 

A  cet  effet ,  il  part  de  ces  deux  équations  n 

d^  ==  tAx  -+-  s^  ;       Aq  =  sàx  +  iày  =  six  4*  t^tà-y  \ 

multipliant  la  première  par  a^  et  ajoutant^  puis  soustrayant f 
il  trouve  ces  deux  équations 

aàp  -f-  d^  =  (  «r  +  5  )  (  d j:  +  aày  )  , 
aàp  —  ^^  =  (^ar-^  s)  (  dat  —  aèy )  , 

desquelles  il  conclpt ,  i*.  que  ar  +  ^  doit  être  une  fonction,  de 
X'-{^ay  ;  2*.  que  ar  —  ^  doit  être  une  lonction  de  a:  —  ay  ^ 
puisque  les  premiers  membres  soDt  des  diflérentie lies. exactes  r 
en  sorte  que 

conséquemment  ,   .     .< 

P  =  — /'  (^  +  «!r)  +  — r^'C^  —  'î^)^ 

et 

dr  =;?daî  +  ^d^^=  ^ (.^^  +  oày)/'  {x  +  ay) 

Qê€m 

4. -1.  ( do?  — . flijy )  q)' («— ^)  ; 

aa 

et ,  en  intégrant  y  et  faisant  passer  — — •  sous  les  signes  «/  et  f  ^ 
on  trouve 

\ 

«=/(«  + «r)  +  ^(«—«r)  > 

cpmme  ci-dessus» 
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Pour  intégrer  b  nême  équation ,  EuUr  introduit  an  Ken 
des  variables  x^y^  deux  nouvelles  variables  «  et  /3,  telles  ^'on. 
ait 

&  et  c  étant  deux  indétenninées ,  d'où  il  suit  que  s  devient  tiné 
fonction  de  «  et  /Bqui  sont  «Ues-mitmes  des  ijomctîoiis  de  «  et  jr  : 
on  a  ainsi 

dr  d^      d«         dz      djS 

dx         d«  *  dj:         d/8      ax 


àt  dr      d*         dr      dfi  ^ 

-Qa  dd  dii        A       a^ 

mais  comme  -; —  =  i ,  -r —  =  i  •   -r— ==  ^  t  -r-  =  ^  >    ces 
■     da?  dx  ^     ûy  '    ày 

dérivées* par lieUcs  deviennent 

âz  àz         àz  âz  êz  Az 

on  a  de  plus 

ÎJ^  ~  2t?  ^  *"didj  "^  d]? 

d'^        ,    d'^z     '       ,      d'r  d^z 

d^  da*     '  d«d^   ^       djj*  "^ 

d'-?  dz* 

la  substitution  de  ces  valeurs  dans  la  proposée  -; —  —  û'-î —  =o» 

la  réduit  à 

d'<z  d'iff  tl'z 

"^  ^  da*  ^     ^  ^5737  d/3» 

soient  3  =  «,  t=:  —  a,  Qt  cette  équation  deviendra 

d^z    _ 

qui  a  pour  intégrale  (  pag.  44^  ) 
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comme  ci-dessus. 

Intégrer  V équation  générale  linéaire  en  différences  partielles  f 
'  et  du  second  ordre 

J»z        ^    d*z      ,   r^  d*z    ^  -.   dz    \    ^   dz   .    ^     .  ^ 

oà  P,  Q. .  •  .T  ,  V  sont  dei  fonctions  de  x  et  y.  ' 

OA  nomme  cette  équation  linéaire ,  parce  que  z  et  les  coef- 
ficient différentiels  n'y  entrent  que  Hncairement.  Pour  la  sim- 
plifier,  on  y  introduira  pour  x  eiy  deux  nouvelles  variables 
mti  fi  j  foivctions  de  ^  et  a;  :  on  aura  donc 

dr  de       da         dz      d/8 

dx        dcc      do;        dfi  '  dx 

dz         dz      da         d^      djâ 
dy        da  '  dj"         d/8  '  dy 

d'^z d^z  /dtt.\^^^     .   d'g       d«     d4 

djc»       d«»  \dx  )  d«d/3'  do?  *  d:t 

d^z  /djg  Y        d^     d'«         dr     d»i8 
"^d^Vd^/   "'"^dT'di"»"^  d7'd^' 

d^z  d'^z     d*      dtt         d*g    ^  d<t     ^  ,    ^/^      ^«1 

dord^      d«»  *  di"'^^'*"d*ed/3  Ida?  *  dy  '*"  d«  '  dj  ) 

d'g.    d/S      d/3    ,   ^      d^i^  d<       d^/8 

"^  d^S»  '  dx^  *  "d/    *"  "dT  *  djfed/  "^  fU  '  Ardj^  * 

d*2  d'^  (àiA\    ,         d^»       dtt       djg 

df^  """  d<  \^/  ^  d«d;d  '  "^  '  "^ 

d'^  /  ^i8  Y  d«      <i'«  <^^     d^^ 

+  d;F'v"d5r;  +  ir'd^^  +  iiTdj-' 

Après  la  substitution  de  ces  valeurs  y  Péqnation  proposé*  jprendrâ 


^' 
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la  forme 

di*'  ^      dad^^        d/8»^      d*^      d^    *         ^  ' 


on 


-,  d«    dj8    ,    „  (det  d^       d|3    d*\'  d(t   d|8 

^  *=  *di  •  di  +  ^  \di-d;;  +  di  •  d^^î +*^d?- d^ ' 

db'    "^       dard/    '    ^  dj-*  d*  djr 

^  -  d^F  +  ^"IdF  +  ^  d^  +  ^  di  +  "^d^* 
Supposons  les  fonctions  «  et  ^  telles  qu^on  ait 

M  .-=  o ,     X  =  o , 

et  soient 

da         -  d«  d^         ,,  d^ 

Ar-— ï=o*      et      -5-  —  A['-r-  =  o: 

djc  d^  dx  ,d^ 

les  équations  3/  =  o  ,     X  =  o  deviendront 

Ar*  +  PA+Ç=o,     A'*  +  i%'  +  Ç  =  o, 

en  sorte  que  k  et  A'  seront  les  deux  racines  de  Tune  de  ces  deux 
équations ,  et  on  aura  à  intégrer 

àx  Ày  '      dx  djr         ' 

qui  donneront  pour  a  et  /S  des  fonctions  arbitraire  de  ar  et  ^, 
dont  on  pourra  prendre  les  valeurs  les  plus  simples.  L^équation 
donnée  sera  donc  réduite  à  celle-ci 
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^z  dr  .    d^ 


+  û  —   4.3— .-f£:^  +  (>s=a, 


où 


d«d/3  d-»  ifi 

Y       .        U  T  V 

et  consëquemment  a^  b  ^  c  tXt  9  sont  des  fonctions. connues  de  a, 
et  i6.  U  s'agit  donc  de  tcaiter  cette  dernière  équation. 

Puisque   z  est  fonction  de  tt  et  fi^  nous  aurons  les  trois, 
équations 

iz  =  pda  -f-  Ç^fi  r 
àp  =  rd«  +  sdfij 

m 

àq  =  sdcL  +  /dj(8  ; 

d*z 
si  à  la  place  de  -^ — r-*  =54  nous  écrivons  sa  valeur 

d»  —  rdflt 

tirée  de  la  secondé  équation,  nous  obtiendrons  pour  transformée 
dp  —  rdoL  +(«;?  +  bç  -{^cz  +  v)»  d'fi:±z:Oj 

qtû  sera  satkfaite  sous  les  deux  hypothèses 

^^^••••\d*  =  o. 

Si  pour  5  dans  la  proposée,  nous  substituons  sa  valeur 

dy  —  /d/8r 

àroL 

donnée  par  la  tro^sième  équation ,  nous  aurons  une  autre  trans* 
formée  qui  sera  satisfaite  par  ce  système  d^équations 

f«  Hf  +  iap  +  bq  -{^  cz  +  If)  d^  =  Qj 

Les    équations   (a)    donneront  une  des  intégrales  du   pre- 
mier   ordr£    de  la  proposée ,   et  les   équations  {b)  fourniront 
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Tautrc  iotégrale  de  rnâme  ordre.  L^équation  da  £=  o,  donne 
m  =  constante  ,  et  la  première  des  cquatiqns  {a)  ,  en  y  rempla- 
çant qAfi  par  sa  valeur  tirée  de 

d^  =  pAoL  -j-  ^diS  =  (jàfij, 
devient 

qu'on  doit  intégrer  dans  Phypothèse  de-  a.  constante.  Or  cette 
ëquation  étant  mise  sous  la  forme 

j/  J^  ap  '\-  bz'  -];- cz  -{-  V  r=i(y  ^ 
0\k  p'  =z  -j^y     zf  "^z  —y    n'est  intégr^ible  que  sons  la  condition 


C")  En  recherchant  daos  le  chapitre  suitant ,  les  conditions  d'intégrabilît^ 
d'une  équation  telle  que  /"(  s,  z',  x  , ^,  Y* ,  y"  ^  =  o  >  nous  tronveroos 
kt  suivantes , 

d)'  ds^  ds 

er ,  ponr  Tcxemple  en  question ,  ces  conditions  deviennent 

û-f-  iVc  -»-  N'b  =  G  , 

d'où   jP=o-  i^'=o,iV= •»    iY'=  —  —  »  en  sortfi  que  la  nre- 

b  b^    à^  ^  i 

XûicTc  équation  donne 

c  i     àb  i[b 

b         b    d^H  ^  di8 
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Apris  la  tubsUtqtîon  de  cette  valjenr  je  r,  la  proposée  de-- 
vient 

ûd/8^;i  +  èz)  -f  ^P  +  M-S  +  ^j-dfi  +  fd/3r=o: 

or  en  observant  que  d/i  -f-  bdz  --^  z  -v^  ifi  esX  Ik  dUïerentielU 

exacte  de  p  +  bz,  il  est  facile  de  voir  que  le  facteur  qui  rend 

la  précédente  intégrable  ,  est  e^^^^  ;  on  a  donc  pour  intégrale 
première ,  «  étant  constante , 

àz 
qui  ,  par  la  substitution  de  ^  poiur  ;?  ^  devient  9 

«>^^  (  dr  +  bzàcL  )  +  àafef"^^  va  fi  =  d- .  jF'i»> 

qu'il  faut  intégrer  dans  l'hypothèse  de  jS  consUnte ,  ce  qu'on 
fait  faire  ,  en  observant  qu'elle  est  du  premier  ordre  entre  ztiàf 
et  d'ailleurs  linéaire  ta  z. 

Si  la  condition  c -=1  cb  +  y-  n'a  pas  lieu ,  la  première  des 

équations  (a),  multipliée  par  e/*^^,  pourra  se  mettre  sous  la 
forme 

d   [e/«^*(;i  +  Jz)]  +^>^^rir--fl*~J^lzd^ 

4.  4?/«^^  f'd/S  —  Md»  =  o^, 

«n  faisant  M  =  ef*^^        "...  ..  Pasp^s  aainMnaBt 


d 


CL 


iib  . 

»  +  ^-^  =  ^%    ^  —  flj  —  -5-  s=  m.  * . .  (1  j  t 

d|3 

et  nous  aurons  pour  transformée 


4^2  Lfçors 

*>*^  (  mjodfi  +  pèj^)  —  Jlfd*  =  —  d  (  e/**^  z'  ) 

mais  en  observant  que  M  =  e^°^  -j —   da,  cette  équation: 

d.a 

divisée  par  âfi  eJ^^  deviendra 

de' 

mz  +  f  =  —  or'  —  -y-  •  •  •  (i)  ;•. 

et  en  la  difTérentiant  par  rapport  à  a ,  on  aura 


9«/ 


dm  àv  àz^  àa         d'«  ^, 

^  ^  dct       ^  d«  d«  dec       d«d^         ^ 

éliminant  p  etz  entre- les  éqnatioqs  (i),  (2)  et  (3)  ,  on  txpuvera, 
pour  résultat 


d«di6.  d*  ^        dA 

où 
,^  ,  I     dm         .  ,       -  tf     dm  d';^. 

m      OfiC  m      Get  dte 


dt'  dm 


•  =  ^  -fu  -—    —     , 
da  d 


V 


«        m 


l'équation  ci-dessus  étant  de  même  forme  que  la  proposée ,  si 
l'on  a  la  condition 

on  pourra  en  assigner  la  primitive  complette  ,  c'est -à -^d  ire, 
obtenir  la  valeur  de  z'  ;  de  cette  valeur  de  z\  on  déduira , 
d'après  la  relation  (2)  ,  celle  de  z.  Mais  si  la  condition  ci-dessus 
n'a  pas  lieu,  on  fera  de  nouveau 

d^' 
c'  —  aa'-r—x — =  m'* 
d/3  ' 
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et  en  posant 

p'  +  l/z':=izff (lOt 

où  p'  =  -| — ,    nous  aurons  comme  plus  haut 

âz'f 
m'z"  +/  =  — ûz//  — -:j (2'), 

d«  dtt  à»  âoL         d«d^ 

ëUminant  encore  z'  et  p'  au  moyen  de  ces   équations ,  nous 
obtiendrons  celle-ci , 

d'r'^  dzff  àzff  , 


dccd^  d«  diS 

où 

-,,      _,         I    dm'  „  .  .      w         «    ^^'    .     ^^^ 

m'    da  m'    dct         da 

Ay        dm'    v' 

Si  donc  la  condition 

cff  —  abff+  ^ 

d^ 

est  satisfaite,  nous  aurons  z^\  Féquation  (2')  donnera  2',  et 
réquation  (2)  donnera  z.  Que  si  la  condition  précédente  n'a 
pas  lieu  ,  on  continuera  de  la  même  manière.  £n  appliquant  le 
même  raisonnement  au  système  (6)  ,  ce  qui  revient  à  changer 
dans  Fanalyse  précédente  at  en  jS,  a  en  b  et  p  en  ç ,  on  par- 
viendra à  de  semblables  résultats.  Cette  méthode  paraît  très- 
particulière  ,  en  ce  quelle  ne  donne  l'intégrale  que  dans  quel- 
ques cas  ;  mais  M.  Laplace  auquel  on  la  doit ,  a  démontre  que 
ces  cas  sont  effectivement  les  seuls  dans  lesquels  la  proposée 
admette  une  intégrale  complelte  exprimée  au  nioyen  d'un 
nombre  fini  de  termes.  Voyez  le  Mémoire  de  M,  Laplace  parmi 
ceux  de  V Académie  des  sciences  de  Paris  ^  de  Vannée  iJ2?^. 
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Exemple.    Soit  Téqualion 

dx*       djr»  X     àx 

on  a  P=o,  Q=_i,  il  = ^,  5=0,  r=o,  r=o  t 

en  posant 

on  trouve 

X  X 

et  la  transformée 

4d'r  a     dz  a     Ag 

dadi3a;d«  x    dfi  * 

ou 

ié!i  + Ail Lii_o; 

dftd/S         ao;    d«         a  a;    d.â 
mais  à  cause  de  20;  =  a  — /S,  cette  équation  devient 
à*z  1        dz  i        iz 

+ :  -1 :  -rr=o  = 


dad^        et — fi    d«        a  —  fi    d/3 
en  la  comparant  avec 

d'r  d^  àz 


+  O  — i 1-  b  ""ï J-  c«  -|-  ♦^  =  o 


7 


dadjS  da  d^ 

on  aura 

I  ,  1 

te— fi'  a  —  fi^  ' 

et  comme  la  condition 

c:=iab4 r— 

^   àfi 


n^a  pas  lieu  ,   nous  poserons 
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et  nous  aurons 


m 


et  conse'quemmrnt 


2,  I         _        dz^ 


-z'*-*  -j — .  .  .  «(2) 


et  par  l'élimination   de  p  et  z^  entre  lés  équations  (i)  ,   (2) 
et  (3)  ,  nous  obtiendrons  Téquation 

d'z'  I        dr'  I        dz'  2. 

+ :-T-  + :-Tr+7 :^^'  =  oî 


d«d^        et  —  /8   d*         a  — ^  dj3         («  —  /3) 
alors 

€t  la  condition 

dy 

^  d/S 

a  lieu.  On  aura  donc  z' \  d'où  on  conclura  r;  mais  nous  lais- 
serons ces  calculs  à  terminer. 

Intégrer  V équation  du  second  ordre  en  différences  partielles 

à*z        .     d'z      ,  ^  d'z    .    -,   Jz        ^  dz    ,    -,      ^    — 
â\^  dxdy    *        dy*^      dx^      dy  ^      ■ 

dans  laquelle  les  coefjieièns  A ,  B . . .  «T  sont  cohstans, 

£n  comparant  la  proposée  avec  Téquation  générale  (  p.  4^7  ) 

dx^  *        dard^  dj*    *         dx  ^       dj-  ' 


on  a  P  =  ^,  Ç=^,  R=C,  5=D,  r=:E,  F=F 


> 


,  * 
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et  conséquemment  Tëquation  A*  -|-  /%  +  Ç  ^  •  Jevient 

k'  +  Ak+B  =  Qj 

d'après  laquelle  i  -|-  i'  =  —  yf  ^  M'  t=  I?  :  les  fonctions  «  et  ^ 
seront  données  par 

âat  d«  d/8        j,^    ifi 

èx  dy  ^         dx  ày  ^ 

où  k  etkf  sont  constantes ,  et  dont  les  intégrales  sont 

ou  plus  simplement 

tt=jr+kXf      fiszy+kxi 
d'ailleurs 

Nz^iB-^A-,      Y=:Ck  +  D,      Uzsœ  +  D^ 
et  en  observant  que 

_   ck+D       ^_  Ck'+D        _       E  _       F 

'~/tB  —  A-'  ^~4JB  — ^«*  ""-^^B—A-'    "^^kB—J^^ 

BOUS  obtiendrons  la  transformée 

d'r  Az  dz 

+  a  -j j-  b  — —  +  cz  -f-  f  sr  o  ; 


dadj3  dot.  dfi 

ddns  la  quelles,  les  coefliciens  Oj  b^  c  j  v  sont  constans.  Nous 
aurons  donc 

m=rc  —  ab  j     b'z=ibj     c*-=zc^     m'z=.c — ab^     772''^:=^—- £i3, 

et  ainsi  de  suite  :  conséquemmeut  la  proposée  sera  intégrable 
sous  la  condition 

c  —  a^  =  o  , 

équation  qui  reste  la  même  en  changeant  a  en  bi.  en  sorte 
qu'on  peut  obtenir  la  primitive  complette  qui  même  sera 
al'gébrique.. 
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Nous  allons  intégrer  autrement  V équation 

«à  if5  co^ficiens  sont  Jonctions  de  xety,  *  \ ., 

Mous  supposerons  que 

soit  rintëgrate  première  complette  de  la  proposée  :  B  ren«- 
fe'rmera  nécessairement  x  ^  y^  z  ^  et  Us  différentes  partielles 

"a — ^    "^î —  ^"^  nous  désignerons  par  p  et  {r  :  différentîons  (i) 

deux  fois  Tune  par  rapport  à  ^ ,  Tautré  par  f apport  à  x ,  et 
nous  «apurons 

d^        àa  AB    .    àa 

âiminarit  F'm  entre  ces  deux  équations ,  il  vient 

àB  AB 

en  faisant  pour  abréger  --r—  :  -5 —  =  r ,  Jies  deux  points  in-r 

diquànt  un  quotient.  A  cause  de 

._       AB  ,    ,    àB  .   ^   àB  ,        AB  ,   _,AJt  . 
AB  =  ^Ax^-^Ay+-^AK+-^Ap  +  ~Au 

on  aura 

àB        AB        àB   àz        AB    A*z         AB  A^z 

Ay         Ay    if  àz    Ay         Ap  AxAy         dy    d^* 

AB        AB        AB    Az        AB    à'z    .    d^     A'z 

^ j—-  J. «i,  .         ^— — .  «L 


tlvi         do?    *     dz    d^   -     Ap    d«*     '     d^    AxAjf  ' 
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la  substitution  de  ces  valeort  dans  (M) ,  donné 

dB     d'r       •  dg  dg  \     d*r  dfi    d«^ 

^df7^'*'\Sp  ^J  éyàx  dp  'd«* 


dB     dz  dB    àz       dB         d^ 

+  "d7-'d7~''^"î^     "F"''^'^''"*' 

Si  Ton  multiplie  la  proposée  par  xm  facteur  ^  et  <ju'onf  cotn*- 
pare  le  produit  avec  (2) ,  on  aura 

* 

d'où  Ton  tire 

et  à  cause  de  -r-^  =  —  ^- —  9  la  seconde  équation  devient 

dp  r  ^ 

Ayant  r,  il  sera  facile  de  trouver  tt  au  moyen  de  Fcquatioù 

dot  ââf 

dy  dx  ' 

en  supposant  toutefois  qu'on  connaisse  le  facteur  propre  à  rendre 
r(]y  -\-  dx  une  différentielle  exacte  j  car  si  Ton  nOmme  a  ce 
facteur ,  et  que  Ton  ait 

ar^y  -[-  adx  =  dî  , 
on  sait  que  a:=b  satisfait  à  Péquation  en  question. 

Considérons  dans  la  transformée   (2)  le  terme  — ; — — r ■ 

•  dy  dx 

qui  est  une  fonction  dd  premier  ordre  :  en  lui  donnant  cette 

^  dz  dz 

iorme  a  -,-  ^  fi  -^ —  -^  yz  ^  X^  on  supposera 
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dB  ' 

17  +  '  =  '*^ 

dB 

^qaations  qui  romplettent  Fidentité  de  la  proposée  et  de  la 
transformées,  (a}.  Ott  éà  tire 

17='*^"" 

^    et  Us  trois  dernières  deviennent 

Koiis  ferons ,  pour  iibréger  , 

cela  posé ,  si  le  facteur  fi  ne  doit  l£tre  fonction  que  des  seules 
variables  j^  et  ^  ,  nécessairement  fi  i  P  -1-7+  Çx  "^ï —  )  sera  la 

somme  de  tous  les  termes  de  B  qui  renfermeront  les  différences 
partielles  du  premier  ordre ,  puisqu'on  a  trouvé  plus  haut 

n  s^agit  donc  actuellement  de  découvrir  les  quantités  *  ^  ^  et  y 
dans  -; r —, —  ;  pr  en  ne  eonsidérant  dans  B  que  le  coef- 

c  '     M.      n  j      ^^  d.^P  d,^P       ,    ^  »    1. 

ncient  uP  dt  -^ — •  on  aura  "  1    ■»-  —  r  -^ — 9    c'est-a-dire  , 

ày  éy  Qçc 


éx 


le  coefficient  ftQ,  de  -j-r-  dans  J9,  on  aijrji  df  giéme .' 


Kt'^t)  +  9-(t^-è)'  ™»»-"."' 
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l'on  pose  ,  pour  abroger, 

àP  dP p  d^  d^ 

ex  on  aura 

donc  [(Ç'  —  Pt)  f*  —  -P /*«!]*  s®*^  »  *0"s  la  même  hypo- 
thèse f  le  terme  de  B  qui  renfermera  £\  en  effet ,   si  Ton 

dz 
différentîe  yz  par  rapport  ày^ona   y  -r^y    en    sorte    que 

la  somme  des  termes  de  -r-  dans  la  proposée ,  est(a-f~y}  T~^ 

en  observant  que  X  ne  renferme  pas  z  ;  d'où'  Ton  conclut 
«  4-  y  =  /kÇ',  et  consëquemment  y=  ^^  —  a ,  ce  qui  est  la 
formule  trouvée.  On  aura  donc 

et  posant  Ç'  —  P,  =  Ç/ , 

__  d  (  g.>  —  Pit.  )         ^d(Q.>-P^.) 

djf  dar  *  ' 

Rotts  ferons  ' 

dy  '^    dx     —   ^'  ' 

d^,  d^,      

d^    ~  '^  IT    -  '"*  ' 
en  sorte  que 

y  =  Q^'fC  +  (Ç/  _  P.)  ^.  —  P^, 

en  représentant  Ç/  —  P.  par  Ç3'.  Or  ayant  trouvé  plus  haut 
«y=^F',  nous  aurons  l'équation 
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{^— Ç'Oi-— ÇV«+Pi«.=  o...^•(3)• 
B'aiIleurs  r  équation 

après  la  substitution  des  valeurs  de  «  et  jS ,  devient 

et  en  faisant,  |>oùi'  abréger ,  '  ^-  '■•''  ** 

il/-rP.-Q.=Jl.i,   iV  +  Ç.  =  Ç4, 
on  a 

■ 

Des  équations  (3)  et  (4).,  Tune  servira  à  t;'ouver  le  facteur  ^^ 
et  l'autre  sera.réquation  de  conclltloii  qui  devra  avoir  lieu  pour 
^^e  la  proposée  ait  une  intégrale  de  l'ordre  immédiatement 
inférienr.^  .  !/ 

V. 

...,.■ 

11  ne  reste  plus  qu'à  trotiver  W.temie  de  B^  fonction  de  ^  et^, 
^e  Aôus  avons  désigné  par  X  :  or  à  éause  de 

dy  dx        ' 

nous  aurons  * -..        '  -'   -_j.-.  ■  ■■-■  V 

en  observant  de  substituer,  avant  l'iiitégration  ,  dans  /uTpottr  X 
«a  valeur  cn^  et  b  ^irée-de  l'éqïMtion-/?  ofdy^-^aàx  )  •=  b.  Ainsi 
l'intégrale  première  complette  serai',  d'après  les  abréviations  pré-> 
cédentes,  .j^  -  •.        • 

Exêtnplè  !•»•  Jntégïwr  l'équaifiott  !     . 

ày*       y*'  dx*        op  djr       y  àiX       xy .  '      -, 

on  aura  P  cas  i ,       Q  sa  o,      Jlte  —  —,       Qj.vz  —, 

3i 


/ 


> 
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jR'  =  —  — ,        r=  — ,       r=o.      L*éqaation  en  r^ 

c'est^-dirc ,  IV  +  Çr  +  B  ss  o ,  devient 

r»  —  —  =  o ,     d'oà    r  =  ±  —  : 

r  y 

en  faisant  usage  de  la  valeur  positive  ^  on  trouver^  .  • 

—  dj^+'  idx  =  dî,     ' 

•t  en  fisiisant  «  =  j^ ,  on  aura  b  ss  «^;  On  cpnclura 

t  ■ 

Ainsi  les  équations  (3)  et  (4)  deviennent    . 

I 

—  ^  —  ^»  =  o. 

En  prenant  ^=  by^Soù  u.  =  -~-  —  r  -r—   =   ^^ 

dtt,  di/i 

^a  =  --j —  —  r  -r —  =  o ,  le©  ioeux  équartions  précédentes  sont 

satisfaites^   et  Tintégrale  (5),  en  observant  qoe'^==.:r^,   d'où 
fn-=.jr^x^  devient 

^*  d^  +  ^'-^  dl  "^^-^  "^  ^'^^  "^  +/(  ^J^  =  ^ 
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Mxstfnple  li.  Intëgrelr  de  nouveau  rëquatioll 


o: 


b    =/*(  ±  cày  +  da:  )  =±  ±  9^  +  ap  ; 

Ç.  =t±i:,  P.  =  o,  Ç,  =  o,  Ç'-P.  =  Ç'.  =  o^ 

«insi  les  deux  équations  (3)  et  (4)  deviennent 

=F  ^^«  +  i»««  =  o>  qp  ac/«,  =  o; 

•r  a  t:au§e  de  /#i  =t=  ^   zp  <:  -p ,  on  posera  ^  ±ft  x  ^  d'oà 

jKk  =  o,  ek  ^  ==  G,   et  Tintë^rale  (5)  deviendra  " 

d*  •  Az 

_  +  ,  _^.P(ey  +  a:)  =  o, 

Az  àz    ^    ^  ^ 

OQ  déduit  delà 

^^  di  "^  ^  (  *  +  O^  )  — /'  (  «  —  y  )  =  o  ; 

tuultiplianl  la  première  par  cif  ^  et  la  seconde  pardj^^  puis 
ajoutant  et  intégrant,  on  trouve  enfin 

intégrale  obtenue  précédemment. 

La  même  méthode  servirait  encore  à  assigner  le  cas  dans 
lequel  une  équation  linéaire  d^un  ordre  quelconque  dont  les 
toefficiens  seraient  des  fonctions  de  or  et^,   admettrait  une 
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intégrale  de  Tordre  immédiatement  inférieur;  mais  rextrétM 
complication  des  calculs  ne  nous  permet  pas  de  traiter  ces  sortes 
d'équations  dont  nous  nous  borneront  ^  considérer  ici  une  par- 
ticularité. / 

Intégrer  V équation  linéaire  en  des  différences /fartiêUei 

M  eoefficiens  A ,  B  • .  • . ,  étant  constans. 

Cette  équation  sera  satisfaite  par  'Z  =  /*(y4'A2:),  a  étant 
une  constante  :  cette  substitution  faite  dans  la  proposée ,  ia 
changera  dans  celle-ci , 

qui  servira  à  déterminer  a.  Désigtions  par  a ,  a'  ^  a' .  •  »  •  les  i» 
racines  de  cette  équation  :  la  proposée  sera  satisfaite  par 

z  =fir  +  «^  )  +  ^  (j^  +  «'*)  +  9Lr  +  «^«)  +  «te, 

qui  en  sera  Tinlégrale  complette ,  puisquMle  renferme  n  fonc- 
tions arbitraires.  U  resterait  a  examiner  le  cas  des  racines  égales 
et  imaginaires  ;  mais  nous  n'entrerons  pas  dans  ces  détails  qui 
ne  présentent  pas  de  difficultés.  On  pourra  d^aill«urs  s'exercer 
sur  une  équation  d'un  ordre  défini. 

On  peut  eticore  ,  outre  les  Mémoires  déjà  cités,  en  con- 
sulter un  de  M.  Le  gendre  ^  inséré  parmi  ceux  de  VActidémie 
des  Sciences  de  Paris  ,  pour  Vannée  1787. 

On  doit  dire  des  fonctions  arbitraires  comprises  dans  les  in- 
tégrales des  équations  en  différences  partielles  ^  ce  qu'on  a  dit 
des  constantes  introduites  dans  les  intégrales  des  équations  dif- 
férentielles ordinaires.  Tant  qu'il  ne  s'agit  que  de  satisfaire  à 
la  proposée ,  les  fonctions  arbitraires  sont  quelconques  ;  mais  si 
les  résultats  doivent  être  appliqués  à  des  questions  de  géomé- 
trie 9  de  mécanique  ,  ou  etc. ,  ces  fonctions  cessent  d^étre  arbi- 
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traires ,  c^esl-à-dire  qu'elles  sont  déterminées  par  les  conditions 
de  la  question.  On  peut  voir  dans  Touvrage  déjà  cité  de 
M.  Monge^  des  exemples  de  ces  déterminations.  Mais  si,  comme 
il  arrive  souvent,  la  nature  de  ki  question  ne  permet  pas  de 
déterminer  les  fonctions  arbitraires ,  elles  restent  quelconques  9 
et  les  propriétés  qu'on  découvre  sans  particulariser  ces  fonctions^ 
sont  générales.  Une  fonction  arbitraire  de  x ,  telle  que  ^x ^ 
représentera  une  courbe  quelconque ,  même  irrégulière  ,  c'est-- 
à-dire ,  tracée  au  hasard ,  discontinue  ,  c'est-à-dire ,  {armée 
d'arcs  de  différentes  courbes,  et  même  discontigue^o^  formée  de 
parties  isolées  et  séparées  les  unes  à^%  autres  ;  en  sorte  que  rien 
ne  limite  la  généralité  de  ces  sortes  de  fonctions.,  ainsi  que  l'a 
prouvée  Euler  contre  l'opinion  de  Dalembert,  Maintenant ,  dit 
M.  Lagrange\  l*^  vol,  seci.  6™".  delà  seconde  partie  de  (a  méca*  ' 
Tifique  analytique ,  le  principe  de  la  discontinuité  des  fonctions 
arbitraires,  est  reçu  géuéraleœent  pour  les  intégrales  de  toutes  les 
équations  aux  différences  partielles,  et  les  constructions  que 
M.  Mange  a  données  d'un  grand  nombre  de  ces  équations, 
Jointes  ii  sa  théorie  de  la  génération  des  surfaces  par  les  fonc-^ 
lions  arbitraires ,  ne  laissent  plus  aucune  incertitude  sur  l'em- 
ploi des  fonctions  discontinues  dans  les  problèmes  qui  dépendent 
des  équations  de  ce  genre. 
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CHAPITRE    XVII. 

Des  équations  de  condition  par  lesquelles  on  petii 
reconnaître  ki  une /onction  d'un  ordre  quelconque 
de  .plusieurs  variables  ^  est  une  différentielle 
exacte. 

Toute  fonction  d^une  seule  variable  peut  toujours  être 
regardée  comme  une  différentielle  exacte  ;  car  si  elle  n'a  pas 
>ine  intégrale  exacte ,  on  peut  toujours  en  trouver  une  par  les 
séries.  Il  n'en  est  pas  de  même  pour  les  fonctions  de  plus  d'une 
variable  ;  il  est  alors  souvent  difficile  de  juger  si  elle  est  une 
différentielle  exacte  d'une  fonction  quelconque  inconnue.  Cet 
objet,  dit  M.  Lagrange^  à  occupé  les  géomètres  presque  dès 
la  naissance  du  Calcul  différentiel  ;  ils  ont  cherché  des  carac^ 
tères  généraux  pour  reconnaître  si  une  fonction  d'un  ordre 
quelconque,  peut-être  la  différentielle  exacte  d'une  différentielle 
de  l'ordre  immédiatement  inférieur ,  ou  même  d'un  ordre  in- 
férieur quelconque.  Ces  caractères  sont  connus  dans  le  Calcul 
différentiel ,  sous  le  nom  de  conditions  d'intègrabilité^  qu^ Euler 
et  Condorcet  ont  réduites  à  des  formules  simples  et  élégantes  , 
que  nous  allons  faire  connaître. 

Considérons  d'abord  une  fonction  V  de  différentes  variables  ^ 
et  de  leurs  coefficiens  différentiels  ou  de  leurs  dérivées,  dons 
jaquelle  une  de  ces  variables  z  et  ses  coefficiens  différentiels 
z'^  z'fy  z'^'. ...  ne  se  trouvent  partout  qu'à  la  première  diaicii- 
lion  9  et  soit  F^une  fonction  de  la  forme 

r:^Nz  +  Pz'  +•  Çyf-^  Rz^ff  -f  etc.  ^ 
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Tff  P^  Qf  «^*  étant  des  fonctions  de  x  et  ^ ,  etc.  9  et  de  leurs 
dénvëes  sans  z  :  il..aeta  facile  de  trouver  les  conditiojas  néces- 
saires  pour  qu'une  pareille  fonction  soit  une  dërivëe  ^ xacte  ^ 
indépendamment  d'aucune  relation  entre  la  variable  ret  les 
autres.  Si  l'on  '  considère  les  fonctions  dérivées ,  ou  les  coeffi- 
ciens  difTérenjUels  suceessifs  du  produit  de  deux  quantités  quel-» 
conques,  et  qu'on  les  note  par  des  accens  dont  le  nombr» 
rappellera  l'ordre  du  coefficient.!  on  aura  > 

(Pgy=Pz'+P'€y    d'où    iy  =  (Pry  — Fr; 
on  trouvera 

donc 

et  pareillement 

et  aWisi  de  suite.  Faisant  ces  substitutions  dans  F,  cette  fonction 
devient 

F=  (iV  — P'+  Qff^R'»+ etc.  )  r 

+  {p^y — iQ'^y + iR'^y + «»c. 

4.  (  ile^  y  —  etc^ 
-f-  etc.  : 

comme  tous  les  termes  de  cette  fomiiiIe>  àJ'exception  jà/t  ctn% 
xj       de  la  première  ligne  ,  sont  des  dérivées  exactes ,  il  faudra  ,  pour 

que  la  fonction  F  soit  une  dérivée  exacte  ^luie  autre  fonction  ^ 

,       .■  -■ .     ■ 

que  le  produit  v 

'oit  une  dérivée  exacte  :  or  cela   est  impossible ,  tant  qn^oift 
^^ établit  aucune  relation  entre  z  et  les  autres  variables  qui  sonà 
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dans  N^-P^/Q^. ..  ;  an  défaut  de  cette  relation,  il'fant.qoe 
cette  première  ligne  disparai^e  d'elle-même  de  l'expressioii 
de  Vj  ce  qui  donnera  Téquation  de  condition' 

^•_  p/ 4- Ç// -*  jRw  ^  Ptc.  =o  , 

laquelle  devra  être  identique  pour  que  la  fonction  F  puisse 
avoir ,  en  généi^l ,  une  fonction  primitive.  Lorsque  cette  con- 
dition aura  lieu ,  la  fonction  primitive  de  V,  ser< 

(P-Ç/4-it//-ctc.)^+(Ç— /l'+etcO-z'+Cl^— etc;)r»+etc...(i). 

£n  général ,  quelque  soit  le  nombre  des  variables  contenues 
dans  la  fonction  F,-  si  Tune  d'elles  ainsi  que  ses  dérivées  sont 
linéaires,  on  aura  toujours  relativement  à  cette  variable,  la 
même  équation  de  condition  pour  que  F* devienne  une  fonction 
dérivée  exacte ,  indépendamment  d'aticune^  relation  entre  ce» 
variables. 

Si  Ç  9  il ,  et  les  coef&cièns  suivons  sont  constans  ^  Téquation 
de  condition  devient 

iV-^P'=o,     d'où     N  =  P'; 

d'où  il  suit  que 

F=  P'z  +  Pz'.+  Qzf/  +  Rz'"  +  etc. 
=  (P^)'+  Qz'f  +  Rz'"  +  etc. , 

dérivée  qui  a  pour  primitive 

U  =  Pz+  Qz'  +  Rzff  +  etc.  , 

qu'on  obtient  en  supprimant  un  accent.  Supposons  en  second 
lieu,  que  le  coefficient  R  et  les  suivans  soient  cons^ans:  on  aura 

et  la  dérivée  V  devient 

V  =  iPz)  '  +  iQz'y  —  (Ç-*)'  +  Rz'!'  +  etc.  ^ 
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dont  la  primUive,  indépendamment  d^àùcùne  relation  entra  « 
et  les  s^ntres  variables ,  est  '        .    :•        .  )vt 

.         ■  > 

i7=±  JV  4.  Q«' —  Ç'r  +  &^  +  etc. , 
diaprés  la  notation  employée  y  ou 

Pour  que  cette  fonction  U  devienne  à  son  tour  une.  dérivée, 
exacte  sous  •  l'hypothèse  précédente ,  il  faut  qu^on  ait  la  con-, 
ditioa 

P  — 2Ç'  =  o,     d'oà    PcBJiÇ': 
donc  d'abord 

rk=  (aÇ'-^y  -  (e-^y  +  (Çx^y + Bz'"  +  etc. , . 

l7=(Çzy  +  jRz«^+etc.  ;     ' 

valeur  de  £7  qui  n'est  que  la  précédente,  en  remplaçant  Ppac 
2Q'  :  puis  si  Ton  désigne  par  ^27  U  primitive  de  17 ,  on  obtient  - 

't7=  Qz  +  Ks'  +  etc/ 

Mab  N^P''^,  Qff.j  et  P'  =  2^?^  d^ou  JV=  0<^  :  doiic  t7ei 
'l/sont  les  primitives  première  et  seconde  de 

:  FszQffz  +  tiQ'z'  +  Qr*  +  Rz'f  +  etc.  . 

Nous  chercherons  à  réduire  au  cas  précédent  la  recherche 
des  équations  de  condition  pour  leè  fonctions  d'une  forme 
quelconque. 


i 
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Sappocodt  qB*iiM fonctioD  V i^x^ y^f^y^...  Snn  ordF# 
quelconque,  soit  la  fonction  dënvëe  çxacte  de  la  fonction  (/ 
de  l'ordre  immédiatement  inférieur ,  indépendamment  d'aucune 
relation  entre  x  eiy  :  il  est  clair  que  si  idans  F  ci  dans  17,  on 
substitue  ii -la-fois  y  +  m  pour  /,  et  conséqucmment  j^+  •' 
pour  y^  yi  -(-  m"  pour  yff  etc.  ^  en  s^ppasaIlt  #  une  fonction 
indéterminée  de  x ,  comme  y  Test  aussi  de  «  ;  ces  fonction» 
continueront  À  être  Vtme  la  dérivée  encude  Tantre,  puisque 
cette  dérivation  ne  dépend  pas  de  la  valeur  de  y,  ce  qui  aura 
éncoTt  Kea ,  si ,  après  les  substitutions ,  on  les  développe  sui- 
vafht  les  puissances  al  les  produits  de  # ,  «^^  ^  9  etc. 

Notons  par  V  la  totalité  des  termes  du  développement  de  Uf 
où  les  quantités  ^  f  «%  m^^^  etc.  ne  se  trouvent  qu'à  la  première 

dimension  ;  par  Ù  la  totalité  des  termes  où  ces  quantités  for- 
meront deux  dimensions ,  etc. 

Notons  de  thème  par  V  la  toulité  des  termes  du  dévelop- 
pement de  V^  où  les  quantités  m  ^  m' ^  etc.  se  trouvent  à  la  pre- 

a 

roière  dimension  ;  par  V  la  totalité  des  termes  où  ces  quantités 
forment  deux  dimensions ,  etc. 

I  a 

On  aura  donc  1/  4-  ^  -f*  ^  "h  ^^^*  ^oxa  le  développement 

de  Î7,  et  V-\-  V-^-  V-\-  etc.  pour  le  développemcTit  de  V,  Cette 
dernière  série  sera  ,  comme  nous  l'avons  dit ,  la  dérivée  exacte 
de  ]a  première ,  et  il  est  facile  de  voir  que  chaque  terme  du 
développement  de  V^  devra  être  la  fonction  dérivée  exacte  du 
terme  de  même  rang  du  développement  de  t/,  tant  que  les 
quantités  m^  m\  m" y  etc.  resteront  indéterminées  C^.   £n  effet  , 

ces  quantités  n'étant  iqu'à  la  première  dimension  dans  j^,  sa 


tiv 


(*)  60k  f7=:x;''-+-^'',  dWi  ^=  jy^^-^ '-f.2jK'^  "  .*  si  on  rcmpUct 
jr'  et  y  par  ^  '  -f-  ••  1  ^    -+*  «•"  :  ou  trouve 


DB  Calcul  ihtégral*  491 

fonctîoifi  primitive  ne  pourra  contenir ^assî  ^ue  les  premières 
dimensions  des  mêmes  quantités  ;  par  conséquent  il  n'y  aiira 

Kl.. 

que  le  terme  U  qui  puisse  être  sa  fonction  primitive  ;  il  en  est 

de  même  des  termes  correspondans  V  tlÛ^  ou  ces  quantités 
montent  à  la  seconde  dimension  ^  et  ainsi  de  suite.  Il  faut  donc 

d^abord  que  la  fonction  V  soit  une  dérivée  exacte ,  indépen- 
damment d'aucune  relation  entre  90  ^  y  et  #  :  or ,  puisque  V  est 
la  partie  du  développement  de  Vj  qui  ne  contient  que  les  pre- 
mières dimensions  de  « ,  «%  m'* .  •.^\\  est  clair  que  cette  fonction 
ne  peut-être  que  de  la  forme 

r=:  Nm  +  Pâi'  +  Qmff  +  Rt^»  +  CtC, 

1^  eoeffidens  N^  P,  Q,  R^  etc.  étarit.  des  fonctions  dt 
«,y,j^%j",  etc.  sans  m.  Ainsi  tout  se  réduit  à  trouver  les 
conditions  pour  qu'une  fonction  de  cette  forme  soit,  généra- 
lement pariant,  une  dérivée  exacte.  On  a  donc  ici  le  cas  résolu 
précédemment ,  et  il  est  visible  qu'en  prenant  la  variable  «  à  la 
place  de  r^,  et  conservant  les  autres  dénomitiâtionsy  on  aura 
l'équation  de  condition 

N  —  P+  Qff—m  +  eu.  =0 , 

bqàelle  devant  avoir  lieu  d'elle-même ,  Indépendamment  d'au-^ 
cune  relation  entre  x  et  y^  devra  être  entièrement  identiqn-e. 
Cette    équation  ayant  lieu ,   on  aura  pour  la  fonction  primî-- 

tive  de  V  j  h  fonction   (i)  en  y  changeant  z  tn  m^  z^  en  e»^^ 


N»^ 


> 


Î7-4- dr^  J7=  T^ +^'»  +  (x  +  a^') •' +  •« , 

J^  + /î' 4,  K  =r  x)/'4f  y  +  ayy'4.  [  Ct+ a/'T  •:+(«H^^ 

donc  à=(*  +  ay)-',  &=•>,  r==(i+a;''')i.'+(x  +  ^')«'/'=ai^V'j 
•inai  VtMX  U  dényée  e^cte  de  U%  et  f^^t  odk  d«  CT. 
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X*  en  #^,  etc.  ;  c^est-Jh^-dire , 

l>=(p_Ç'4-il«r_eic.>4.(Ç— H'+etcO-^'+CA— elc.)-»'>'-fctc. 

Ayant  ainsi  la  valeur  da  premier  terme  V  du  développement 
de  la  fonction  primitive  U  ^  on  pourra  en  déduire  les  valeurs  de 

tous  les  termes  suivans  tl^V ^  etc. ,  par  les  principes  exposés 
(jCaîc.  diff,^  chap.  XIII),  en  regardant  chacune  des  quantités 
y^y' ^y^^%  etc.  comme  autant  de  variables  indépendantes:,  car 
en  partant  de 

la  fonction  F {^x^y  ^  m  ^y* '\-  m' yy^'^-  «^i  etc..)  étant  déve- 
lopée  suivant  les  puissances  et  les  produits  des  accroiissemens 
#,  d/y  etc. ,  deviendra  (  Cale,  diff, ,  chap,  XIII )>,  en  observant 
qu'on  n'attribue  pas  d'accroissement  )k  x  j 

dF  àF  dF 

.1        d>F  .  d»F  I      ,   à*F 

^     a        Ay^  ^        àjây    *^    2  dy'^  ^         ^ 

,     I      ,d3F  ,      I  ,      d'F 

où  F  désigne  la  fonction  FQx  ^y  ^y'^j^^L  ,  .^^  On  aura  donc 
ainsi 

1  dF     ,        dF  ,  dF    . 

^=-'-d7+-'dy-+-'V^''"^ 

a         I         d»F  d^F  I  d'F 

A        I      ,  d^F         I  d^F      . 


a 


.3       dj^3  ~    2  dy^dy 


Or  ayant  trouvé  cî-dessus  la  valeur  de  tJ,  la  comparaison 
des  termes  multipliés  par  « ,  *' ,  »",  etc.  donnera 
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.ipl  s=  i»— O' 4- B/?  —  etc. , 


1 .1  :i 


T 


l)é  ces  fonctions  dérivées  k  du  coefîîciens  différentieb  du 
prefmiélr  ordre 'jpdr  rapport  à  chaiçuiiè  '  dès  quantités  \^  ,  j^i 
j-^...,.  ,  on  dediiîra  suivant  les  règles  données,  les  coeffi- 
ciens  différentiels  du  second  ordre.  \et'_  les  £uiyans  qui  feront 

connaître  les  antres  termes  £/,  (j^  etc.  du,4i^«loppemçAt,de  (/. 
Hais  OB  a  supposé ... 

ainsi  on  aura  n>  \  . 

Fi.^.y+ï'  *r+y*  y"4r  *»+«tÇr)  5rr  foi*»:  J^i  J^.  J^rr  •  •) 

par  <x>BséquçnjL^  ^.di|féience'dês.dejax'fonfcti 

au  moins  par  les  séries.  Soit  '  "*  ^ 

la  fonction  dont  (7  est  la  primidvé  i^on^aura ^ 

F(x  fy  +  tf^y+f^'y  .  *  .jC»-"0  +  #C»^«))  pour  la  primitive 
^/CJP^r  +  «^»  3^+  •%••'.  rf>WtfTi**)r>;  4onc  U:|iriwitîvft 

de  -n:.  ::> 

sera  donnée  et,  égale  à    . 

•  '  ■  ■       t     •   -^ 

•  '  ...  .     1.      ■  ■ . 


«  / 


...  :  ..  .."   -..;:■  ...      iC'" 
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Faisons  m  îrs:  — y t  U  fonaiony  (« ,^  4"  it.  «  4 ^W  +  #(*»))  sé 
réduira  Ifyîr  qui  a  une  primitive  ,  puisque  Jx  est  le  coefficient 
difTérentiel  d'une  fonctiop  d'une  seule  yariable  ;  donc  aossî 
/  (  * ,  y ,  j^ . . .  j^C")  )  admettra  une  primitive. 

Ainsi  une  fonction  quelconque  de  la  forme 

■  •  ■ 

tie  peut  avoir  une  fonction  primitive  indépendamment  de  toute 
relation  entre  a;  et  j^ ,  à  moins  que  Téquatioa.  de  condition 

JY  — P' +^— -R«-f-ctc;  =  o^, 
n'ait  lieu  dMleHOoéme. 

Or  ayant  supposé  que  Nm  -f~  P^'  H"  -^"^'^  "H  ^^^*  ^^^^  '^'  P^^ 
mîers  termes  du.  développement  de  /(:t, ^^  y\  j^^ . .  •)  ,  lors-* 
qu'on  y  change  y  en/-}-#,j^cnjr'-|-#',  tic. ,  on  aura  ■   • 

N-^'y    p-^Jy'    o-^'fy"    »'=^'^'^  .». , 

de  sorte  que  l'équatîoil  'àè  cotidition  d-dcssus  deviendra    '.  •  ' . 


\   àf    i  \  cly//    ( 


Exemple.    Sojt  k  dérivëe  du  second  qrdfc  . 

,  .y    ^'  ,  ^" 

■■  -y  .  ..r       X  '  . .  . 


qni  représente  le  cpeffichent  da  da;'  dans  la  difl^rentidile  se- 
conde 


\  r 


en  supposant  y  fonction  indéterminée  de  a;  ;  if  s'agit  de  recon- 
naître si  cette  ^flEerentiéllê  est  exactement  '  câie  d'une  'autre 
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jifTéreàtielle  du  premier  ordre  ,  ou  seulement  si  son  coelHcient 
est  la  dériva  exacte  du  coefficient  du  àx  dans  celle-ci  :  on 
trouve  '    '■     .  \ 

2V  =  — .^4-1^  — ^ 

;    y       j^        r 

lé  coefficient  jR'^'  et  les  sïiîvans  ëtant  nlits';  Téquation  dé  con-^ 
dition  est  satisSaiite  i  et ,  eit  effet,  fai  propos^^e  est  la  di(£ërexi?* 

x*^  ■  ■  ■  ■  ■  ...  ' 

tielle  exacte  de  ■  dx,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  son 

y  .  •  \  - -■-  '^'•.  —  , 

coefficient  est  la  dériv.ée  exacte  de  ^n^à  ... 

'  ■  '    y^  '      '      ' 

Si  la  fonction  proposée  contenait  non-lentement  les  variables. 

Xi  y  avec  leurs  dérivées,  mais  de  ptiù ,  une  autre  ^aciable  t,^ 

Ibnctioii  indéterminée  de  x,  avec  ^nr^mvi^  2',  ^,  etc.  ^  pn 

ferait,  par^rapport  ii  cette  dernière  varaUe,  dés  raiaonnfmeas 

^  ét^  opérations  semblables  à  ceux  &iu.  celaiiveniient  k  la  ya-^ 

riable  y  ^  et  on  parviendrait  à  une  équation  de  condiiijQiji  ent^èir 

rement  analogue  à  çeile  qu'on  a  trouvée  pour  y ,  et  qui  serait 

—--  — j r—  + j ^  +  etc.  =  o. .  • .  (3), 

Ainsi 

A* 

exacte 

équations  de  condition  (a)  et  (3)  aient. lieu',  et  réciproquement 
ces  deux  équations  ayant  lieu  .d^lles-mèihës ,  on  sera  assuré 
que  la  fonction  proposée  est  une  dérivée  exacte ,  quelles' 'que 
iioient  les  fonctions  y  et  js.  ^ 


4g6  Lr.çons 

Si  on  voulait  que  la  •  fonction  V  fût  une  dénree  exacte  du 
second  ordre  ;  il  faudrait  de  plus  que  la  fonction  primltiire 

de  F,  c^est-à-dire ,  la  fonction  V  fût  elle-même  une  dérivée 
exacte  :  or  en  supposant  pour  abréger 

p  =  P— Ç'  +  A^+ctc,    y  =  Ç— il'  +  etc.>    r=K— etc., 

on  a 

et  il  est  farile.de  trouver,  par  les  mêmes  pi^océdés  employés 

pour  1^   fonction  P,^  que  la  condition  nécessaire  pour  que  la 

fonction  U  soit  tiine  dénvéje  exacte  ,  indépedd^mment  de  la 
valeur  de  « ,  est  renfermée  daps  Téquation 

p  —  /  4"  ''^  ""  **c,  =  o , . 

laquelle ,  en  remettant  pourp^  ^,  r,  etc.* leurs  valeurs,  devient 

p-;^  a  Q'4,  3/iV  _  etc.  =  o.: 

donc  pour  qu'une  fonction  de  la  iovatt  J (^x^ y^ y' ^ y* ^  etc.) 
soit  une  fonction  dérivée  exacte  du  second  ordre  ,  x'est^à-dire , 
ihie ' fonction  dérivée: d'une  fonction  dérivée,  indépend aminenC 
d'aucune  relation  particulière  entre  a:  et  jr,  on  aura  relativement 
à  y ,  outre  la  condition  (2)  ,  celle-ci 


j^^^     Ur!j  V^"-^-.etc.  =  o...(4), 

et  Ton  aurait  une  partielle  condition  relativement  à  z,  si  la 
fonction  proposée  contenait  aussi  z ,  z%  2",  etc. 

On  trouverait  de  même  pour  que  la  fonction  proposée  fût 
une  dérivée  du  troisième  ordre ,  relativement  à  j* , 


.^-^ 3 j£ L  6  ■         j  —  etc.  =  o. . .  (5), 

dy   .     :  do:  ~  do:» 

et  ainsi  de  suite. 
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Considérons  une  fonction  dërivée  du  premier  ordre  ,  telle 
que  fi^  ^y^y)  '  l'équation  de  condition  pour  quMie  soit 
une  dérivée  exacte,  est,  d'après  (2), 

mais  pour  que  cette  équation  puisse  être  identique  ,  il  faut  que 

le  second  terme .  ne  contienne  pas  de  coefficient  dif- 

dx  *^ 

férentiel  relatif  à  y ,  d'un  ordre  plus  élevé  que  le  premier  terme 

d.  A" 
'  '^  :   or  celui-ci  ne  peut  contenir  que  y  ;  dont  il  faudra  que 

■■  y^    ■  ne  contienne  psitj^  9  autrement  sa  dérivée  par  rapport 

ii  Xf  notée  par .  ,  contiendrait  j-*  :  il  suit  de  là  que 

la  fonction  proposée  ne  pent-étre  de  que  la  forme 

^  et  f  étant  des  signes  de  fonctions  :  on  aura  donc 
dy   -    àj    +<y     Ay  ' 

'^•^-*f*  ^\     d'oà    _i±lJ ^ ifiiîZl 
dP *(*'^)'     **»*     dî Â^ • 

Ainsi  réquation  de  condition  ser^ 


-dp+^-^ ds; — =^' 


3a 
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inaU  • 

dx  ix  ^     éy     * 

donc  réquation  prëcëdente  se  riàûii  à 

d.'^y        d,^x  „  ^      i.^y  ^     à,0x  ^ 

dy  dx     "^     *  djr  dx 

en  sorte  qu^en  désignant  4^  Ç^x^jr  )  p^u*  P,  9(^9/')  p^^i*  ^»  ^^ 
proposée  qui  devient  alors 

Pdx  +  Çd^, 

h^est  intégrable  que  sous  la  condition 

dy         dx     ^ 

ce  qu'on  savait  déjà  ,  et  ce  qui  sert  ji  vérifier  Tanalyse  précé-* 
dente. 

Supposons  maintenant  que  la  fonction  proposée  soit  du 
second  ordce^  et  de  la  (orme/  (x,  jTj  jr'^  y^  )  :  Wqyatioti 
de  condition  pour  qu'elle  soit  une  dérivée  exacte  ,  sera'  ^ 
d'après  (2)  , 

dy  dx         "**  dx* 

Il  est  d'abord  évident  que  pour  que  cette  équation  puisse  être 

•j      •  •!   r  d.fy^f 

Identique^  il  faut  que --|-^  ne  contienne  pas  ^//;  autrement 


-m 


ày 


dy    , 
-j-^l contiendrait  j**^,  et  comme  les  termes  précédens 

ne  peuvent,  contenir  que^,  r't  j"?  ^t  le  terme  contenant 
j-»^  ne  serait  pas  détruit.  La  fonction  proposée  ne  pourra  doue 
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être  que  àe  la  forme 

et  on  en  déduira 

•  ^  s 

1 

df»  dy    ~^     dy 

en  sorte  que  réquation  de  condition  sera 

dy  "^        dy  da;  dx  , 

d»  .  ^(«,  ^^y) 

^  dx» 

or 

do?  dx     ^«^      d^     ^«^      àf ^ 

donc 

dFr'.-i^l     dry'^^i 

d'.y(3:,y,y0^d'.<»x  L^        dy    J       '    L"^       dy'    J 

d«'  dx'  ,.à3B         *  d» 

Par  cette  substitution,  la  méme'éijuation  de  condM'ob  déViétidiu 

d(^àt\ 

""IF"  "Ir  ^         "^    dar» 

ClX 

Supposons  9  pour  abréger,  '    o 


Sm  Leçons  "^ 

la  caractérîstiqae  ^  dénotant  une  fonction  connue  Atx^x^  Y'  ^ 
on  aura  Tëquatiou 


•_        tm 


4X  ^       dj      *^  d« 

mais 

d*         ~    dx    '*'•'      df     "^  -^      dy    * 
donc  l'équation  de  condition  se  réduit  à 

Or  il  est  visible  que  la  quantité  y^  n'entre  pas  dans  les  trois 
premiers  t^mes,  puisqu'elle  n'entre  pas  dans  les  fonctions 
représentées  piair  4^  et  o  :  donc  pour  que  l'équation  puisse  être 
identique ,  il  faut  que  les  termes  multipliés  par  jr^  disparaissent  : 
par  conséquent  l'équation  de  condition  se  partagera  dans  leé 
deux  suivantes  : 

qui  devront  avoir  lieu  séparément  pour  que  la  proposée  soit 
une  dérivée  exacte. 

> 

Exemple,     Reprenons  la  dérivée  (  pag.  494  ) 

r      r       y  ' 

on  aura  ici 
d'où  on  drera 
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d.^o;         I        d.<py  a> 

djc     ~y  '      dy  j'»  *  , 

dx  <y       '   -^        djr  jr.  jr 

y"      r     y^  ' 

d..*«       y*     d.*y  a;ry'      d.^jc'        «  ' 

d»    ~J^»'      djr     ~""   jr?    '     dy*    ^^' 

Ainsi  les  deiix  équations  de  condition  deviendront 

XX' 

— ::;  +  '^  =  ^' 

^.  +    y     -r  ^«         ^  ' 

^ulf  comme  on  Te  voit ,  se  vérifient  d'ellès-métnes. 

Il  est  prouvé ,  par  ce  que  nous  venons  de  dire  «  que  les  fonc- 
tions dérivées  des.  deux  premiers  ordtes ,  ne  peuvent  être  des 
dérivées   exactes  9    à    moins    qu Viles   ne  soient  de   la   forme 

et  on  démontrerait  de  la  même  manière  que  si  la  fonction  pro- 
posée est  de  Tordre  n,  elle  ne  pourra  être  une  fonction  dérivée 
exact?,  à  moins  qu  Vile*  ne  soit  de  la  forme 

et  on  prouverait  aussi  que  de, même  que^pourjes  fonctions  du 
second  ordre  9  Véqualion  de  condij.ion.se  décompose  en  deux 
qui  doivent  avoir  lieu  à-la-fois,  pour  les  fonctions  du 'troi- 
sième ordre,  elle  se*  décomposera- en  trais;  pour  les  fondions 
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du  quatricme  ordre ,  elle  se  décomposera  ep  quatre ,  et  ainsi  Je 
suite. 

Cherchons ,  en  second  lieu ,  les  condi^tions  sous  lesquelles 
une  équation  dérivée  entre  un  nombre  quelconque  de  variables, 
peut  admettre  une  primitive  entre  les  mêmes  variables. 

Soit  V=  o  une  équation  dérivée  donnée  entre  z^  x^  y  et 
les  dérivées  r',  zN...^  y' ^  y^***  de  r  et  ^;  et  il  s'agit  de 
trouver  les  conditions  nécessaires  pour  que  n  soit  une  fonction 
de  Xyy^y^yfl^  etc. ,  indépendamment  d'aucune  relation  entre 
X  etj^.  Si  dans  V ou  z  est  unp  fonction  de  x^y^y^y"^  etc. , 
on  écrit  partout  y  -j-  0  pour  y,  et  conséquemmenty  -j"  ^'  pour 
y^y^  H"  «^  poury^  etc.,  la  quantité  #  étant  supposée^  comme 
ci-dessus,  une  fonction  indéterminée  de  x,  et  qu'on  développe 
suivant  les  puissances  et  les  produits  de  4»t.^\  0'^  etc, ,  la  fonc- 
tion V  deviendra  comme  plus  haut , 

r+  V+  ^+  1^4- etc., 
et  Ton  aura  les  équations 

r=o,   V=o,   r=o,   ^=o; 

car  si  on  imagine  qu'on  substitue  dans  V  pour  z  sa  valeur  en 
Xyy^y'^y'^^  etc.,  IVquatîon  V  =  o  deviendra  identique; 
donc  celte  identité  subsistera  encore  après  la  substitution  de 
J  +  «  ?  /  +  «S  y^  +  «'S  «te. ,  pour  j,  y,  y^,  etc. ,  et 
Je  développement  suivant  *>,  «%  «^/,  etc.;  et  comme  ces  der- 
nières quantités  sont  supposées  indépendantes  de  x  et  j*,  il  est 

1        a 

visible  que  chaque  terme  F,  K,  etc. ,  qyi  contient  les  mêmes 
dimensions  de  ai ,  »',  «'^  etc. ,  devra  être  identiquement  nul 
dans  l'équation  développée 

V+}^+y+  ^+etc.z=o. 
Représentons  la  fonction  f^par 

f{z,z\zl'\t{ç.,o^    J^,y,yS  etc.)  =  o. 
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et  dénotons  par  r ,  r ,  etc. ,  les  différens  termes  ds  développe-* 
ment  de  la  fonction  r,  dans  lesquels  les  quantités  «,  «%  4»^,  etc^ 
forment  ensemble  une  ,  ou  deux ,  on  trois  ,  etc. ,  dimensions  : 
or  la  somme. des  tiermes  de  première  dimension  en  m\  m' ^  etc.  , 
donnés  par  la  fonction  y,  en  y  regardant  ponr  un  moment 
r,  z^m.*  corbme  des  constantes,  et  observant  que  x  ne  prend 
pas  d'accroissement ,  est  (  Cal.  diff.  chap,  XIII.  ) 


mais  parce  que  z  doit  être  iNie  fonction  de  x^y^  t' •••  ^^ 
lions  désignons  par  ^  (^»jrt/%,y^i  etc.),  et  ^ne  d'ailleurs 

i  représente  la  somme  des  termes^  de  première  dimension  en 
«,  m'^  m^^  etc.,  après  avoir  chiangé  dans  ^  («»yf  j^?^^t  ^*^m) 

z  «E  iVii^  +  Pi»^-+;  Çà^  4.  etc.  i    : 

on  déduit'  de  là 


■s 

I 


iff =2^^^+ (aiVT' + P' )  ér' 4- (  iV4. 3  P  4.  Ç'O  «^  +  etc. , 

'  etc.; 

il  faudra  donc  9  sous  le  signe  y,  changer  Zjz'^  z^f^  etc. ,  en 

jr,  i',  z^,  etc.  ,'et  développer  jusqu'aux  premières  dimensions 
de  #,  ti'i  etc.,  en  regardant  comme  constantes  les  vaiïâbles^ 

y  9  y',  y en  dehors  de  z ,  z^j  zH^  etc. ,   ce  qui  donnera 

ainsi  cette  autre  partie  di^  4éveloppemtnt , 

I  .  ' 

On  aura  donc  ainsi 


•  •I 
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d.j$^  d.;y  rf.jjj^*  (-*' 

■         ■  ■  4 

mais  comme  cette  équation  doit  avoir  liea  indépendamment 
des  quantités  m ,  «%  «',  etc. ,  qui  doivent  rester  indéterminées , 
il  faudra  égaler  à  zéro,  les  facteurs  de  chacune  de  ces  quantités, 
d^où  résulteront  ces  équations 

>  etc. , 

entre  lesquelles  il  faudra  éliminer  les  inconnues  iV,  P,  Q,  etc.  ; 
en  sorte  qu'il  restera  nécessairement  une  ou  plusieurs  équation$ 
qui  seront  les  équations  de  condition  cherchées. 

Supposons  9  par  exemple  9  que  l'équation  proposée  ^oit  de  la 
forme 

r 

on  fera  simplement 

et  l'on  aura  les  trois  équations 
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la  dernîire  donnera  P,  la  seconde  donnera  Nj  et  la  première 
donnera,  par  la  substitution  des  valeurs  de  iVet  JV^,  Téquation 
de  condition  nécessaire  pour  que  la  quantité  z,  dans  la  proposée , 
puisse  être  une  fonction  dtXjjr^  y,  ind^endatnment  d'aucune 
relation  entre  a:  et  y.  •  '      , 

Exemple  l*'.     Soit  Téquiition 
4^  et  f  étant  deux  signes  de  fonctions  :  on  aura 

et  de  là  on  tirera  ces  valeurs 

A*/z A.^z        ^d.<p«     d.Jz' 

"dT- — ir^^  "dT'  "d7"-'^ 

4^  ày        ^    dy    '  ^âjp^—     .'«'>*» '^»-^^- 

i.fyff 
comme  la  proposée  ne  contient  pas  j^^,  on  aura     ^J    ■  =  o y 

et  la  dernière  des  trois  équations  de  condition  trouvées  cî-dessusf 
donnera  sur-le-champ  PszOy*  ce  qui  réduira  les  deux  pre^ 
mières  à 

_il^_yél^_i^r('iiii+y^'j  +  ^•'=o, 


4/  ^y  \    dz  àf;  J 

—  9  (z,a?,j)  +  2V  =  o; 

U  dernière  donne 

donc,  substituant  dans  la  première  et  changeant  les  signés  ^  on 
aura 

dï *=°» 
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mais 

— ai ='^"dr  +  "ïr+'^"^^ 

OU   x'  =  -|-  ^  et  la  proposée  donne 

faisant  donc  ces  ^nbaiitiilioos  et  efiaçant  oe^^  se  dëtratt,  or 
aara  cette  ëquatiop  de  condition 

-V"+'^ *''^''*'*^^  "a^~ir*' '*''''*'^^=^ 

qui  est  la  méuiè  que  celle  que  nous  avons  trouvée  (  pag,  867  ) 
pour  qu'une  équation  Privée  à  troif  variables  ^  puisse  adipiÇttre 
une  primitive  entre  ces  vai'ialles. 

i\  Soient  4  (x,ar,r)===  — — ,  9  C^»  ^F»^)  =  —  — ^ 

X  y 

en  sorte  que  la  proposée  sera 

'  ^     --'■'•  .  '   •    '' 

<m  a^râ 

d«4:y  à.^z  I       d.^or  d.(pr  i 

Ay  dz  X        ax  ^  az  J 

et  Téqualion  de  condition  donnera 

yx      yx 

laquelle  étant  identique ,  annonce  que  la  proposée  admet  une 
intégrale. 

2^  Soient  •vKar,  z,y)  =  —  il ,   (^  (r,  a:,j)=:—  ^: 

la  proposée  se«a> 

;e'4.21^Z.y~o  =  d2  +  -^d:r+-^dy; 

XX  X  X 


i 

% 
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d'où  l'on  conclut  1 

àj  a;  '      dz     """    ^     d«  a?*'     dr  "~^ 

le  premier  membre  de  réqu^tlo.n^de  cpndition  det^ient  df^iic 

I       y  •        .  .      . 

— j>  fo^ictîon  qui  n'est  pas,  identiquement  nulle  ,  en 

X  oc       '     '  ~  ■    • 

sorte  que  la  proposée  n'admet  pas  de  primitive  entre  x^  y 

et  ^.  .  ' ,     ' 

3^  Soient  4^  (<r,  «,  jr)  -=— f^,  ^(z,  «,j')ï=»^»-^; 
on  aura  pour  proposée 

x'  #J i  4-  ^-. —  y'  c=  o  =  ds  +    ■■    "  do?  A>-  ■■  ■    *  dr  « 


et 


4Ï.nJ^  d.^-s?  à*^x 1       à,^z  r 

éy  '    d4r    ""*    ^    da?.""     y^~z^    dz  Cf'^'^)*' 

le    premier    membre    de  Tëquation    de   condition  ,   savoir  : 
— ^  + ^ ,   n'est  pas  nul;  cependant  sî  l'on  pose 

X  X 


■^  -j-  -,    ■     ■  ■    >  =r  O  y      d'où      r=y+^» 


jr—^     i;r—zy 

on  trouve  que  pour  cette  valeur  de  r,  la  proposée  devient      . 

djr  4*  ^^  "~"  ^^  —  4y.  =^  o , 

d'où  l'on  conclut  que  zsrj'-^ar,  est  une  solution  singulière  ^e 
la  proposée,  puisqu'elle  lui  satisfait  sans  constante  arbitraire^ 

Exemple  IL     Soit  réquation  «lérivée  du  second  ordre 

—  zy'r»  —  j' (  I +y  +  r")  4- («  +  «')y' =  » 
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qui ,  multipliée  par  ^r^,  revient  à  celle-ci 

nous  aurons 


en  sorte  que  les  ëqoations  de  coiulition  (6)  deviennent 
N{  z'y9  —yz")  +  N'{zy9  —  %fzf  )  —  Nffzy'  s=  o  , 
—  («^  +  3y'*  +  z'«  +  i)  +  P(— yz//.+<r*) 

Il  serait  assez  difficile  de  s^assurer  si  ces  conditions  sont  sati^ 
faites ,  quoique  cependant  la  proposée  soit  une  dérivée  exacte. 

Exemple  IIL     Soit  enfin  la  dérivée  du  second  ordiie 

Vz=xzz^+xz^''{'yzz'-{-xjy''^xY'*+yy^'^x+ay=zOf 

qui  revient  à 

xzà^z  +  xiz^  '^yzdxàz  +  xj^y  -rf-  xày^  +y*d^djr 

-j-  (  a;  4"  ^  )  ^^^  =  o* 
On  a 

à\&  .  d./v' 

-^zrzzz'  +  xyll  ^2yf  -^^x,   .^=::,xy+y^ 

à.fy^  â.fz  ,  à.fz' 

d  .fzll 


âzff 


xz 


et  les  équations  de   condition  ne  sont   pas  encore  satisfaites. 
Mais  si  l'on  multiplie  la  proposée  par  un  facteur  n  9  les  équa- 
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lions  it  condition  (2)  et  (3)  deviendront 


d«  do:        "*  d?        "'°' 

d^oà  l'on  déduit 

dTNdiI 
dj^'dx/  d» 

dr   d*n         /dn   .    d*n    .     d'n 


/dT      d'F    .     d»r  >^    _/'d^_     »  <-  A 
\dy  "■dyd«'*"dy#dW"      V^     a  .  -,    1 

dr   d'n /dn       d*n         d'n   \y 

,/dn         d^\dF      dn     d'f 

/dF       d'F         iW  \      .  /dr  d'F  \  dn 

Vda       d«'d«'*'dr#dW"     W  ""*d*<'d*/ dx 

àV   d*u /dn       d»n         d^n  \y 

/dn         d'n  \  iV     dn    d'F 

+ VdF-^'diîs;  dj^cy  •  ï?  •  •  •  ^*^  ' 

br  \  cause  de  F=  09  les  seconds  membres  des  ëquations  (o) 
et  {b)  sont  nuls  :  d'ailleurs ,  en  faisant  les  opérations  indiquées 
dans  les  proniers  membres ,  on  troure 

dn  d*n 

j     ,  I  \  ^n  d'n 

Eliminant  •; — «  on  obtient 
do?»' 

(  X  +  w'  ^-^y'  )  n  =  o , 
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équation  satbiaite  par  ' 

et  comme  d^ailleu»  ceil*  ««juation  salûiait  »  b-propMce ,  ainsi 
qa'il  est  facile  de  s'en  assurer,  elle  ne  pourra  être  qu'une  pri-^ 
mitive  singulière^  paisqn'elle  ne  renfermé  pas  de  constante 
arbitraire. 

Dans  le  second  exemple,   on  est  conduit  aux  deux  équa- 
tions 

j_ 

dll  d^ll 

...   .        d*n 
^t ,  en  éliminant  j-^  ^  on  trouvé 

o  j? 

Avant  de  continuer  Pènmiiiatîon,  il  convient  d^examinersi  cette 
équation  ne  serait  pas  satisfaite  en  y  substituant  les  valeurs  de 
z*  et  z'"^  tirées  des  deux  équations 

or  comme  k  chose  arrive ,  il  s'ensuit  que  la  proposée  est  inté- 
grable. 

11  est  facile  de  généraliser  ce  qui  fient  d'être  dh,  c'est-à-dire, 
de  l'étendre  à  une  fonction  dérivée  d'un  ordre  quelconque,  et 
d'un  nombre  quelconque  de  variables. 
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CHAPITRE    XVIII. 

Du  Calcul  aux  différences  finies. 

LESpremiersauteurs  du  Calcul  difTérentiel,  BarnhPttLeibnitZf 
ont  considéré  les  quantités  variables  comme  croissant  par  des 
difTérenCes  infiniment  petites  ,  et  ont  inventé  les  équations 
làiflférentielles  pour  déterminer  les  rapports  de  ces  différences. 
Comme  la  supposition  des  quantités  infiniment  petites  répugne 
a  la  rigueur  de  l'analyse ,  on  a  considéré  depuis  les  accrois— 
semens  des  quantités  variables  comme  finis ,  et  on  a  formé ,  à 
IMnfiitalion  du  Calcul  différetltiel ,  un  nouveau  calcul  pour  les 
<iifféfetices  finies  :  ce  calcul  dont  Tqylor  avait  donné  la  pre-« 
mière  idée  dans  son  Méthodus  incrementorum  9  et  dont  on  s'est 
beaucoup  occupé  dans  ces  derniers  tems,  sous  le  nom  de 
Calcul  aux  différences  finies ,  sert  à  trouver  la  loi  des  termes 
consécdfifs  d'une  série  ou  progression  dans  laquelle  on  connaît 
l'eipréssioA  ou  la  i(brmation  du  terme  général,  et  réciproquement 
à  trouver  l'expression  du  terme  général  9  d'après  la  loi  des  termes 
consécutifs.  Ainsi  le  calcul  ;  qu'on  a  nommé  aux  dtfftrences 
Jmies ,  n'est  proprement  que  le  calcul  des  suites. 

'Soit  Ufté  suite  de  quantités 

o         z         a       3         4 

f  ai-  répondent  à  ces  quantités  en  progression  arithmétique 

0 ,  1 ,  2  / ,  3  z ,  4  <*  9  ctc*  9 

désignons,  en  général ,  un  terme  quelconque  de  la  première  suite 
par  y  ^  et  le  terme  correspondant  de  la  seconde  suite  par  cA 
désignons  de  plus  par  y^ ly^^y^^^  etc.  les  termes  qui ,  dans  la 
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première  suite  j  suivent  le  terme  y ,  et  qui  répondent  aux 
termes 

x-^if    «4*^ '9     x-)-3f|  etc. 

de  la  seconde  :  enfin  notons ,  pour  plus  de  simplicité ,  par  les 
caractéristiques  A  ^  A*  ,  etc.  les  différences  premières  ,  se* 
condes ,  etc.  des  termes  de  la  première  suite  «  de  manière  qu'on 
ait 

1 

à  regard  de  la  seconde  suite ,  il  est  clair  qu'on  aura  Ax=i, 
/i*x  =  o  j  A^x  =  o ,  etc.  Cela  posé  ,  supposons  d'abord  que  la 
première  suite  soit  formée  de  la  seconde  par  cette  loi  très- 
simple 

o  étant  un  coefficient  constant  pour  toute  la  suite  :  on  aura 
donc  aussi  en  changeant  jr  enjr'  et  o;  en  x  +  i,  Téquation 

jr'=fl(«  +  i)....(2); 

et  comme  les  deux  équations  (1)  et  (2)  doivent  avoir  tieo  en 
même  tems ,  on  pourra ,  si  l'on  veut ,  en  éliminer  la  cons- 
tante a.  Retranchant ,  à  cet  effet ,  la  première  de  la  seconde  9 
il  restera 

y  —y  =  ai  9     ou     Ay  =  ai ,     d'où     a  = ;' 

donc  substituant  cette  valeur  dans  la  première  ,  elle  deviendra 

xAy 

La  première  équation  y^^ax  donne  le  terme  général  de  la 
suite  ,  et  la  précédente  donne  la  loi  entre  les  termes  successif  \ 
car  puisque 

on  aura 


y 
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formule  qui  montre  comment  un  terme  se  forme  du  précédent. 
Kéciproquement  ,    connaissant  cette  loi  des  termes ,  •••«•] 

jr=r  — r^7   i^  terme  général  sera  nécessairement 

a  étant  une   constante    arbitraire  ,    puisqu'alors  — ^=-:^^  ' 

A  y  .  ,  '      . 

et  que  —-  est  une  quantité  constante  dans  toute  Tétendue  de 

la  suite. 

Si .  là  différence  /  de  la  progression  arithmétique  devenait 
infiniment  petite ,  la  différence  correspondante  Ay  deviendrait 

A  r 
aussi  infiniment  petite  ,  et  leur  rapport  —^  =r  a  serait  toujours 


i 


'  .       .  .  .        dr 

le  même  :  dans  Tinfiniment  petit ,  ce  rapport  devient  -y^f  en 

dix 

regardant  j^  comme  fonction  de  « ,  et  Téquation  j^=s:aj;  devient 

alors 

qui  est  la  dérivée  dont  y=zax  est  l'intégrale  ,  a  étant  la  cons- 
tante arbitraire.  ^ 

Supposons  maintenant  cette  loi 

jr  =  ax  +  a*«  • . . (i)  , 

qui  n^est  guère  plus  compliquée  que  la  précédente  ;  on  aura 
donc  aussi  en  changeant  y  en  y*  et  x  en  jt  -)-  i , 

^  =r  tfx  +  ûz  -|-  a*  , 

retranchant  la  première  d«  celle-ci ,  et  mettant  uy  pour  y^-^y^ 
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Ays=ai^     d'où    a  =  —-  , 
snbtiilaant  pour  a  cette  valeur  dans  b  proposée ,  on  ama 

équation  aux  dîfEirences  fimts  ^  indcpembrate  de  Vl  constante  «. 
L'ëquatîon  (i)  donne  donc  Texpression  du  ternie  général,  et 
réquation  (2)   donne  la   loi  entre  les   termes  successifs ,   de 
manière  que  cette  lot  étant  proposée ,  on  aura*  par  h  presaiire. 
équation  le  terme  général  avec  une  Constante  arbitraire  ^r. 

Soit  y  en  général , 

réquation  par  laquelle  le  terme  général  y  est  déterminé  en 
fonction  de  x ,  a  étant  une  constante  quelconque  :  cette  é(pia- 
licm  est  cenaée  avoir  lieu  également  pour  les  termes  SBCcessib 
jr'j  y^  ^  etc.  qui  répondent  aux  valeurs  successives  «  -f~  *'  r 
:»  '\'ai  y  etc.  de  x  :  ainsi  on  aura 

et  on  pourra  par  la  combinaisQn  de  ces  deux  équations ,  éli- 
miner la  constante  a.  On  aura  de  cette  manière  une  équation 
sans  a,  mais  qui  sera  en  x  ^y  tly^^  et  si  à  la  place  de  j-% 
on  substitue  y  +  ù,y  ,  Féquation  sera  en  x  ^  y  ^  Ay  ,  et  ce 
sera  une  équation  aux  différences  premières. 

De  même    si  réquation   du   terme   général   renferme  deux 
constantes  a  et  ^  ,  comme 

'^(^»r»«»  *)  =  o» 

on  pourra  faire  évanouir  ces  dçiix  coLstantes  par  le  moyen  des 
deux  équations  successives 

^i^  +  ^j^f  a,b)z=z9^      F(^x-\^a.i,yil^a,  3)  =  o; 
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^équation  résultante  s#ra  alors  entre  x ^y  ^ y\  y^^  ou  entrât 
«,  y,  Aj^,  A'j»  en  remplaçant  jr'  par  y  +  Aj,  y  pac 
j"  -f-  i  Ajr  -f-  A'j"  :  ce  sera  donc  une  équation  aux  différences 
secondes.   £t  ainsi  de  suite. 

Donc  réciproquement ,  toute  équation  aux  différences  pre- 
mières,  ou  entre  deux  termes  successifs  ,  t:omportera  une  cons-« 
tante  arbitraire  dans  Téquation  du  terme  générai  ;  toute  éqiu«<* 
tion  aux  différencçs  secondes,  ou  entre  trois  terinçs  successifs^ 
comportera  deux  constantes  arbitraires  dans  Téquation  du  terme 
général ,  çt  ainsi  de  su^te.  Cest  ce  qu'on  peut  encore  démontrée 
comme  il  sait. 

Considérons,  p^r  exemple ,  qne  équation  quelconque  aux 
illiré^ene«9  premières  e^tre  ^«j^etjr',  et  supppsoqs  qu'ayant 
^é  4»  cette  éqva.tiç^  1^  y^l^ur  à^fj  on  *rt 

comme  la  même  équation  dpit  avoir  lieu  dans  toute  l'étendue 
de  la  sériç  9  si  l'on  fait  su^cesçirement 

4;  =  0»     ^!S^Àr     5^^*f     =^3/»   etc., 

la  variable  y  deviendra 

«t  y  deviendra  en  même  tems 

ainsi  réqnatlon  précédente  donnera  cette  suite  d'équatipns 

I  o  ft  1  3  ft 

jr=/(o,r)»    ^==/(»»jK>»    y=fi^i^y),  etc.; 

donc  en  substituant  successivement  les  valeurs  précédentes ,  tous 

1         ft       3  o 

les  termes  y^i  y  i  y  i  etc.  scr^M^  4waés  pa^r  le  premicir  term«  j, 
•t  ttR  terme  queIcMiqiM/y  répobdljmt  à  m^  seta  donne  en  ^  eiy. 


N 
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Ainsi ,  Texpressi^n  du  terme  général  y  contiendra  nécessairement 

la  valeor  arbitraire  et  constante  du  premier  terme  j^. 

Si  réquation  proposée  était  aux  différences  •  secondes  ,  ou 
entre  les  termes  successifs  y^  y'  ^  y^^  on  en  déduirait 

donc  faisant  successivement 

jC  =  o  9     =  / ,  '  =  21 9     c=  3/9  etc.  9 
on  aurait 

y^fi^^y'^y)^  y=/(.^jyjy)i  j^=/(*'»^»r)retc.; 

de  sorte  qu'en  substituant  toujours  les  valeurs  précédentes,  on 

a        3        4  ^  #1 

aurait  les  termes  y^  y,  y^  etc.  donnés  ^isry,y;  par  consé* 
quant  le  terme  général  y  répondant  À  ^9  serait  exprimé  en 

o        1  o         1,  ^ 

^^y^y^  ^^ y r y  aurait  des  valeurs  arbitraires  et  constantes^ 
£t  ainsi  pour  les  équations  aux  différences,  plus  élevées. 

On  voit  par  là  que  le  nombre  des  constantes  arbitraires',  qui 
doivent  entrer  dans  l'expression  du  terme  général ,  est  néces- 
sairement égal  à  Pexposant  de  la  plus  baute  différence  qui  entre 
dans  la  proposée  ;  d'où  l'on  doit  conclure  que  toute  expression 
du  ternie  général ,  qui  satisfera  à  une  équation  aux  différences  , 
et  qui  aura  autant  de  constantes  arbitraires  que  cette  équation 
en  admet ,  à  raison  de  l'ordre  de  ces  différences ,  devra  être 
regardée  comme  complette,  de  quelque  manière  qu'on  y  soit 
parvenu  {Cale,  diff, ,    chap.  VIII). 

Le  calcul  inverse  des  différences  est  au  calcul  direct  ce 
qu'est  le  Calcul  intégral  au  Calcul  différentiel  ;  en  effet  ,  il  a 
pour  objet  de  remonter  des  différences  aux  fonctions  primitives 
qu'on  nomme  encore  intégrales  :  malheureusement  les  règles 
sont  encore  en  très-petît  nombre,  et  les  cas  dans  lesquels  on 
peut  s'en  servir ,  sont  très-bornés. 

Ayant  donc  une  fonction  en  x^  on  en  formera  la  différence 
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prsmîire  j  en  changeant  x  en  x  -{'  Ax  ^  ou  en  x^{  j  et  retran^ 
chant  la  fonction  primitive  de  cette  fonction  variée  ;  d'où  il 
5iiit ,  t«.  que  ' 

AÇ^X+Y—Zy^AX+AY—AZr 

et  en  remontant  à  la  primitive  ,  on  a 

2  (  aX  +  aY—  aZ)  =  2aX  +  saF—  xaZ  =rX+r— Z  , 

le  signe  s  étant  celui  de  Pintégration   des  différences  finies  : 
ainsi  V intégrale  d*un  polynôme ,  est  la  somme  des  intégrales  de 
chacun  des  termes. 
a".  Que 

A(tfX)=aAX,     d'où     flX  =  iS.«AX=  «SAX; 

€Poù  l'on  voit  qu'on  peut  à  volonté  jaire  sortir  du  signe  S  9  ou 
introduire  sous  ce  signe  un  Jacteur  constant. 

3^.    Soit  jf  =  a:"*"*"'  ,  m  étant  un  nombre  entier  :  on  en  tire- 
m  +  i       .      (m+ï)m  .  ,  ,  (ni+i)m(rn-i)f  ,, 


1.2:  L 


•  2«3 


4-  ^  ^    ^    ^    ^^ a;'»-3/4-j- -f- i«-+-»a:«  r 

I  •  2««  3  •  4 

en  intégrant  terme  à  terme  chacun  des  membres  dts  cette  equa- 
iion,  écrivant  dans  le  premier  x^"^^  au  lieu  de  ^,  et  passanf 
hors  du  signe  s  les  facteurs  constans ,  on  obtiendra. 

1  I«2 

.    (m+i)m  (m-^i)  „ 
i.a.o 

I!.*:2«3»4 

Cette  équation  ferait  connaître  Wntégrak  Sa:"* ,  si  l'oa  savais 
obtenir  les  intégrales  Sx"**"'  y  Xosl^'Z*^»  •  «Xjc*  ^^puisqji^on^e»» 


tirerkil 


â."i4-«         Cm.  ,  mCm*-*i)  .-     ^    . 


'-L-u-l'^Xx*  V. 


'      m  +  X  ) 

Recherchons  cTabord  S«*  :  or  dc^=« ,  on  déduit  Ay=  j =zx% 
a*ôà  ^  =  /s*»  j  et 

{  f 

Faisant   ensuite   dans  la   formule  précédente  m  r±  i  ,  â±  s  ^ 
e=  3  9   etc. ,  on  en  obtiendra  ces  intégrales 

1      *»  1 

l       X^  X  '        I      , 

3     I  a        ^a.3       ^    ' 

ï         I     a?^          I       ri  .      I     .  .   . 
SX^  =ES  — — -  — ;^  —  x^  4 tx*  +  c  , 

c  représehtam  la  côhstànle. 

On  peut  donc  intégrer  les  polynômes  tels  que..  • 

Jx^  +  Bx*  +  Cx  +  D.  En  effet , 

x(^Aji^  +  Bx^  +  Cx+D)  =  J2x^  +  Bxx^+C:E:x  +  Dzx''y 

et  en  mettant  pour  Sor^,  j:x%  i  af,  2a?*  leurs  valeurs  cdAnues , 
on  aura 

uéi^^zBi+2C       ^  '*/»  — 3Cz4-GI) 
V  -  4»  '  bi  • 


DE  CltCVt  tKTÉGRALr  Sl^ 

Il  existé  un  genre  ie  fonctions  rationnâmes  qui  s^ihtègrent 
avec  la  plus  grande  facilité  :  tels  sont  les  jpFodiiits  de  la  forme 

en  effet,  en  écrivant  x  4*  <  pcnir  x,  u  devient  u  -{-  Au  ^^t 
retranchant  le  premier  développement  du  second,  jqu  a 

/      Au      \            S.Aw                   u 
et  comn?ex(  r ^ — r')  =  7 rT"-==; TT'-J  ^^^  ^i'*'* 

I  fi»  "^  ry  * 

en  écrivant  dans  ce  résultat  â;-^  »  tu  Iseu  d|p  je,  et  m -4^1  aa. 
)ieu  de  m  ,  on  aura 

s= .    '  . — r-r ' ' *■+  iswi^.. 

(m  -^  a  )  * 

V 

Venons  aux  fractions  rationnelles ,  et  supposoas  les  décom-^ 
posées  txt  iraGtions  sîœplesy  -coaime  on  le.âiitpoiir.  FratégiÀtion  1 
00  a 

^         _      A      __  A 

ar  +  û-f-i  x-\-a  *^        ar+a 

%\  en  |>renant  Tintégrale  de  chaque  membre ,.  il  vient    ^ 
X  / — ; — ; — }  = ; ^-r()fwf; 

Soit,  pour  exemple,  1.  b*^^\..^^^^^±lL^^--^ -^ 


5^  *    LiçoHS    :    ^ 

M  d^coBipositi^  en  fracliom  simplet  domnê  lien  à  celle-cit' 

.  "77" •  ir "•" 7" •  M^ "T : ÎHhS  * 

en  sorte  que 

**(»  +  !)  C»  +  aO         *         *   ■*"   »        *  +  ^ 

;...■•.  ^-  .-■•      , 


or- par  là  formnk  obtenue  plot  bant,  on  a    .   '  .* 

et  par  conséquent  j  en  faisant  a  s  o  ,  et  divisant  par  A  qui 


tt\  une  constante  f 


I  II'. 

X s=?S — !— . 1 

en 'substituant  cette  Taleur,  on  trouvera 

/  •     .        .  ... 

3x  +  i  if        X  1     V        I      I 

mais  Z  <  — ; :  — :  >  == :  :    if  viendra  donc 

-  r 

3x-(-af                           2               X 
S  -^ — ,    .V  . ; rr  =  —  rz — j— rr  —  -; |-/»iw#. 

z  j?  (x  +  ï  ) 

Il  arrive  bien  rarement  qu'une  fraction  rationnelle  proposée 
soit  la  différence  exacte  dVne  fonction  primitive ,  et  consé- 
quemment  qu'elle  soit  intégrable. 

Passons  aux  fonctions  transcendantes*  De  ce^  que 
t         -  A  (  a'  )  =  tf'  (  tf  —  1  )y 


DE  Calcul  intégral.  Sa» 

il  s^ ensuit  que 

a^  —  i     ' 
On  intègre  aussi  Texpressîon  a'y ,  lorsque  ^ 

\^  =  a  -I-  /3  a;  +  7^*  +  ^^^  +  ^^^'  » 
«9  i8,  V,  ^,   etc.  étant  des   coefBciens  constans.   Car  si  l'on 
suppose  * 

'  (^^  fix  +  yx*  +  i-jc^  +  etc.)  =  a'X^  +  JBx  -f  C^'  +  Px^+  etc.), 

et  qu^on  prenne  la  différence  de  chaque  membre  ,  on  aura 

x4.^x+ya?'  +  i-x^  +  etc.)  =  «'-*-*  (A+B(x+i^  +  ^C*  +  0' +  «te.) 

—  tf'     (^+-Bj:+Car»+ etc.)N, 

* 

développant  le  second  membre ,  divisant  par  a' ,  et  comparant 
les  termes  semblables,  on  évaluera  A  j  B y  C ^  etc.  en  a,  jS,  y, 
a  et  z  ,  et  il  restera  à  reporter  ces  valeurs  dans  l'expression 
supposée  de  2 .  A'  («  -{•  /3a;  +  etc.  ). 

En  partant  de 

A(/a?)  =  Z(a;  +  i  )  — /^=Z  ^i-f.-i-V 
et  intégrant  de  part  et  d'autre  ,   on  a 


Zx  =  2 .  /  (   I  -j j 


l  désignant  un  logarithme  népérien. 

Venons  maintenant  à  l'intégration  des  fonctions  circulaires. 
i*.   Cette  formule  connue 

cos  -/<  —  cos  jB  =  —  2  sin (A — £)sin (AA^B^^ 

a  .  a, 

sous  les  hypothèses  y^  =  a?  +  i,  B7=:x  ^  devient 

cos  (:§  -J-  2  )  —  cos  X  =  Acos  a;  =  —  a  sin  —  i  siiif  f  x-{ i  W 


Bia  LeçoIis 

d^où  Ton  t're 


(,     t    A  Acosx 


a  sin-— £ 


et  en  écrivant  x  -« i  an  Ken  cle  a:  ^ 


«m» 


A«cosr;v  —  —  I  j 


A  tin-^i 


et  mt^ant 

cos (a:  —  —  /  ) 

i  sm  op 3=r  •-*•  *  '>      ■  ' ■■  ■    Il   «^  eonsi» 

s  sin  -^  f 

a*.  De  cette  formule 
sin  ^  —  sin  j?  =  :&  sin  —  (  -<rf  —  jB  )  cos  -^  (jl+  B>  > 

•n  déduit  pour  A:t=zX'^i^B=zXj 
in  (  or  +  O  ""  ^^'^  *  =  ^  ^^"^  **^  =  ^  ^^"  —  '  cos  (  ^  -| Jf*  )  y 


sm 
d'où  l'on  lire 


(-+tO  = 


Asîii  X 
cos  (  :i:  H i    1  = , 


1     . 
a  sm  —  i 


tt  en  intégrant 


(.     î    A  sfn  X 


const. 


a  sm  ^ —  i 

2, 


ei  en  écrivant  x  —  —  /  pour  x  y 


-       DE  CiKÉttrt  tKtiGRAL;  5a3 

«"(*  — -jO 

^  ces  «  t=        ■  rf-  r(>f»5f. 

2  sm  —  i 
.a 

LMntégfatîon  par  pairties  se  pratique  sur  les  diRefenoes  aussi 

bien  q^e  sur  les  difTt^i^entielles  :  soient  P  et  Q  deux  fonctions 

^quelconques  de  â:,  et  lalsons 

en  prenant  la  différence  de  chaque  membre  de  cette  équation  j 
on  aura 

développant  et  réduisant,  en  observant  que  Ç  2  AJftiiîÇP,  pâfcè 
que  les  deux  sîg^nes  2  et  A  se  détruisent ,  il  viendra 

0==AÇ2(P+AP)+Ar,      Joù     Ar  =  — aÇ:£(P+.A^), 

jet  par  conséquent 

^^  =  — s(aÇ2  (P+ aP))=— xaQsP»^ 

P,  désignant  P4- aP.  Donc 

X-PÇ  =  ÇxP—  S  (aÇïP,  ). 

Soit  encore 

s(a$.zP.)  =  aÇs'P,+ 5, 

#n  observant  que  de  même  qu^on  a  écrit  A*X^  A^Xj  etc.  ^  au 
lieu  de  A  (AX)t  A  (  A  {Ax  ))  ,  etc. ,  on  écrit  S*X^  li^Xj  etc.  ^  ail 
lieu  de  î  (2  A)  ,  2,(2  (2  A?)),  etc.  ;  si  l'on  prend  les  difféEettcn 
et  que  l'on  opère  comme  ci^essus ,  on  trouvera  successive-* 
ment 

AÇ2P,  =  (AÇ-f  A»Ç)2(2P,  +  P0  — Ae2^P.4*A^» 

o=A»Ç2(2P.+P,)  +  A^,     d'où  Ar=-^A'Ç2(2P*  +  P,)  ; 

or  2P,+  P,  =  2P,  +  A2P,  =  2  (P»  +  aP.)  =  SP,  ^  cl  par 
conréquent  Az  =  —  A'Ç2'Pa  ,  et 

2,PÇ=  Ç2P— aÇ2'P,  +  2  (A'Ç2»PO. 


5^4  *    LEÇoita  .' 

On  aurait  de  la  même  manière 

2.  JÇ=  ÇSP^  aÇï*P,  +  A'ÇX'P.  —  sCA^Çx^^s)  ^ 

•t ,  en  général , 

2.PÇ  =  ÇlP—  aÇX»P.  +  A'Çx'Pa  —  A^Çx^Pi 

+  a4Çï5P4  —  etc.  , 

formule  dae  à  Tls^r/or.  Si  Ton  y  met  pour  P.  ^  P» ,  P} ,  et€^  y 
leurs  valeurs  en  P, ,  et  qu'on  effectue  les  intégrations  possibles  j. 
on  obtiendra  celle-ci  j 

2.PÇ=  ÇSP— aÇ  (2-P+  2P)+  A'^(23P+  22*P+  SP) 
—  a'Ç  (24P  +  32'P-}+  32?P+2P)  4-  etc.  : 

cette  iormule  s'arrête ,  lorsque^  la  fonction  Q  mène  à  des  diS^ 
férences  constantes  d^un  ordre  quelconque»  * 

Mous  allons  rechercher  la  relation  entre-  le  terme  général 
d'une  suite ,  son  intégrale  première ,  et  le  terme  sommatoire» 

L'intégration  des  fonctions  et  la  sonunation  ^t.%  suites ,  ont 
entre  elles  des  rapports  înti;Ties  ,  et  tels  que  si  on  ne  s'est  pas 
fait  une  idée  nette  de  ces  deux  opérations,  on  est  exposé-  à 
les  confondre  l'une  avec  l'autre.  Nous  allons  donc  établir  une 
notion  précise  de  la  sommation  et  de  l'intégra  lion. 

Soient  w**,  i/',  i///,  «"%  etc.  une  suite  de  quantités  qu'on  sup- 
pose être  les  valeurs  consécutives  que  reçoit  la  fonction  m,  soit 
en  vertu  des  variations  qu'elle  éprouve  par  elle-même  ,  soit  par 
l'effet  de  celles  que  reçoit  une  variable  dont  elle  est  fonction-. 
On  aura 

Sm**  =  2w^ 

2i/'  r=  2m»  -}-  m» 

2w"  =  2i/'  +1/'=  2m^  -f.  w"-)-  li' 

2w'"  =  2w//+  m"=  Sw*»  +  ï/°  +  m'4-  i//^ 

elc, 
2t/('*)=2ttC'» -0  4-1/'."  -  0  =  2  li*^  +  M^+z/-f  Z///+ etc. +i/C'^-0. 


DE   CAICUI.   IMTéCRAL.  SlfcS 

Pour  vérifier  la  troisième  de  ces  formules ,  par  'exemple ,  on 
prendra  les  différences  de  part  et  d'autre  ,  ce  qui  donnera      ' 

uV  c=  m'+  a  m'  ï=  tt'  +  w''  —  w'  =  II", 

et  on  s'assurera  de  la  même  manière  qUe  toutes  les  autres  ont 

lieu.   Nommant  Su  ^^)   la  somme  des  termes • 

ii<»  -|-  II'  -f-  ï'^'^  +  •  •  •  •  +  2^^"""*)  -}"  ^^^^  7  ^^  observant  d'après  ce 
qui  a  déjà  été  dit,  que  ^zi®  est  une  quantité  arbitraire  on 
constante ,  on  a 

2  ii(»)  +A  =  SuiP)  —  ii(") ,     d'où      Sui")  =  2  kC«)  +  «C»)  +  A  : 

uC")  est  le  terme  général  de  la  série  dont  «SuC")  est  le  tetmé 
sommatoire  depuis  et  y  compris  u^  jusqu'à  uC")  inclusivement , 
SiiC")  est  l'intégrale  première,,  et  A  la  valeur  de  l'intégrale^ 
lorsque  ziC")  devient  u^,  et  ce  terme  sert  à  déterminer  une  des 
limites  dje  l'intégrale. 

La  quantité  u^"^)  est  la  différence  entre  iSaC")  et  iSiiC """•),  ce 
qui  fournit  l'égalité 

iiW  =  A  5ii(  »-*)•, 
et  cemrtie 

'   -  ■  »     • 

l'équation  précédente  peut  s'écrire  ainsi 

A»Sii<"-0  =  A2ïl("). 

Le  terme  ziC'*)  peut-être,  en  même  tems ,  considéré  comme  la 
différence  du  terme  ^ziC") ,  et  comme  l'intégrale  de  AziC")  ;  on  a 
donc 

'    A2«C'')  =  2AiiC"). 

Lorsqu'il  s'agit  des  sommes ,   on  a 

aSu  W  =  ^SzK  "  •+  0  —  .Su  C") 


^^6  LxçoNi 

d'autre  part 

5. Atti^")  =Air  +  au' +  A»*^ +. , .  .-f,  AnC»)  I 

d^QÀ  on  çpnclut 

A .  .Stt»  =  5.  AuW  4-  «•. 

Cts  noIîfMM  twffiseat  pour  éublir  U  dUtinctioi)  entre  les  inté» 

grales  et  les  sommes ,  et  faire  voir  comment  elles  «ont  données 

réciproquement  les  unes  par  les  autres. 

JSous  avons  trouvé  plus  haut 

x'          I 
2«= — r x  +  A: 

maintenaal  la  série  des  Sx  étant  Uée  k  cciUe  des  «  par  b  seule 
relation 

on  peut  faire  correspondra  à  une  certain»  valeur  de  2«  une 
hypothèse  quelconque  pour  a;,  pourvu  que  les  valeurs  précé- 
dentes et  suivantes  y  satisfassent  :  }e  suppose  ,  par  exemple , 
que  le  premier  terme  de  la  série  des  1x  est  o ,  et  que  U  terme 
correspondant  de  celle  des  x,  est  10:  substituant  ces  deux 
valeurs  simultanées  dans  l'équation  précédente,  on  en  tire 

i 
et  riniégrçilfi  devient 

—  a?>  -^  5o 

s.  I 

l  z 

On  aura  ensuite  - 

I  - 

—  x*  —  00 

Sx  = : H  -^  ^  4-  5  > 

terme  sommatoira  d'une  progression  arithmétique  dont  les 
termes  extrêmes  sont  10  et  x^  et  la  différence  un  nombre 
quelconque  i\ 


DS  Calcul  intégual.  5^7 

Dans  les  Intégrales  ix*  ^  2«^,  J,x^  9  etc.  obtenues 
( pag.  518)9  on  pe«t  détenautti^r  b  çomtant^ a,. 4^  manière  que 
l'iptégrale  s'évanoni^e  avec  x ,   ce  qui  arriva  pour  c  =:  o  : 

comme  lé  second  terma  de  li  vakiuf  de  1.3^ ,  est  f^  -^-*--  ^j  et 

que  pour  avoir  iS»* ,  il  faut  (paç.5;i5)  ajouter  x'^  à  2x",  il  suf- 
fira donc  pour  transformer  Tintëgrale  en  sQnime ,  de  changer  le 
signe  du  second  terme  de  Tintëgrale.  £n  sorte,  qu^en  obtient  bien 
simplement  le  terme  somma toire  des  puissances  d^une  suite  des 
nombres  pro^^eas  par  des  ^itervjdles  égaux,  à  /•  Nous  nous 
dispenserons  de  rapporter  ces  formules. 

Exemfi^.    Soil,  ^  néri/e 

dont  (i  4*^^)^"  ^^^  ^^  terme  général  tt»  :  on  anra  {iour 
Texpression  du  terme  somtnatoirQ 

5=  2(1 +**)«'+(!  -^Zoi^^a'  +  A. 

Or  ,    d'après   la    règle,    donnée    (  pag*  Sii  )    pour  intégrer 
^  (»  +  *aç  +  etc.  i,  99  trouve , 


donc 


\  a  —  i         (a— i)V 

Pour  déterminer  la  constante,  on  observera  que  pour  «=0f 
on  a  iS  =  o ,  et  qu^ainsi  Fëquation  précédente  devient      >^ 

(a— 1)«  ^      '       -  («  — O' 

«iétennination  qu'onjiaiftera  dans  la  MvUeur  de  S, 


5^8  Leçons 

ProbléMB.  I*.  Assigner  le  terme  giniral  d'une  ndie 
récurrente  dont  Téchelle  de  relation  a  deux  termes» 

Soient  a  et  b  les  deux  premiers  termes  de  la  suite ,  lesquels 
sont  donnés ,  ^  et  ;»  les  deux  termes  donnés  de  Téchelle  de 
relation  :  en  sorte  qu'un  terme  de  la  suite  est  égal  au  précédent 
multiplié  par  ç ,  plus  à  Pantépénnltième  multiplié  par  p.  Ainsi 

çx,9(a;4-')99(^+^)  ^tsn^  ^ois  termes  consécutifs  de 
celte  suite ,  et  ^x  le  moins  avancé ,  on  a 

d'où 

équation  qu'il  s'agit  d'intégrer,  ou  dont  il  faut  déduire  le  terme 
général  ^x. 

Je  suppose  que  l'intégrale  soit 

(p(x+  i) 


[■^T^+*"]= 


c» 


^  et  A:  étant  des  quantités  indéterminées ,  et  (7  la  constante  : 
en  différen liant  par  les  différences  finies ,  ce  qui  reWent  à 
changer  dans  l'intégrale  a:  en  x  +  i  ,  et  à  retrancher  ensuite 
rintégrale  ,  on  trouvera  après  la  division  par  A* , 

<P(^  +  2)  +(^^*  — -j-)^(*+0  — *?«  =  o---(^)  9 

comparant  terme  à  terme  cette  équation  avec  l'équation  (jt) ,'  ' 
on  aura 

dont  la  seconde  devient 

P.  P.' 


DB  CAiXUL  IMTiGRAI.  Sâg 

ainsi  h  n^a  qu^une  valeur,  et  Ar  en  a  deux  que  nous  repré- 
senterons par  k^  et  k^.  Si  Ton  nomme  C  et  O  les  deux  valeurs 
de  la  constante  qui  répondent  i  k'  et  k  kff^  on  auira  ces  deux 
équations 

ft^'-»  9  (  <r  4. 1  )  -f.  pk^*  ^x=zO  ; 

éHminant  9  C^"(~  <  )  9  P^^^  dégageant  f  x,  on  trouvera  cette 
expression  du  terme  général , 

**—    ( pi' _;^*«' )&"-'*»'-«  • 

Pour  déterminer  les  deux  constantes  C  et  C^,  on  observera  quç 
pour  x=ii  ^  X xlésignant  le  rang  du^ terme  général ,  ce  terme 
devient  «,  et  que  pour  xs=a,  il  devient  i;  on  aura  donc 

*~  pk—pk"  ^ 

ckf-^  av 
*—  (^pie^pW)kk^  ' 

La  .seconde  de  ces  équations  peut  se  simplifier,  en  observant 
'qa*on  a  A'ft^=  -—  -^—  ;  de  sorte  que 

ak'—Ck9 
à  = 


d&pgeant  Cet  C^  aa  moyen  des  valeurs  de  «  et^,  on  tronven 

C  =  h  +  apV^       azsszb  +  apkffi 

substituant  ces  valeurs  de  C  et  O  dans  Texpression  du  terme 
général  ^x^  on  trouvera 

_    ( ^  4-  apV)  kf'-^  --  (  ^  4-  opkff)  k"-' 
"^^  ~  pÇ^k'-^k")  A''-'  kff'-*  .     '. 

oà  tout  est  connu ,  et  x  désigne  le  rang  du  terme  général.  On 

34 


53o  L%t(o!!ts 

simplifiera  cette  expression  ,  en  posi^nt  k  :=  <^  p    -ce    qut 

change  Te  quation  pk  —  -y-  =  —  ç  eit  celle-ci  a*  —  ^ A  =  /> , 
€^ni  donne 


représentant  ces  deax  racinc;s  par  a  et  a'  ,  ëvalaant  A\  A^,  p ,  ^ 
en  A ,  A%   faisant  ces  substitutions  dans  <px ,   remplaçant  aa' 

par -;;,  et  p^nt  ^^^^^;^  =  ^  ,  ;;7(^;3^  =2?,  le 
terme  géoéral  sera  de  la  forma 

Lorsque  les  racines  A  et  A'  deviennent  réelles  et  égales ,  on  dé-^ 
montre  aisément,  ainsi  qu'on  la  fait  (p^g-  ^55  et  suiv.],  que 
le  tenne  général  prend  cette  forme 

9X^*Ca:A*+6A», 

o2i 

A»     "^     a3      '  A*  A* 

a*.  Trouver  le  terme  fommatoii^e  de  la  suite  récurrente  ci* 
dessus. 

En  nommant  4^  cç  terme  sommatoîre  qui  comprend  jus- 
qu'au terme  Ax'  -{'  Bx^'  inclusivement,  on  remarquera  que 
aS  est  le  terme  suivant  ;  en  sorte  que 

a5=>Ia'+*'  +  ^A'*-*-»  =2^A.A*  +  1?a'.a", 
donc 

.S  =  ^A2A'+ J5a'2a'': 

or  ,  comme  la  différence  /  de  x  est  Tùnité  ,  on  a  (Cale,  întè. , 
pag.  5ax  ) 
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X'  A" 


2A'=  ,        2A'*^=- 


donc 

A— X  a'— I 

La  constante  C  doit  être  telle  que  Tintégrale  s'évanouisse  pour 
«  =  o  ;  donc 

C—    ^^    ^     ^aV 

A — I     ***   a' — I    ' 

et 

y^(;^'+i_;^)  jB(A''  +  '  — A') 

At— I  a' — I 

S*.  Assignat  le  terme  générai  d'ttne  fsuîte  telle  que  chaque  terme 
ioît  égal  au  produit  des  deux  précédens  respectivement  mul^ 
tipliés  par  p  ^Z  q  ^  plus  une  Jonction  donnée  X  du  rang  x  de  ce 
terme  général. 

£n  conservant  les  dénominations  ci-^iessus  ^  on  a  Péquatlon 
(p(a;4-^)  —  ^<P(^  +  ï)  — P(^x=:Xm.  ..(-<<), 
laquelle  multipliée  par  Ar^,  devient 

^^  ( Jt  4-a )  —  qk'(^  («  +  I  )  -^pfC^xzask'X , 

à  laquelle  on  supposera  Tintégrale  ^ 

Ar*-i^(-t4.i)  +  k*k(^4x: :ss  lk*X  +  C....(J5)} 
en  difFérentîant  cette  intégrale  et  divisant  par  hf ,  on  trouvera 

9  («  +  2)  +  (**"*" "T"}  ^  (*+  i)— A^jr=X; 

•n  comparant;  cette  équation  avec  (^) ,  on  a   h-^p  , 

W 7-  =±2  —  ç  ;  soient  toujours  A',  k^  les  deux  valeurs  de  A:  ; 

l'intégrale  (S),  après  ces  substitutions ^  donnera  lieu  aux  deuiç 
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équations 

•^est-à-dîrt 

ëlîminant  ^(x-f*!)*  on  aura 

Jlf— iV 
9«  = 


Pik'-kiy 

les  deux,  constantes  C  et  C  se  déterminent  par  la  condition 
qu'en  nommant  «  et  ^  les  deux  premiers  termes  de  la  suite ,  et 
faisant  successivement  x  :=  i ,  â:  =  a  y  on  ait 

M—N  M—N         . 


pç^k'—kii)         '    pÇ^k'—kf) 

Si  Ton  désigne  par  M'  et  N*  ce  que  deviennent  Jlf  et  iV 
lorsqu'on  remplace  jc  par  x-^z,  et  qu'on  représente  par  S 
le  terme  sommatoire,  on  aura,  commme  dans  le  problème 
précédent, 

;?(«' — k'I)  p(^k'  —  /c^) 

Consultez  sur  cette  matière ,  les  Mémoires  de  V académie  dé 
Turin  ^  iom.  /*';  les  Sas^ans  étrangers ,  iom.  Vl  et  VII ^  et  les 
Mémoires  de  C académie  de  Berlin  f  année  1776* 

On  peut  déduire  des  principes  précédens  la  formule  du  bi- 
nôme ,  dans  tous  les  cas  de  l'exposant ,  en  la  supposant  démon- 
trée pour  le  cas  de  l'exposant  entier  {Alg,  1".  sect,^:  c'est 
Tobjet  de  l'analyse  suivante. 


( 
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Soit 

(i,j.;c)'»     z=zi'\'Ax  '^Bx^  -^Cx^  +etc.: 
on  a 

(  I  +a:)'"+*=i  +J'x  +  B'x^+  Ox^+eic; 

et  on  sait  que 

A'z=s:A+t,  B'snB  +  A,  C=zC  +  B^  etc., 
4'où 

A'—A=zAA=:zi,  B''^B:^AB=zJ,  C'^C:;^AC=B,  etc.  ^ 

conséquemment 

^  =  21  V  5  =  S2<,  C  =  s5,  etc.; 

çr  ici  la  variable  m  est  devenue  m  «-f-  <  î  donc  en  faisant  o^  =r  tu 
et  I  =  I  dans  les  formules  (  pag.  5i8) ,   on  aura 

A  =      tm*  s=smj 

B=      Zm  = =— ^- i, 

I   /m*       m\ 
a  \  a         a/ 
iîi(m — i)  (m — 2,) 


2.3* 


etc., 

en  observant  que  A,  B^  Cj  etc.,  doivent  être  nuls  pour 
m  =  o. 

L'un  des  principaux  avantages  du  calcul  des  différences,  con-* 
siste  dans  V interpolation  des  fuites,  ;  opération  par  laquelle  on 
insère  entre  les  termes  d'une  suite  donnée,  de  nouveaux  termes 
assujettis  à  la  même  loi  que  les  premiers. 

Soient  tt| ,  8^ ,  «3 ,  etc. ,  ks  valeurs  particulières  que  reçoit 
une  fonction  quelconque  u  dépendante  de  la  variable  x ,  lors- 
qu'on y  change  successivement  x  en  X'\^i^  «-4-ai  ^  x-|-3^fVetc.  ; 
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en  aura  ces  deux  suites  correspondantes. 

X,    «-f-t,    âp*-(-a/^    «4*31%     etc.  y 
II,  •      II,,  II,,  1/3,  etc.; 

mais  outre  les  valeurs  ci-dessus ,  la  fonction  11  en  prend  infinité 
d^autres  résultantes  des  valeurs  de  x ,  intermédiaires  entre  celles 
qui  repondent  aux  termes  de  la  suite  proposée  :  déterminer  ces 
nouvelles  valeurs  de  u,  sans  connaître  l'expression  du  terme 
général  de  la  suite  ,  ou  la  manière  dont  la  fonction  u  est  com- 
posée tn  X  ^  et  seulement  par  le  secours  des  vâlvurs  numé-i 
riques  u  ,  Ui ,  u, ,  113 ,  «te. ,  est  èe  qu'on  appelle  interpoler, 

La  question  proposée  revient  donc  à  trouver  la  valeur  de  », 
lorsque  celle  de  x  se  change  en  x.  4-  /^9  i'  désiguant  ume  quan-« 
tité  quelconque ,  en  nVmployant  que  les  différences  de  la 
fonction  u ,  calculées,  dans  Ttypothèse  eu  x  varie  de  la  quan^ 
tite  /. 

Si  dans  l'identité 

di/ 
on  change  x  en  -j —  /,  on  aura 

ùx 

au 

dx                   au    i          dtt'     z'*           àw*      i^ 
£  =  l  +  T V  j h  T-^ 5  +  etc.  ,. 

d'où 

^x  au   i         dtt'     /'  (1/P      P 

e       — 1  s=- f-— +  -r7 5  +  etc. 

àx  1         dx*  i.a       Clx^  1.2.0 

8i,  dans  le  second  membre,  on  transporte  à  la  caractéristique  d^ 
les  exposans  de  du,  ce  second  membre  deviendra  {Cal,  àijf,  ^ 
)j)ag.  35  et  36)  le  développement  de  A^/  ^  et  on  aura  celte  formuU 
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du^* 


AK  =  tf^*    _  ,, 

diC: 

j^nrvcl  ^He  daii$  le  développement  de  e^  ^    on    ait   soin    dt 

changer  les  exposais  des  paissaftcéà.  dé  d)^)  èii  indices  de  diffë- 
réntieUîes. 

Maintenant,  si  dans  u  on  fait  op  =  âp  -f-  /%.  et  ^u'on  note  par 
ùfu  l'accrotssétnent  que  reçoit  la  fonction  u  dans  lé  passage  de 
X  ^  X'^ i'j  on  aura     ^ 

au  ,       d'il  V^       â?u  i'^ 

mais  (*) 

A«ii    — -— ««4-^'-— —  z»+'+^«'_-— i^+»+etc., 
do?"     ^      dx":*"        ^       do:»"^»        ^        ' 

da?»"*-«        '^       dx*»-*-»         ^        ^ 

d""*"»« 
A^^^u      =       T — TT  z'*-»-'+etc-^  ' 

févêloppélhéns  dans  lesquels  les  éoefTicieils  diffîérentiéls  nt 
montent  qu'au  pretnier  degré ,  A^^  A^'.*,  ydf/  etc.  détint  del 
êoefBciens  numériques  :'on  peut  donc  poser 

ox 
éi  on  obtietidraît  facilement  les  valeurs  des  eoefficiefos  incônni» 

.  JfciM*— — ^—  III  I     ■  i  <    Il I        ■      I     ■   >  ^m  ■     «  t  >     M    ■         I  I  1 1     1 1  II  ■ 

-  (*)  Si  dm»  1»  fomnile  {n)  {Cale,  iffffr. ,  p»J.  x5)  ,  on  diaoge  ^  en  « , 
Ax  en   i|  qu'on  multiplie   par   i",  et   qu'on    remplace    y^  V*  »  et  par 

d'^i»         d""*"'u 
"âjr»~  '    ^Tywf.,    >  ttc. ,  on  aura  le  déyeloppemeat  «ippot^  de  A*tt , et lei^ 


suiYans*. 
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P%  Bfj   Bf'j   etc.,   par  Miminatiop  raccessire  de    j^^^» 

Mais  on  pourra  parvenir  plus  commodément  i  ces  déter- 
minations,  comme  il  suit  :  l'identité  (S)  devant  avoir  lieu 
«   quelque  soi(  u  $  mbsister^  encore  lorsqu^on  y  (^  ^  s?  f*,  ç<^ 
qui  donnera 

(<,)....  1^  =  <-,  A'«  =  «-  ( <* -  O'  (♦)  -.  (*)  , 

quelque  valeur  qu'ait  le  nombre  entier  i  :  en  effet  ^  cette  iden^ 
lité  devi^qt  par  les  substitutions  (a)  et  (£),  ft  apc^s  la  ^^vision 
pare»,  •, 

i^s=:{é^  I  :"  + 5'  (^V- !)"+«-+ ^»(«'—  1  )-+?+  etç,...(C): 

or  en  posant  f  =  /(|.-4-  (^— -i))ii  développant  et  ordonnant 
suivant  1^  puissances  de  if*  — n  i ,  ce  qqi  donne 

puis  élevant  de  part  et  d^autre  à  ^a  puissance  ?i  ^  on  aura  un 
développement  comparable  a  la  sfrie  (Ç),  et^  au  mpyen  de 
cette  identité ,  on  pourra  4çtermiQer  \ts  coelEciçns  B',  B^i^  etc. 

Or  en  Remplaçant  d^ps  {A) ,  le^  coefficiens  différentiels  -= —  , 

d'M 

•j— ^  ,  etc.  par  leurs  valeurs  tirées  de  (jB),  et  données  par  Icç 

hypothèses  n  ==  i ,  c=a ,  =3 ,  etc. ,  on  aura  ce  développemei|t 

(*)  En  eflct 
ft  aioai  de  suite. 


( 
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de  A'u  suivant  Au ,  A*|/,  etc. ,.  -    . 

I  +  A'i/= 1+ A-  Ail  +  fjB'  4-  + -^r)  ^'«^ 


+  (^*-+T-+73i:r>'«  +  etc., 

i'  /       i'  '  i"  \ 


rV»  ,V3 


+  (C/  +  CJl  tl  ^  C,"{  '—^  a5«  +  etc. , 

C,  C^,  C/,  C^,  C,"',  etc. ,  étant  des  coèfYîcIens  indépendans 
de  i'  et  I.  Cette  dernière  identité  devant  avoir  lieu ,  quelqufi 
joit  u ,  subsistera  encore  p^r  ii  =  «'  :  of^  d'après  (6) ,  son 
lecond  iqembre  deviendra 


+  *'{f  («•-0  +(C'y+C«Ç)  (*.-,)» +e^c.| 


% 

1 


et  le  premier  i  4-  A'ii  n'est  autre  chose  que  i  -f-  <^"*"'  —  ^■ 
c=  I  4-  ^'  (  ^'  —  I  )  2  on  a  donc  l'identité 

f"^i  4.  £.  (^_  0  +  (c  ^  +  C»  Ç)  («'-0' + etc. , 
dont  on.  ramène,  par  le  développement.,  le  premier  membro. 


à  ta  forme  du  second ,  en  écrivant  (  i  +  C^ —  *  )  )  '    P^ur  e*"'5 
en  sorte  que 


il         /' 


et  comme  d'ailleurs  en  reoiplaçani  dafis  cette  identité  ,  ir'  -^  i 
'  par  Aa ,   (  «*  —  i  )*  par  A'm  ,'  etc. ,  le  second  membre  devient 


r 


I  +^'<^t  tandis  que  le  premier  se  change  en  (  z  +  ^<^)  '  » 


»' 
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on  doil  conclure  que 

pourvu  qu^on  se  rappelle  de  transporter  i  la  caractéristique  A  ^ 
les  ezposans  des  puissances  de  Au. 


i' 


Or  en  développant  (  i  *^  Au)  ^  ^  ainsi  quMI  a-étë  prescrit^ 
on  trouve 

S  1*3,1  i.^i.3x 

et  pour  I  =s  1 ,  on  a 

A'u = /' Aa  H — i^ A*i/  +  -^ ■■   ■\i  n.p  /  A^M  4*  clCi 

X.a  1.2.3 

EpcempU  I*'.    Soit  la  suite 

3    7     ig    3^    67    eu., 
correspondante  aux  indites 

01234     ^U.  : 

on  a  pour  ce  casi/  =  3*,  a?=ô,  /=i^  am=ï7  —  3  =  4r 
A''»  =s  8 ,  A^ar  :£:!  ô  ,  A^u  irz  o  j  etc.  :  conséquemment 

A'i/  =  4/'  +  4/'  (  i'  —  1  )  =  4«•'^ 

Ainsi ,  en  observant   que  A'u  est  raugmentation  de  u ,  lorsque 

a:  =  o  devient  x  -f-  i\  ou  o  -j-  ^\  ^^  c"  désignant  u  +  A'i/  par 
u'j  on  aura 

tt'  =  3  +  4  V\ 
5 

En   prenant  i''  =  — ,   on    trouvera    que  le   terme    corres- 
pondant à  cet  indice ,  est  vf  =  28. 
Exempte  II.     Soient  la  suite 

i     4    2    3    9     16     ttc. 
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et  les  indices 

o     z     2     3    4    S    ^^<^*  • 

on  a  i 

I 

% 

ï  =  i,  w  =  x.  Ai/ =3,  A'à  =  —  5 ^ 

A^«  =  8 ,  A^M  =  —  6 ,  A^^w  =  o  ,  etc. ,  et  la  série  (M\  Aanat 

■      •  < 

m'=i^ 5 ^8  5 ^ 

I  i.a  I.2.4 

—  6 5-; ^, 

c'esl-à-dire  , 

où  on  peut  donner  à  i'  une  valeur  quelconque  pour  laquelle  on 
calculera  le  terme  correspondant  uf, 

11  est  important  de  remarquer  que  ^expression  de  m'  dans  cet 
exemple  et  dans  le  précédent ,  étant  rigoureuse  et  convenant  à 
toutes  les  valeurs  de  z%  offre  le  terme  général  de  la  suite  pro- 
posée, eh  faisant  successivement  fsrro,  =1»  =2,  etc.,  et 
qu'il  en  sera  toujours  de  même  quand  la  série  aura  des  diffé- 
rences constantes. 

Les  cas  auxquels  on  appliqué  le  plus  fréqnhtni^ènt  la  forittule 
(M),  sont  ceux  dans  lesquels  les  différences  voni  en  décroissant, 
parce  qu'alors  la  série  est  convergente; .  , 

Exemple  III.  On  veut  le  logarithme  ordinaire de3^i4i59^6i)3^ 
par  le  moyen  d'une  table  contenant  les  logarithmes  depuis  i  yisr- 
qu^à  1000  avec  10  décintales.  On  regâirdera  alors  les  logarithmes 
contenus  dans  la  table  comme  les  valeurs  particulières  de  la  lonc* 
tion  z/,  les  nombres  correspondails  comhie  les  indices,  et  on  for-* 
xaejTft  le  tableau  suivant  ;       ' 


S4o 


Leçohs 


I 3809057 

I 376^288 

13721796 
i367857«„ 


—  43769 
-4349a 

-  43ai8 


tWA-' 


u  =  0,4960296481 
«1  =  .o,4983ioS538 
Us  !=  0,4996870826 
«3  =  0,5010592622 
«4  =  0,5024271200 

dont  la  première  colonne  renferme  les  logarithmes  des  nombres 
3,i4;  3,i5j  3,16;  3,17;  3,18;  et  les  suivantes  offrent  les  diffé- 
rences première ,  seconde ,  troisième  et  quatrième ,  cette  der-» 
nière  étant  trois^unités  da  dernier  ordre.  On  a  donc 

au   =  0,0013809057 9  A*»  s=  «-  0,0000043769, 
A'ii  =  0,0000000277,  A^ii  c=  —  o,ooooooooo3; 

en  observant  qu'ici  xi=zi^i^^  en  sorte  que  la  différence  cons« 
tante  1  =  o;oi ,  et  i'  =r  o,  ooi59a6536 ,  où  aura 


v/ 


-7-    =   0,15926536, 


i^—i 


,7 


I  I 

=  — ^—  —  ssr  —  0,42036732  • 
21  21         2 


•m  m  *ê        • 

l'^^SJ  V  2 

■57—  =  "57 T  =  —  0,61357821 , 


3i 


i*— 3i 


.V 


4/     =^-J=-- 0,71018366; 


ces  valeurs  reportées  dans  la  formule 


.'/ 


.V  /  ,v 


ll'2=:tt4--7-Az/-f- 


[^JIL).. 


A'ii 


2.2/ 


H : r-rp A^i/H .      .  »  .    . . A^l/+CtC., 

1,2,1.01  1,21.61,1^1 

donneront  u'  t=  0,4971498726. 

Mons  passerons  à  l'intégration  de  réqnatlon  du  premier  degré 
et  du  premier  ordre 

analogue  à  l'équation  différentielle  linéaire  traitée  (Cale,  inié.j 
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pag.  168  )  et  dans  laquelle  P  et  Q  ne  renferment  que  la 
yariable  Xf  et  la  différence  Aâp=i.  Un  procédé  semblable 
âi  celui  qu'on  a  employé  dans  ce  numéro,  fera  connaître  Tin- 
tégrale.  Faisons  y==.uz^  et  nous  aurons 

ùif  •=.  uAz  -|-  zAu  4"  AuAz  ^ 

ce  qui  changera  la  proposée  dans  la  suivante 

Ay  =  UAz  -f.  zAu  +  AuAz  +  Rit  =  Q. 

Eu  posant  séparément  1 

zAu  -f.  Puz  ==  o  j     d'où     Au  -^  Pù=zOj 

il  restera  •> 

UAZ  +  AuAz  =  Q  y     d'où     Az  CB       .         « 
'  ^  «  +  A11 


tt 

i 


;b. 


La  question  se  réduit  donc  à  intégrer 

Au  +  Pà=:  o^ 
qui  n'est  que  la  proposée ,  en  y  faisant  Q  =  o  :  on  en  tire 

AU 

et  de  cette  manière  les  variables  sont  séparées ,  puisque  P  ne 
contient  que  x.  Prenons  u  =  e';  il  en  résultera 

Att  =  e*(r^'  — 1),     et    ^  =  e^*— i=-^P, 
d'où  l'on  tirera 

«^*  =  — P+i,  Af=Z(i  — P),  et  f  =  s./(i— P); 

mais  d'après  la  relation  entre  le  terme  sommatoire  et  le  terme 
intégral  (  pag.  5^5  )  ,  on  a 

*  =  S./(i—P)=:/(i— P.) +  /(i—P.)+.. ..+/(!  — Pr-a) 
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t  —  P«  9  X  —  Pi  •  •  »  k  étant  \ts>  vaieufs  suctéssivés  que  reçoit 
I— P,  depuis  xz=to  }usqu^à  «;— -i  ,  c'eit-4-dire  ,  entre  its 
limites  de  ^intégrale-  ;  doiic 

«  =  S/(i— P)  =  /{(i—PJ  (i^P.)  Ci— -PO-... O—R-O 

t=/c.-p,_.]-}, 

« 

£i — Px— i]  désignant  le  produit  continuel  des  valent^  d* 
dessus  de  z  -— P,  depuis  zéro  jusqu'à  :r  — x  ,  valeurs  qui  sont 
en  nombre  x.  On  a  dpnc 

d'où 

«=e*  =  [i_P^^,]* 
«  +  Aa=(i— P^)'+% 

en  observant  qu'on  passe  de  »,  k  u-^  àu^  en  changeant  x  ett 
«  4"  ''9  ^^  conséquemment 


-tfc=X  . 


ti-p,j-^.  ' 

donc 


:r=[i-Pr_,]'s 


M.  Lagrange  applique  ensuite  cette  méthode  à  l'intégration 
de  l'équation 

en  comparant  cette  dernière  avec  la  précédente 

Aj-f-Pj=Ç, 

on  a  P=:  I  —  R  ^   d'où  r  —  F:z=:R  ^  et  par  conséquent 

On  remarquera  qup  l'hypotlrèse  de  A  x  c=  i  ,*  est  rappellée  prf 
les  indices  inférieurs  de  #dans  1  —  P,  ,  i  —  P,, . .  •  i  —  Px-«* 
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$1  Von  suppose  le  coefficient  R  consUni,  Tintégrale  pr<Ec^cknt« 
devient 

Ifom  fiMUrott*  à  part  l'équation 

x>iL  jt ,  S  et  Xsbnt  des  fonctions  iex  j  ^t^iary-J-Ar.  Faisonâ 
y  £=;  e*/ 1  €t  la  proposée  prendra  la  forme 

ëqnatton  qii^op  pqùrra;  pacUgt»  daos  ceUts^if 

en  désignant  u -|- Ati  par  u' :  on  tire  de.  la  première  ; »: 

/iif=s/-^^  et  en  intégrant 

f  ■  - 

irsxs.£/«-^^       d'où    v^ssXl-^r-^ 

A*  et  jB'  étant  ce  que  deviennent  ^  et  i9 ,  en  y  changeant  x 
en  a;-f- A^  ;  cette  valeiif  su^^tituée  dans  la  seconde  équation  ^ 
donne  ,  après  Pintégration , 

donc 

A 


^  • 


^21 


^/:5;>        -"   IC— X«  ^ 


Soit  X  =  OjAsskxfB;^i:  si  on  intègre  depuis  âp  =  i 
jusqu'à  «  ,  on  aura 

2/:^,  £=  lAn  +  IA2+  lAi+...^+lA0 

=  liSl  *^A  k^t  •  •  •  •Ast\ 
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nais  zl!4«bss''^''^'=Ltf,.j4»....^<  :  donc ^ 

m 

9^^m  s:s  AtA^. .  .  .Ag  y  et 

y  szs  ^1  •  jC^  •  ^3 1  •  •  •  ^s* 

Exemple  I**.     Trwm^r  le  nombre  des  ammgemems  fu^en  peut 
Jaire  avec  x  lettres. 

Soit  y  le  nombre  inconna  des  arrangemens  de  :r.  lettres  ^ 
y  -|-  Ajr  sera  celui  des  arrangemens  de  x-{- 1  lettres  ;  et  comme 
on  passe  des  premiers  arrangemens  aux  seconds ,  en  écrivant  la 
nouvelle  lettre  à  toutes  les  places  possibles  dans  les  arrangemens 
de  X  lettres ,  places  dont  le  nombre  tfl  x-^i  ^  oa  aorâ  cette 
équation  en  dilTérences  finies 

^+ Ajs=:(x  +  i  )y,     d'où     A^_ay  =  o^ 

équation  qui  revient  \  celle-ci , 

Al|^PllC=Oy 

en  faisant  Pr=:-—  x  :  or  ayant  posé  tt^e'.v'noas  avons  trouvé 
précédemment,   ^  =  s./(i— P)  ;  d'où  il  s'ensuit  qu'on  a 

l'intégrale 

donc  celle  de  la  proposée  sera 

C  étant  la  constante.  Or 

2 . ^  (  I  +  0?  )  = /i  + /a  +  S +.  • .  •+  te , 

en  observant  que  le  nombre  des  logarithmes  consécutifs  y  doit 
êlre  x^  et  conséquemment 

on  aura  donc 
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et  comme  avec  une  seule  lettre ,  on  ne  peut  faire  qu^un  seul 
irrangement,  on  aura  ^=1  pour  x=  i  î  et  consëquemment 
lussi  C  =  I  ^  donc 

comme  on  le  sait  (Algeb.). 
Exemple  II.  Intégrer  Tëquation. 

-  En  la  comparant  avec  la  proposée  Py  -j-  A^  =  Q ,  on  a 


p 

I 

Q  =  - 

X+l         ' 

Rt=r 

L  

P  = 

X 

x+x» 

x  + 

X 

alors 

X 

. 

C«x 

-1*4-1  — 

X 

,x  -^  I     «  — 

2 

X — 3 

9 
X — a 

etc. 

= 

I 

or  4-  I 

se       a?— — 

I 

X+  I 

> 

l«x 

-.3'  = 

X I 

X  —  2     X  — 

3 

etc.  = 

I 

X 

• 

'y 

X 

X I      X  — 

^onc 

• 

:    •    IC 

X 

mi  A   V  V 

a«+i)]  = 

— —     •!    At     V.  <«•    - 

C 

X 

C 

X 

—  a  tf- 
— ax 

?» X 

m 

Zx 

X 

> 

.In 

Zi 

A 

X 

xy  +  ax»  =  C. 
Intégrer  V équation  linéaire  du  second  ordre , 

Ay  +  BAy  +  CA*y  =  X  » 
A,  B  ,  C  étant  des  coe^ficiens  constans  et  X  une  Jonction  de  x. 

En  faisant  Ly'=.p^  d^où  AysrA;'*  on  a  les  deux  équations 

ày  '^p-^^o^     Ay '\'Bp'{'CLp-=-X. 

On  multipliera  la  première  par  un  coefGcient  constant  y  et  on 

35 
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ajoutera  le  produit  à  la  seconde ,  ce  qui  donnera 

Cela  posé ,  soit 

/S7-+C/?=:j,      d'où     fiAf-^-^CùpczzAsi 

l'équation  précédente  deviendra 

Jjr  +  {B  —  fi)p+AS  =  X, 

et  il  est  clair  que  celle-ci  ne  serait  qu'un  cas  particulier  de 
l'équation  intégrée  (pag.  54o  et  suîv.  ),  si  Ajr  +  iB-^-fi)  p 
était  un  multiple  de  s.  Soit  donc , 

^j  +  (B^fi)p  =  Ds  =  ^Dx+CDp, 

d'après  /3/  -|-  Cp  =  5  :  on  tire  de  là 

et  par  conséquent 

fiz=zB—  CD, 

D  ctapt  donné  par  l'oquation  du  second  degré  , 

A~BD+CD^  =  o. 
L'équation 

Bs  +  A5  =  X, 

à  laquelle  la  proposée  se  trouve  réduite ,  donne 

en  posant  i  — D  =  R.  Or  ,  si  nous  nommons  D' ,  D'/  les  deirx 
valeurs  de  Z) ,  /S',  /S^^  les  valeurs  correspondantes  de  )8 ,  s^ ^  s^f  ^ 
les  deux  valeurs  correspondantes  de  5,  nous  aurons  les  deu» 
équations 

fi' y  •^Cp  =  s',/îlly+  Cp^s", 

et  éliminant  p  y  on  obtient 
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Il  resterait  à  examiner  les  cas  des  racines  égales  et  imaginaires  ; 
mais  nous  n^entrerons  pas  d^ns  ces  détails  qui  d'ailleurs  ne 
présentent  plus  de  difficultés. 

Intégrer  Vèquation  linéaire  du  troisième  ordre^ 
Ay  +  BAy  +  CA'y  +  D  A^y  =  X , 
01/  À ,  B  y  C ,  D  sont  constans  et  X  une  fonction  de  x. 

On  fera  Ay  =:  ^  9  A/'  =  y  9  et  on  aura  les  trois  équations 
Ay  —  ;?=o  ,     Ap  —  ^=09     Jy'i-Bp'j'C^'-i-DAç=^X, 

On  multiplie  la  première  par  jS  9  la  seconde  par  y,  et  on  ajoute 
la  sommç  des  deux  premiers  produits  à  la  troisième  y  ce  qui 
donne 

Ày  +  {B'^fl)p+  {C-^y)g+^Ay  +  yAp  +  D^ç  =  X. 

Soit    , 

Téquation  précédente  deviendra 

Ay  +  {B^^)p  +  (C^y)q+As  =  X, 

qu'on  intégrerait  facilement  si  Ay  +  (J5- —  j8)^-j-(  C  —  y)  g 
était  an  multiple  de  5.  On  fera  donc  >  comme  ci-dessus. 

Ay  +  {B  ^  fi)  p  -^  {C  —  y)  g  +  Fs  =  fiFy  +  yFp+DFq; 
d'où  l'on  tire 

A=:fiF,       B-^fi^z^Fj        C  —  y^DFj 

et  par  conséquent 

y^C  —  DF,     fi=;zB—CF  +  DF% 

F  étant  donné  par  l'équation  du  troisième  degré 

A  —  BF+CF'^  —  DF^  =  o: 

nqmmantf,  F",  P"  les  trois  valeurs  de  F,  jS^  ^'%  fi",  y'9  y'^,y'", 
s\   5",  y^'  les  trois  valeurs   correspondantes  de  chacune  dt$ 
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quantités  F,  fi^  */j  s^  on  aura  ces  trois  équations | 

fif/y  +  yip  +  Dg  =  sf 
fiy  +  y"'p+Dg  =  s"', 

d'où  Ton  tire  par  réliniination  dt  p  ei  ç ,  la  valeur  jr. 

On  intégrerait  de  la.  même  manière  Téquation  linéaire  de 
l'ordre  n. 

Exemple,  La  suite  i  +  ar*-|- ar'+6**+  lor^-f-^^  +  4^"^' 
-f-  'SGz*  etc. ,  est  le  déreluppement  de  la  fraction  ■  : 

en  nommant  jr  le  t«rme  général  des  coefficiens  i ,  o,  2,  2,  6,  etc. , 
y^^y  les  deux  termes  qui  précèdent  ^,  on  a  ^  =  '^ + ^  ^^  »  ^*^^® 
suite  est  récurrente  et  a  pour  échelle  de  relation  1^2.  An  lieu 
de^  =;  'y  -f-  a^^,  on  peut  écrire  j^'/  ^=y  +^^ï^i^%  J^"  étant 
toujours  trois  termes  consécutifs  ,  et^  le  moins  avancé  :  rempla- 
çant j'  par  /  4"  Ay»  T"  P^^  ^y  +  ^^  +,y  f  l'équation  pré- 
cédente, devient 

cl  en  la  comparant  avec  Aj-  -|-  BAj  -f-  CA'^  =r  X,  on  trouve 
A  =  2,  JS  =  —  i,C  =  — i,X  =  o.  On  formera  d'abord 
l'équation  du  second  degré 

2  +  D  —  Z>*  =  o, 

d'où  l'on  tire  Z>'  =  2,  D"  =  —  1,  ^'  =  i ,  ^»  =  —  2, 
1  —  jD'  =  iC  =  —  I ,  X  —  /)//  2=  iî//  =  2 ,  et 

donc 

C  (  —  I  )'  —  (7'  2'. 
^= 3 

Pour  déterminer  les  deux  constantes  arbitraires  C,  O ,  je  re- 
marque que  or  =  0  donne  ^:=i,ela?=i  donnej^  r=:o^x  étant 
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le  rang  du  terme  de  la  suite  proposée  ^ont  y  est  le  terme  gé- 
néral des  coefficiens  ;  on  a  donc 

3  =  C—  C%—  C— a  C  =  o,  d'où  C  =  a,  C'=  —  t. 

Ainsi  on  a  pour  terme  général  -~ — z'^^y  ^  en  prenant  le 

o 

signe  4*  lorsque  x  sera  pair,  et  le  signe  — •  lorsque  x  sera 

impair. 

Intégrer  Vèqvati&n  A"z  :=  o ,  z  itant  une  fonction  de  x. 

On  sait  que 
Az=z'— z,  A'if=^^— a«'+«,  A'^=2"'— 3^*^+ 3z'— r,  etc., 

et  l'analogie  indique  cette  expression  générale 

en  sorte  que  de  A^z  =  o ,  on  déduit 

n  (n—  i)     -        . 

-f.  -J; Il i  ^pC»- 3) . . qr  z*  i 

ainsi  dans  cette  question ,  un  terme  quelconque  zC")  est  donné 
par  un  nombre  n  de  termes  précédens  ,  et  il  s^agit  ici  de 
trouver  z  ou  le  terme  général  de  cette   série  récurrente  dont 

Péchellc  de  relation  est  n ,  — i  — ^ ^  ,  etc.  L'intégrale  pre^ 

roière',  est 

A""-*z  =  ^''; 
l'intégrale  seconde ,  est  (pag.  5i8) 

i      • 

l'intégrale  troisième ,  est 
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en  général ,  l'intégrale  n«"»».  sera  de  la  forme 

«9  a',  a^....    éunt  des  constantes  arbitraires  en  nombre  n; 
qui  se  déterminent  d'après  des  conditions  particulières. 

Intégrer  Véquation 
Azj,)  +  A'z(,^,)  +  K^z^^  ^,;)  +. . . . 4-  AC*)z(,^,„)  =  o....(i),' 

A  ,  A'«  • . .  AC*")  éiant-des  coefficient  constans. 

Les  termes  rfx)»  '(»^.i  V  *'^('4->>)  9  ^^^  ceux  d'une  suite 
récurrente  dont  les  coeffîciens  A^  A' ^  A^l ••. .  forment  Tccbellc 
de  relation  :  en  sorte  que  le  terme  z{x^n)  est  donne  par  un 
nombre  n  de  termes  précédens. 

On  a  {Cale,  àijj, ,  pag.  1 1  ) 


etc., 


n  (n  —  1  ) 

Z(a:  +  n)  =  Z{^x)  +  nA2r(x)  ^ A'r  (x) 

+  -^^ -^ ^A^^^+^+A^zc^S: 

on  peut  donc 9  en  substituant  ces  valeurs  dans  la  proposée,  lui 
donner  la  forme 

>i^(x)  +  >! à.z{x^  +  x'Ia''z[jc)  +. . . .+  AC")A«r(^.^  —  o....(2)  , 

A,  a'.  . . .  a(")  étant  des  coefficiens  constans  et  connus.  L'équa- 
tion (i)  représente  donc  une  équation  de  l'ordre  n ,  et  son 
intégration  qui  revient  à  celle  de  l'équation  (2)  ,  se  réduit  à 
la  recherche  du  terme  général  z{x)   de  la  série,  ••.,..  .j|^».: 
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Pour  intégrer  l'équation  (i)  ,  soit  r(jc)=tf*,  d'où • 

Z(^x^j)  c=  «'•*•" ,  ^{x^i)  =  «i"*"' ,  etc. ,  et  nous  aurons  pour 
transformée  "^ 

^*'  +  jiU'-^'  +  Af^cL"^^. . . .  +  ^rfC")*'-^»  =z±  o, . . . (3) , 
b quelle  9  après  la  division  par  «' ,  devient 

A+  A'oL  +  yjf'V  +  . . .  .+^C'»)*«  =  o. . .  .(4)  ; 

d'oii  on  tirera  un  nombre  n  de  valeurs  de  «t ,  quenous  désignerons 
par  a, ,  a,,  ,••••«((„):  en  sorte  qu'on  satisfera  à  la  proposée^  en 
remplaçant  z(jc) ,  j?(x^i) 9  etc.,  par  les  puissances  x  ,  a?+ 1,  etc. 
de  l'une  quelconque  des  racines  «; ,  au*...  Bien  plus,  et 
comme  on  l'a  fait  voir  (^Calc,  înté. ,  pag.  247  et  suiv.)  ,  la 
proposée  sera  encore  satisfaite  par  ' 

A^/9  f^//i  ^^^'  étant  des  constantes;  d'où 

etc. 

et  l'équation  (5)  qui  représente  les  suivantes,  donne  la  valeur 
cherchée  du  terme  général  z{x)  de  la  suite  ,  et  par  conséquent 
l'intégrale  complette  des  équations  (i)  ou  (2) ,  puisque  cette 
intégrale  renferme  n  constantes  arbitraires  fi, ,  fcn ,  ^/;; ,  etc.  Ces 
n  constantes  seront  déterminées  par  n  conditions  qui  énonce- 
ront qu'aux  n  valeurs  de  a? , 

o,        1,       2,       3.... 71  y 

répondent  ces  valeurs  connues  de  z , 

Il  resterait  à  considérer  i*'.  le  cas  des  racines  égales  a^ ,  «/;•••» 
qui  met  l'intégrale  (5)  en  défaut ,  en  ce  sens  qu'elle  ne  ren- 
ferme plus  autant  de  constantes  arbitraires  qu'il  y  a  d'unités  dans 
le  nombre  qui  indique  l'ordre  de  l'équation  aux  différences  ; 


\ 
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a"",  celui  des  racines  imaginaires  :  mais  nous  renrerons  à  ce  qui 
a  étë  dit  (pag.  citée). 

Disons  quelque  chose  des  ëqnations  aux  diflerences  finies 
et  partielles. 

Si  Zx^r  exprime  une  fonction  quelconque  de  â?  et  y,  cette 
notation  ^x  4.  i  >  r  représentera  la  même  fonction ,  en  faisant 
varier  x  d'une  unité ^  y  ne  changeant  pas,  et  r, 9^-4.1  sera  la 
valeur  de  la  même  fonction ,  lorsque  x  restant  constante ,  y 
devient  ^  +  i.  Ainsi  Zxj^,i  ^  y  —  ^*  1  ^  ser^i  ^  différence  par- 
tielle de  Xx  9  7  9  prise  par  rapport  à  «9  et  ^x^  j^\^^  *x^  y 
sera  la  différence  partielle  prise  par  rapport  à  y.  Les  équations 

qui  renferment  Zx ,  j-  9  «x+i  971  **»  ^4-«  t  ^x^i  t  ^-4-t  »  •**^-  *^ 
nomment  équations  aux  différences  Jînies  et  partielles. 

Pour  montrer  Tusage  de  ces  équations  9  supposons  qu^on 
donne  la  série 

■^091        «^191        -^afi        '^3  9i****  ^Jf  ï  * 
fo  9»        ^ija       ^af»       ^39a»«"«  ^x  9  a 

9.0  y  y        Zi  j  jr       ^a  9  j'        «^39  j'«  •  •  «^x  9  y  ^ 

si  un  terme  quelconque  z^  ,  ^  de  cette  série  y  est  constamment 
égal  à  un  nombre  quelconque  de  termes  précédens  pris  dans 
la  ligne  de  Zx^  rt  ou  dans  les  lignes  supérieurs  ,  et  multipliés 
chacun  par  une  fonction  de  a;,  j^ ,  celte  série  sera  dite  dou-* 
blement  récurrente  ('^),  et  la  recherche  du  terme  général  Zr,/ 

^    ■  '  ■  ■    ■    ■       ■  M,  .1,1  ,  ,n 

(*)  Soit  ,  par  exemple ,  la  série 

I9     I9     I9     I,  I,  I,  eic. 

G,     I,     2y     3,  4)  ^  •>  «ic. 

o,    o ,     1  ,     3  ,  6,  10,  etc. 

o,    o ,    o ,     1  ,  4>  ïo,  cic. 

o,    o,    o,     o,  ly  5,  eic. 
etc., 
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dépendra  d'une  équation  aux  différences  finies  et  partielles  ^ 
cotnme  la  recherche  du  terme  général  d'une  série  simplement 
récurrente  ^  dépend  ,  ainsi  que  nous  venom  de  le  voir ,  de  Tin-» 
tégration  d'équations  ordinaires  en  différences  finies.  Deux 
grands  géomètres ,  MM.  Lagrange  et  Lapîace  se  sont  occupés 
avec  succès  de  ce  genre  d'équations  ,  le  premier  dans  le^ 
Mémoires  de  Berlin  de  l'J'jS^  et  le  second  dans  les  tomes  Yl 
et  y II  des  Mémoires  de  V  Académie  des  sciences  de  Paris. 

Intégrer  l'équation 

*x,  y  "T"  "X— i,y  —  r  "p^c^x  — a  ,  y  — 2'T~«  •  •  •  "T^^tx— n,  y  —  n^^  -I  » 

oàx  et  Y  varient  également  dans  chaque  terme,  P ,  Q.... N ,  T 
étant  des  Jonctions  données  de  x  et  y. 

Au  lieu  des  variables  jc  et  j^  9  introduisons*en  deux  autres 
u  ei  t  ^  telles  que  u^=:  x  -^jr  ^  tz=x:  puisque  dans  la  pro« 
posée  X  et  y  varient  également ,  u  ne  changera  pas ,  et  on 
aura 

et  la  proposée  prendra  la  forme 

où  les  eoefliciens  P, ,  Q,...«iV,,  T,  sont  fonctions  de  zi  et  t. 

■I   .1     i     I  ■■■  ■.  -- III.  ■      I         ■  I      III  I  in 

dont  les  colonnes  verticales  sont  les  coefïiciens  numériques  des  puissances. 
!«■'. ,  a«. ,  5».  9  etc.  d'un  binôme  :  on  sait  qu'un  terme  quelconque  est  égal 
au  terme  à  gauche  dans  la  même  ligne ,  -ajouté  à  celui  qui  est  au-dessus 
de  ce  dernier.  Or  x  étant  le  numéro  d^une  colonne  verticale ,  et  jr  celui 
d'uue   colonne  liorisontale ,  la  loi  énoncée  est  traduite  par 

Zx,^r  étant  un  terme  quelconque  :  Tiuiégrale  de  cette  équation ,  G*eât- 
à-dire  ,  la  valeur  du  terme  généi*al  2^  n^est  autre  cbose  que  le  terme 
général  des  coeffîciens  du  binôme.  Cette  équation  est  aux  différences  Unies 
e»  partielles. 
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L'intégrale  de  cette  équation  en  difTérences  finies  ordinaires; 
deviendra  celle  de  la  proposée ,  en  remplaçant  les  n  constantes 
arbitraires  par  autant  de  fonctions  de  u  ou  de  x — jr,  -^ 

Exemple.     Soit  l'équation 

en  aura  pour  transformée 

Pui  i  +  ^  it  -^  u)  Pu  ,  t^t  =  o  : 
or  dans  Phypothcse^de  u  constante,  on  a 

Pu,  ,=:d.a.3....  ^(1/ —  i)  (m  — a). .•.(m  —  /)  C^). 
Ainsi  Fintégrale  dp  la  proposée  ,  sera 
js,,^  =  i.a.3....a:(x— jr  — i)  (x— y— 2)....  x— j^F(x— ^)^ 

F  étant  un  signe  de  fonction;  et,  en  effet ,  cette  intégrale 
satisfait  à  la  proposée  ,  ainsi  qu'il  est  facile  de  s'en  assurer. 

11  nous  resterait  h  parler  des  équations  linéaires  en  difTérences 
finies  et  partielles  ;  mais  les  bornes  de  cet  ouvrage  ne  nous 
permettant  pas  de  nous  étendre  davantage  sur  la  matière  de  ce 
chapitre ,  nous  le  terminerons  par  une  très-courte  digression 
sur  les  équations  aux  différences  mêlées ,  pour  passer  de  suite 
au  calcul  des  variations,  dont  rîmportance  exige  des  dévelop- 
pemens  qui  ne  doivent  pas  être  sacrifiés  à  des  doctrines  encore 
Irès-incompletles. 

(*)   La  transformée   p u , t  -^  t  {  t  —  u)  p,t^i^„  =:  o  ,    comparée    avec 
^r  J^  — y  =  o    traitée     (  pag.  543  et   544  )  >    donne    ^x  =  —t  {t —  u) 

=  r(M  — t  )  j  donc  w^,  =r  I  (m— I  "),  ^;  =  2  (  a  —  2)  , 

'^3  =  3  (  tt  —  3  ) . . .  ,^x  =  j:  (m  —  j:)  :  ainsi  Tintégrole  trouvée  (pag'  citée  ) 

J^  =  ^  i  y^a.  •  •  •  •  -^x  j 
devient 

Pu,t  =  Ci.2.3....j:(zf  —  i)(zt  —  2)....(m  —  <): 

or  ,  à  cause  de   u  —  t  =:  —  j-  et  de  C  =  Fu ■=:.  F  {x  -^j)  ,  on  1  ciomb« 
Bur  la  proposée. 
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.  Ce  genre  d^équations  dont  Condorcet  et  M.  Lapïace  se  sont 
occupés  les  premiers ,  n^est  pas  une  simple  combinaison  de 
formules  analytiques  ;  il  répond  dans  la  théorie  des  courbes  à 
des  questions  aussi  difliciles  que  variées ,  et  quelques-unes  de 
ces  questions  s^ctalent  déjà  offertes  aux  géomètres  des  Torigne 
du  Calcul  différenlîel  et  du  Calcul  Intégral. 

L'équation 

ày 

a  —  +  bAy  +  cy  =  o  , 

du  premier  degré  et  du  premier  ordre  ,  est  une  des  plus  simples 
en  ce  genre.  Si  Ton  suppose  ^  jç  =  i  ,  on  pourra  faire 

y  =  Ce""  j 

et  elle  se  changera  dans  celle-ci , 

ûm  +  3(«'*  —  i)-f.c=:o, 

et  toute  valeur  de  m  qui  satisfera  à  cette  dernière  équation , 
donnera  une  valeur  de  y  renfermant  une  constante  arbitraire. 

La  même  hypothèse  y  =  Ce"**  satisfait  encore  Téquatioa 
d.Ar     .  ,  dy  .    ^ 

d .  ^Y 
qui  diffère  de  la  précédente  par  le  terme  a — j-^  dans  lequel 

les  caractéristiques  A  et  d  se  trouvent  combinées  :  on  aurait , 
dans  cette  hypothèse  ,  # 

et  la  valeur  de  m  serait  donnée  par  l'équation 

Considérons  ensuite  l'équation 

ax  àx  L    \      ax  / 
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qui ,  en  posant  -~-  =  p  i  devient 


p  =  xAp ^^Apy: 

si  oh  en  prend  la  difTërence  finie  |  on  trouvera  un  résultat  de 
la  forme 

A';?x/(ar,  A/?,  A';?)  =  o, 

en  intégrant  le  premier  facteur  qui  est  le  plus  simple ,  on  a 
Ap  =  tf  ^  et  de  là 

pznax  —  -7-  fl*  > 

4 

équation  intégrable  ;  et ,  en  effet ,  cette  valeur  de  p  satisfait  à  la 
proposée  ,  ainsi  qu^on  peut  s'en  assurer ,  en  la  substituant  ainsi 
que  sa  différence  ^p  dans  Téquation  donnée.  Nous  ne  recher- 
cherons pas  rintégrale  de  l'autre  facteur.  Nous  nous  bornerons 
à  observer,  i*.  que  ces  sortes  d'équations  aux  différences  mêlées 
sont  susceptibles  de  deux  intégrations  distinctes  ,  l'une  par  rap- 
port à  la  caractéristique  A  t  l'autre  par  rapport  à  la  caracté- 
ristique d  ;  que  lorsque  celle 'des  différentielles  peut  s'effectuer 
la  première ,  le  résultat  contient  une  constante  arbitraire  ,  et 
qu'ensuite  Tintégration  aux  différences,  introduit  une  fonction 
arbitraire  ;  mais  que  si  Ton  intègre  d'abord  par  rapport  aux 
différences ,  on  sera  souvent  obligé  de  particulariser  la  fonction 
arbitraire ,  pour  effectuer  l'intégration  aux  différentielles. 

On  peut  transformer  les  équations  aux  différences  mêlées , 
en  équations  différentielles  d'un  ordre  indéfini,  en  y  substituant 
pour  Aj, 


n 


il,-+iLil  +  d^_:_  +  etc. 

Qx  àx*    1.2,       àxr  1.2.0 


dv 
et  consequemment  pour  A.-~-, 
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d'y     *      .    dV     I* 

do:*     I    ^  da^  1.2^         ' 

il  restera  ensuite  h  satisfaire  à  ces  dernières  équations  trans- 
formées de  la  manière  la  plus  générale  ,  ce  qui  offrira  souvent 
de  très-grandes  difficultés. 

Problême»     Troui^er  lès  courèes  dans  lesquelles  la  soufan- 
génie  PT  soit  à  la  sousicante  PS  dans  le  rapport   i  :  a  ,   en  Fig.  il 
supposant  que  la  seconde  ordonnée  P'M'  soit  éloignée  de  la  pre^ 
mière  d'une  quantité  donnée  PP'  =  i. 

Ce  problème  conduit  à  l'équation 

EL—     ^  • 
dx~''    i     ' 

si  l'on  écrit  pour  ^y  son  développement  en  série ,  on  aura 
l'équation  différentielle  d'un  ordre  indéfini  , 

à  laquelle  on  satisfait  par  j^=:d;^',  pourvu  que  le  nombre  m 
soit  déterminé  par  l'équation 


»•»,'  «M^/a 


(û— i)m  +  a 1-  a  — ^  +  **c.  =  o  ; 

d'où  l'on  conclut  d'abord  771  =  o ,  puis 

77II  m»î»    , 

(«  —  0  +  <»-t-  +  ^  -_.  ^  etc.  =  o  : 

si  l'on  désigné  par  771%  772//,  77z'''|  etc.  les  racines  de  cette  der- 
nière ^  on  aura  évidemment 

y  =  C+  Ce""''  +  Cffe^f"  +  etc. 

et  comme  l'équation  précédente  comporte  au  moins  une  racine 
réelle  ,  dont  on  peut  obtenir  le  développement  suivant  les  puis* 
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tances  de  (^Calc.  dijf,^  pag.  86 ,  87  et  iSo)  ,   on  aura 

pour  résoudre  la  question ,  cette  équation 

Nous  venons  d^avancer  que  les  intégrales  des  équations  aux 
difTérences  finies,  contenaient  des  fonctions  arbitraires  qui  ne 
sont  pas  constantes  comme  celles  qui  compleltcnt  les  intégrales 
des  équations  difTérentielles  :  c^est  ce  que  nous  allons  expliquer 
sur  rintégrale  de  Péquation  Ay  =  o.  £n  effet ,  cette  équation 
n'exprime  pas  absolument  que  la  fonction  j-  soit  constante  | 
mais  seulement  qn*elle  ne  change  pas  de  valeur ,  lorsque  la 
variable  indépendante  x  devient  a;  >(-  A  or. 

Si  j  par  exemple,  Ax  est  constant  et  =  i,  on  pourra  prendre 

pour  ^  toutes  les  fonctions  de  x  qui  conservent  la  même  valeur, 

quand  on  y  met  x  +  i  pour  x.  Or ,   il  est  facile  de  voir  que , 

parmi  les  fonctions  circulaires ,  il  s'en  trouve  un  nombre  infini 

qui  jouissent  de  cette  propriété  ;  telles  sont  les  fonctions  de 

ic  oc  %  oc 

$in  -:—  ,  cos  — r-  j   lorsque   %  désigne  la  demi-circonférence  : 
II 

car  la  substitution  de  x  -}-  i  pour  x  dans  ces  fonctions,  donne 


sm  f  T  -) : —  J  =  sm  — : — 


9  3C 

cos  l   9r  H : —   \  =  cos  — - — 


? 


On  peut  donc ,  dans  cette  hypothèse ,  prendre 

(TC  X  ICX  \ 

sm  — r— ,    cos— 7—1, 

pour  l'intégrale  de  Aj  r^r  o ,  au  lieu  de  j  =  C,  en  considérant 
d'ailleurs  la  fonction  <p  comme  entièrement  arbitraire  et  susr 
ccptible  de  toutes  les  formes  possibles  :  en  effet ,  on  a 
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J'  +  Ar  =  ^rsinrtr+-^V    cosQr  +  ^y] 

(vrX  'jrX  \ 

sm  ~r-,    cos-r-j, 
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d'oii  Ay  =:  o.  Cette  remarque  importante  est  due  à  Euler, 

Nous  observerons  que  si  tf=L^Fa-\- f-g^  est  l'intégrale  d'une 
équation  aux  différences  partielles ,  a  étant  une  fonction  de 
^^yi  ^\  ^1  <*  et  T  des  fonctions  de  x,  j*  seulement,  et  F»  ^fit 
des  fonctions  arbitraires  introduites  par  l'intégration ,  et  si  ces 
fonctions  doivent  être  déterminées  de  manière  à  ce  qu'elles  satis- 
fassent aux  deux  conditions  suivantes,  \^,  qu'en  faisant  j-sX  , 
on  ait  2  =  A:  ;  u!*.  qu'en  faisant  j*=:X, ,  on  ait  ;?  =  Ai ,  X ,  X, , 
h ,  hi  étant  des  fonctions  données  de  x  et  de  constantes ,  on 
est  conduit  à  l'intégration  d'une  équation  aux  différences  finies. 
Voyez  Vexcelîent  Traité  des  difjérences  et  des  séries  par 
M>  Lacroix^  et  les  Leçons  de  M.  Prony  consignées  dans  les 
premiers  cahiers  du  Journal  de  VEcole  polytechnique .,  ouvrages 
dans  lesquels  on  trouvera  d'ailleurs  les  indications  des  Mémoires 
k  consulter. 
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CHAPITRE    XIX. 

Calcul  des  variations. 

Nous  avons  extrait  da  Calcul  des  fonctions^  par  M.  LagrangCp 
riiistorique  suivant  qu'on  lira  avec  intérêt. 

«  Les  questions  de  maximis  et  minimis  n'ont  pas  été  incoa-> 
«  nues  aux  anciens  géomètres  :  car  on  a  un  livre  entier  A^Apol^ 
«  hnius  qui  traite  presqu'uniquement  des  plus  grandes  et  des 
«  petites  lignes  droites  qui  peuvent  être  menées  de  points  donnés 
«  aux  arcs  de  sections  coniques.  » 

«  La  méthode  à^ Apollonius  se  réduit  simplement  i  prouver* 
«  que  toute  autre  droite  menée  du  même  point  à  la  section 
«  conique  ,  serait  plus  petite  dans  le  cas  du  maximum ,  et  plus 
«  grande  dans  le  cas  du  minimum  que  celle  qui  a  été  déter- 
«  minée  ;  et  cette  méthode  a  été  suivie  par  tous  ceux  qui , 
«  après  lui ,  ont  cherché  à  résoudre  par  la  simple  géométrie  | 
VL  les  problèmes  relatifs  aux  maxima  et  aux  minima.  » 

«  Fermât  est  le  premier  qui  ait  donné  pour  la  solution  des 
«  problêmes  de  ce  genre,  une  méthode  directe  el  analytique, 
tt  que  l'algorithme  du  Calcul  différentiel  a  ensuite  simplifiée  et 
«  généralisée  ;  elle  se  réduit  ,  comme  on  l'a  vu  (^Calc.  diJJ, , 
«<  chap.  XVIII  et  XXV)  à  égaler  à  zéro  la  différentielle  ou  le 
a  coefficient  différentiel  dé  la  fonction  qui  doit  être  un  maxi- 
«  mum.  ou  un  minimum ,  en  regardant  comme  variable  l'incon- 
u  nue  par  rapport  à  laquelle  la  fonction  donnée  doit  devenir  la 
«  plus  grande  ou  la  plus  petite,  et  nous  avons  exposé  dans  toute 
u  sa  généralité  les  principes  et  la  marche  de  cette  méthode.  » 
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.  n  On  peut  dire  que  c'est  à. la  considération  des  courbes  qn'on 
«  doit  les  principales  méthodes  de  l'analyse  ;  la  détermination 
«  des  plus  grandes  et  des  plus  petites  ordonnées  dans  les  lignes 
M-  et  dans  les  surfaces  courbes  ,  avait  donné  naissance  ailx  qnes*- 
•r  tions  de  muximis  et  minimis ,  dont  nous  venons  d^  parler  : 
«  mais  on  s'éleva  bientôt  à  des  problèmes  d'un  genre  nouveau 
«  et  beaucoup  plus  difficiles.  Il  s'agissait  de  trouver  les  courbes 
«  mêmes  dans  lesquelles  des  quantités  dépend<.ntes  de  toute 
o  l'étendue  de  la  courbe  cherchée ,  prises  entres  des  limites 
M  données ,  fussent  ou  maximum  ou  un  minimum  ,  par  rapport 
fc  à  toutes  les  autres  courbes  possibles,  comme  par  exemple, 
«  la  courbe  qui  renferme  le  plus  grand  espace  suivant  des 
«  conditions  données ,  ou  qui  produit  par  sa  révolution  le  plus 
«  grand  solide  entre  des  limites  données ,  etc.  ;  mais  c'est  la 
«  mécanique  qui  a  fourni  les  premiers  problèmes  de  ce*noUfr 
•r  veau  genre.  Newton  a  cherché  le  premier  la  courbe  qui,  en 
ce  tournant  autour  de  son  axe,  produit  le  solide  qui  étant  mu 
«  dans  un  fluide  ,  éprouve  la  moindre  résistance  possible,  d 

ce  Mais  c'est  proprement  du  fameux  problême  de  la  Bra- 
«  chystochrone  ou  ligne  de  plus  vite  descente,  proposée  en  1793, 
(c  par  Jean  Bemoulîi  ^  que  date  la  découverte  d'une  analyse 
fi  propre  à  ces  sortes  de  recherches  :  on  l'a  appliquée  à  des 
«  problèmes  plus  compliqués  9  tel  que  celui  des  i^opérimètres, 
fi  où  il  s'agissait  de  trouver  entre  toutes  les  courbes  possibles 
«  qui  ont  même  périmètre  ou  même  longueur ,  celles  qui 
«  entre  des  limites  données ,  renfermaient  les  plus  grands  ou 
ce  les  plus  petits  espaces,  ou  en  faisant  une  révolution  autour 
«c  de  Ijeurs  axes  ,  produisaient  les  plus  grandes  ou  les  plus 
«  petites  superficies ,  ou  les  plus  grands  ou  les  plus  petits 
«  solides  ;  ou  enfin  une  courbe  t\lle  qu'en  construisant  sur  son 
«  axe  une  seconde  courbe  dont  les"^ ordonnées  soient  des  fonc— 
a  tions  quelconques  des  ordonnées  et  des  arcs  de  celle-là  , 
a  l'aire  de  la  seconde   courbe  forme    un  maximum  ou   uu 


on 
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ce  minimum  ;  les  difficultés  de  ces  problèmes  jointes  \  la  tétë^ 
«  brité  que  les  travaux  des  deux  frères  Bernouiili ,  de  Tajrlot 
«  et  d*Euler  lui  acquirent,  ont  fait  donner ^  en  général ,  le  nom 
ce  d* isopérimètres  à  tous  les  problèmes  dans  lesquels  il  s'agit 
tr  de  trouver  des  courbes  qui  Jouissent  de  quelque  propriété  de 
«  maximum  ou  minimum^  avec  ou  sans  la  condition  de  Tégalité 
«  de  longueur  de  la  courbe.  » 

A  la  suite  de  quelques  remarques  sur  les  solutitms  du  pro^ 
blêmes  des  isopérimètres  par  les  BemouUij  Tajhr yt  Eulef^ 
M.  Lagnmgej  ajoute  :  oc  Touvrage  à^Euler^  intitulé  :  Mithodus 
ce  inveniendi  lineas  curvas  maximi  minimique  proprietate  gau- 
«  dentés ,  n'aurait  rien  laissé  ï  desirrr  sur  les  problèmes  rela« 
•r  tifs  aux  courbes  qui  jouissent  de  quelque  propriété  de 
«  maximum  ou  minimum  <f  s'il  avait  pour  base  une  analyse 
et  plus  conforme  à  l'esprit  du  Calcul  différentiel.  » 

«  Il  restait  donc  à  trouver  la  manière  de  plier  ce  calcul  a 
«  ce  genre  de  problèmes  qui  sont  essentiellement  de  son  res» 
«r  sort ,  et  de  les  résoudre  sans  s'écarter  de  la  marche  sln^ple 
«  et  uniforme  de  ce  calcul.  Cet  objet  a  été  rempli  par  la 
«  méthode  des  variations,  (due  à  M.  Lagrange)  et  publiée 
«  dans  le  second  et  le  quatrième  tomes  des  Mémoires  de  Vacù" 
«  demie  de  Turin,  » 

Commençons  par  des  particularités  propres  à  servir  d'intro- 
duction à  ce  qui  doit  suivre  ,  et  soit 

une  fonction  qui  doive  jouir  de  la  propriété  d'être  un  maximum 
ou  un  minimum^  ce  qui  suppose  une  relation  entre  a?  et^, 
que  nous  désignerons  par 

y^^xi 

si  cette  relation  est  donnée  ,  on  en  déduira  y  ,  ^,  jy",  etc.  en 
fonctions  de  :c ,  qu'on  substituera  dans  V ^  et  alors  la  question 
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rentrera  dans  celle  des  maxima  et  minima  ordinaires.  Mais  s^ 
la  relation 

n'est  pas  donnée ,  alors  en  supposant  successivement  pour  fx 
différentes  formes ,  la  fonction  V  variera  elle  -même ,  et  il 
s'agira  de  trouver  pour  q)  x  une  forme  telle  que  la  fonction  V 
soit  plus  grande  ou  plus  petite  qu'elle  ne  le  serait  pour  toute 
autre  forme  de  cpaî ,  indépendamment  de  toute  valeur  de  xi- 
ainsi  q)a?  est  ici  l'inconnue  de  la  question  ,  et  quoique  la  rela- 
tion qui  lie  y  à  x,  soit  inconnue,  cependant  les  variables  x  et  y 
ne  sont  pas  indépendantes. 

Ecrivons  a?  -|-  i  pour  x  et  y  -{-k  pour  jr  dans  f^  et  nous 
aurons 

i  et  k  étant  deux  fonctions  de  x ,  dont  l'une  est  arbitraire  ^ 
et  l'autre  en  dépend  par  la  relation  j^  z=zqfx  :  qn  aura  donc 

X.       r.  .    .'àV       ,   dr       ,    àV       ,„  dF 

or  par  la  nature  de  la  question ,  il  faut  que  la  fonction  cp  a;  ait 
été  prise  de  telle  manière  que  ,  quelle  que  soit  la  valeur  de  Xy 
on  ait  toujours 

r.  >  r    ou     <  F; 

en  raisonnant  comme  dans  la  théorie  des  plus  grands  et  des 
moindres  (  Cale,  dijf, ,  chap.  XXV  )  ,  on  conclura 

.  dr      .  dF       .    dr 


i 


+  ^^Â:r  +  *'n3-  +  e^c.=o: 


àx  dj^  ày 

si  Ton  pose 

dr  dr  dr  dF 

d^  ^  Ay        ^^        Ay        ^        d/t») 
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\  ce^qui  revient  à  chercher  le  mamimum  oa  le  minimum ,  rela- 
tivement à  chacune  des  quantités ,  il  pourra  arriver  que  ces 
diverses  équations  s'accordent  entre  elles  ,  quelle  que  soit  la 
variable  x ,  et  alors  la  relation  résultante  sera  j  =  ^x.  On 
distinguera  le  maximum  du  minimum ,  comme  on  le  sait. 

Mais  si  toutes  ces  équations  donnent  des  relations  diflérentes 
entre  «  et ^,  le  problème  sera  impossible  dans  Tétat  de  géné- 
4iilité  supposé  ;  et  s'il  arrive  que  quelques-unes  seulement  de 
ces  relations  s'accordent  entre  elles ,  alors  la  fonction  V  aura 
des  maxima  ou  minima  relatifs  à  quelques-unes  des  quantités 
x^jTy  y^  etc.  Si  l'on  ne  veut  rendre  V  un  maximum  ou  un 
minimum ,  que  par  rapport  à  l'une  des  quantités  x^y^y* ,  etc. , 
comme  Mrs  il  ne  faudra  satisfaire  qu'à  une  équation  ,  le 
problème  sera  toujours  possible. 

Problème  I«^     Trouver  la  courbe  qui  jouit  de  la  propriété 
^'en  chacun  de  ces  points ,  le  produit 

■.g.a4.  V=i:y+(m~x)y'][y-f.(n-x)y'], 

soit  un  maximum  ou  un  minimum  ? 

L'équation  de  la  tangente  en  un  point  x ,  y^  est  {Cale,  dijj.^ 
chap.  XV) 

p  désignant  Tabscisse  ,  et  q  l'ordonnée. d'un  point  quelconque  de 
la  tangente.  Soient  AP=m  ,  AP'  =  ti  ;  on  aura 

J^=j-f-(m  —  x)y'i       F'm'f  :=iy  '\'(^n  —  *)jS 

I 
dont  le  produit  doit  être  un  maximum,  ou  un  minimum. 

„    .     .      dF    dr    d^    .,  .  .  , 

Jtn  cherchant -; — ,  —. — ■,    T-ry  "   sera   aise    de   reconnaître 

Qx      (\y       dy 

que  les  résultats  égalés  à  zéro  donnent  des  équations  incom- 
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patibles ,  tant  que  m  est  différent  de  n.  Mais  pour  m  =:  n  ^ 
on  a 

d'où  Ton  tire  trois  équations  auxquelles  on  satisfait  en  m<me 
lems  )'  en  faisaAt 

c^est-^-dire  9 

y^  -|-(m  —  ^)dj'  =  o^ 
qui  a  pour  intégrale 

ëquation  d'une  droite  :  cette  relation  rend   Vx=t  o ,   et  cette 

fonction  est  évidemment  positive  dans  toute  autre  hypothèse. 

àV 
Si  l'on  pose  seulement  -j^  =  o ,  on  aura  l'équation 

laquelle  donne 

pour  l'équation  de   la  courbe  cherchée.   On  aura  ensuite  la 
fonction  - 

d'F 


.laquelle  fait  voir  que  le  maximum  aura  lieu ,  lorsque  les  fac- 
teurs m  —  âp ,  n  — ^  JT  seront  de  ■  signes  différens  ,  et  que  le 
minimum  aura  lieu ,  lorsque  les  facteurs  m»^  x  et  n  —  « 
seront  de  même  signe. 

-     On  tire  de  l'équation  (M) 

2,Ay  Ax  Ax 

"  sas  ■  «^  -^ m^ 

y         ^— -m  '    X — n 
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qai  â  ponr  intëgnU 

a/r=/(«  — m) +  /(«  —  ») +/C, 
et 

C  étant  la  constante  arbitraire.  Pour  m  =  n ,  on  retombe  sur 

Ainsi  la  position  de  la  tangente  à  chaque  point  dto  la  courbe^ 
C6t  telle  que  le  produit  en  question  est  un  maximum  pour 
Fellipse  y  et  un  minimum  ou  un  maximum  négatif  pour  Thy- 
pcrbole. 

Problème  n.  Trout^er  la  eottrèe  pour  laçîiêîUj  en  chacun 
des  points ,  îe  carré,  de  la  sounormale  augmenté  de  l'abscisse  ^ 
soit  un  minimum  7 

On  a  (CflfZc.  £ff. ,  chap.  XV  ) 

d^où  Ton  tire  trois  équations  qui  s'accordent ,  en  faisant 

jrf  +  X  =0  =jr4jr  +  xdx , 

e^ation  qui  a  pour  intégrale 

^*  +  a:'  =  r'  ; 

en  sorte  que  le  cercle  décrit  de  l'origine  comme  centre  satisfait 
seul  à  la  question. 

Supposons  actuellement  qu'on  demande  la  courbe  dans  la- 
quelle le  maximum  ou  le  mininum  ne  soit  plus  la  fonction 

mais  la  fonction  primitive  qu  Tintégrale  de  celle-ci.  Les  pro- 
blèmes de  ce  genre  sont  proprement  ceux  qui  se  rapportent  au 
Calcul  des  variations.  Ainsi  il  s'agit  ici  de  faire  jouir  des  pro- 
priétés de  maximum  ou  de  minimum  entre  des  limites  données  y 
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qui  répondent  à  des  vnleurs'  données  de  x,  non  plus  la  fonc-* 
tien  V^  mais  son  intégrale  que  nous  désignerons  par  V,  G)mme 
la  fonction  V  est  censée  n'avoir  pas  de  primiûve  dans  Tétat  oi 
elle  est ,  pour  qu'elle  en  ait  une  ,  il  faudra  supposer  - 

et  en  faisant  varier  tant  soit  peu  la  fonction  ^x,  la  valetir 
de  I7|  prise  entre  les  limites  correspondantes  aux  valeurs  don- 
nées de  âp ,  doit  diminuer  dans  le  cas  du  maxilnum  et  aug- 
menter dans  celui  du  minimum. 

Dans  toutes  les  applications  du  Calcul  différentiel,  6n  sup- 
pose que  la  dépendance  des  vai^iables  demeure  constamment  W 
même  dans  le  cours  de  la  question  ;  mais  d^ns  les  problèmes 
dont  nous  nous  occupons  ici ,  il  faut  concevoir  que  cette  dé- 
pendance change.  Ainsi  V  désignant  une  fonction  de  x ^y  tl 
des  côefficiens  différentiels ,  l'Intégrale  Ur=jVdx  est  suscep- 
tible ,  entre  les  mêmes  valeurs  de  j? ,  d'une  infinité  de  valeuct 
qui  dépendent  de  k  relation  y^n^x  i  en  sorte  qu'on  peut 
demander  qu'elle  est  parmi  toutes  les  relations  possibles  entre 
y  et  X,  celle,  qui  fait  prendre  à  l'intégrale /Vdo? ,  entre  les 
limites  données  9  la  plus  grande  ou  la  plus  petite  valeur.  L'inté- 
grale jVàx^  lorsqu'on  ne  particularise  pas  la  relation  de  j^  à  x, 
exprimant  une  propriété  commune  à  toutes  les  courbes,  on 
demande  pour  quelle  courbe  cette  propriété  est  un  maximum 
ou  un  minimum.  Pour  satisfaire  à  cette  condition,  il  faut 
rechercher  la  différence  qu'un  changement  quelconque  dans  la 
relation  de  ^  à  jc ,  ou  dans  la  nature  ou  le  paramètre  de  la 
courbe  qui  représente  cette  relation ,  produit  sur  l'intégrale 
fVà:ê'.  on  passe  donc  ici  d'une  courbe  à  une  autre;  en  sorte 
qu'il  faut  distinguer  entre  les  variations  de  l'ordonnée  dans  la 
même  courbe,  et  celles  qui  ont  lieu  en  passant  de  la  première 
courbe  à  la  courbe  variée.  En  mécanique  (  Mèc.  analyt,  , 
%^.  idit.^y  Igrjsqu'il  s'agit  d'un  corps  d'une  masse  finie,  dont 
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tous  les  points  sont  animes  par  des  forces  quelconques ,  il  se 
présente  naturellement  deux  sortes  de  difTérentielles  quSl  faut 
bien  distinguer ,  les  unes  ce  rapportent  aux  difîerens  points  qui 
composent  se  corps  :  les  autres  sont  indépendantes  de  la  position 
mutuelle  de  ces  points,  et  représentent  les  espaces  infiniment 
petits  que  chaque  point  peut  parcourir,  en  supposant  que  la 
situation  du  corps  varie  infiniment  peu  :  on  a  conservé  la  carac- 
téristi(|ue  d  pour  désigner  les  différentielles  de  la  première 
espèce  rjui  sont  analogues  à  celles  que  Ton  considère  commune— 
ment  en  géométrie ,  et  on  a  dénoté  par  une  nouvelle  caracté- 
ristique J"  les  différentielles  de  la  seconde  espèce.  Du  reste ,  les 
mêmes  formules  qui  donnent  les  différentielles  ordinaires , 
donneront  aussi  les  variations  «  en  subtituant  /"  à  la  place  de  d. 

On  considérera  donc  que  comme  les  caractéristiques  d  et  ^ 
marquent  deux  espèces  de  différences  absolument  indépen- 
dantes entre  elles ,  quand  ces  caractéristiques  se  trouvent  en— 
semble  ,  il  doit  être  indifférent  dans  quel  ordre  elles  se  suc-^ 
cèdent ,"  parce  qu'en  supposant  qu'une  quantité  varie  de  deux 
manières  différentes  ,  on  a  toujours  le  même  résultat ,  quelque 
soit  Tordre  dans  lequel  se  font  ces  variations.  Ainsi  ^dx  sera 
la  même  chose  que  dix,  et  pareillement  M'a?  sera  la  même 
chose  que  à'i'x  ou  que  dJdx,  et  ainsi  de  suite:  on  pourra 
donc  toujours  changer  à  volonté  l'ordre  des  caractéristiques , 
sans  altérer  les  résultats.  Par  la  même  raison ,  on  pourra  chan- 
ger if  en  yV,  y" étant  le  signe  de  l'intégration,  c'est  en  quoi 
consiste  le  principe  fondamental  du  Calcul  des  variations. 

Mais  on  peut  démontrer   ces   deux   propositions-  comme  il 
suit  :  X 

I*.  Soit  y:=cf^  la  relation  primitive  entre  y  ei  x  j  et 
^  +  <^J  =  -i^x  la  rc;lation  variée  ,  ^  et  %}/  étant  deux  signes  de 
fonction  :  on  aura      \ 
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«  étant  un  autre  signe  de'fonction  :  d'après  cette  loi  9  et  en  faisant 
pour  abréger  ^-j-d^  =  j^,  on  aura 

d'où  on  conclura 

,jy  _^jr=  ,y  —  ,jr  =  d  (îTjr)  =d.«^J^; 

mais  comme  dy  =;=  y'  — y ,  il  viendra  ,   en  prenant  les  varia- 
tions ,  c'est-à-dire ,  en  différentiant  suivant  J", 

d'où  on  conclut 

i.àyz=iàAy (i), 

ce  qui  est  le  premier  théorème. 
•En  supposant  ^  =  mày^  la  formule  (i)  devient 

i'.miy  =  d .  ^mdj  =  à^'^j- , 

et ,  parce  que  m  est  une  constante ,  elle  se  réduit  à 

'  i'ây  =  d  ^ày  =  d'/'j. . . . . (2)  : 

ainsi ,  on  parviendra  à  cette  conclusion  générale 

2,^.  Si  yon  représente  J^F  par  F", ,  on  aura 

dr,  =  r    et     ^dF,=i^V, 
ou 

d.j^r.  =  ^r  et  i^v,=f^V', 

puis  mettant  pour  F,  sa  valeur  y  F",  on  obtient 

ce  qui  est  l'autre  théorème.  ^  1 

On  sait  que  dans  les  fonctions  de  plusieurs  variables  et  de 
leurs  différentielles  des  ordres  supérieurs  au  premier,  on  peut 
toujours  prendre  une  dés  différentielles  premières  pour  cons- 
tante ,  ce  qui  simplifie  la  fonction  sans  rien  ôter  à  sa  généralité  ; 
mais  alors  dans  les  différcntiations  par  J",  il  faut  aussi  regard^    . 
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comme  constante  la  Tarlable  dont  la  difTërentiene  a   ^t^   snp-^ 

posée  constante  ;  et  si  Ton  vent  ensuite  attribuer  des  variations 

i  toutes  les  variables ,  il  faudra  rétablir  la  variabilité  de  I» 

diflerentielle  supposée  constante. 

dr      d*y 
Soit  V'  une  fonction  àexmYp  -^  •  -r^^  '  ^^<  ,  •&   dx   est 

fuc     ax* 

dr  'dv 

supposé  constant:  si  Ton  &it-~^s=:^'^  -r^  =  j*^, la quan» 

tité  V  deviendra  fonction  de  ^r,  j^,  y\y^^  ^^^m  ^^  ^^  ^Q^^ 

ponr  passer  à  la  Tariation  iV  y'A  suffira  de  changer  dbe ,  d^ ,, 
d^,  etc. ,  en  J'x,  ly^  S'y" y  etc. ,  ce  qui  donnera 

.         «  •        ¥^     àV      iV 
va  observant  que  tes  coemciens  -^ —  ,  -j—  ,    -— ,   etc.  ,   ne 

changent  pas  lorsqu'on  passe  de  la  diffërentiation  par  d  à  I» 
différéntiation  par  ^.  Maintenant,  en  faisant  tout  varier,  ou 
aura 

ày  Hy         ày  Wx    d.  jy  M«h» 

"^  dof  ""  dx         Ax  dx  dos        ^    àx 

etc. 
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Substituant  ces  valeurs ,  et  faisant ,  pour  abréger  , 

on  aura 

nais  en  difliérantiant  par  i  la  foiicUon  V,  et  substituant  ^dj> 
pour  dy ,  ^y'dx  pour  ày*,  etc. ,  on  a  * 

-„      /dV"      dV   ,  ,     dV    „    ,  àF    ,„  ,        \. 
d'où  l'on  tire 

■dJ+d5r-^  +  57J^'  +  "'-  =  l^*'^= 


etc. 


donc  enfin 

Si  la  quantité  ^contenait  une  autre  variables  9  avec  ses  dérivées 

dr     d'«  _  .  àz  àz'  „  '         \      ^ 

-j —  j  -j—^  etc. ,  en  faisant  -j—  =  is',  -^p^  =  z''  etc. ,  et  opérant 

la  même  manière  ,  on  trouverait  les  termes  suivans 
àV    ^         àV         àti^        àV        i*ls^ 

dr^^  +  77^-dr  +  diy^"di^  +  ^^^- 

dans  lesquels 

i-if^zifz  —  z'ix; 

r 

« 

à  ajouter  k  la  valeur  précédente  de  ^Vj  ce  qui  donnerait 

/r^        I     jr/K     .    dr^         dF     d<hi         dr     à^iu    . 
^r=_dF^.+  -i^+_._+_..-^+etc. 

dr  ^       dr  dj^i^        dF     d'j^f'   . 

d^         ^  di'       dx     ^    dç^        do?»     ^ 
ainsi  de  suite. 
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Donc  ,  si  l'on  a  la  fonction  intrgnAt  jf'ix ,  on  fera 

//file  =/;  (Vci*)  =/(  d*  /r+  Fidx  )  =/\dxtr+  Vàix  ). 

'hUhfVài*  =  Vtx—fàVtx\  donc 
lfVAx=Vlx+f{  AxtV-  dVtx) 

dT   ,  dF  d/v  ,  dF   d'/e 
"^  d«   "*"  d*' **  d«  "'"d^f'^'d?" 

iV ^        dF  ,   dr 

dF       •   dr 

— -j— «'/« —  -T-;zl)x  —  etc. 
de       ds' 

,,.   .     ,   ,  .  ..  ,dF  dr    dr 

Or,  en  désignant  pour  plus  de  bnerete-r— .  -=— ,  -; — j-etc. 

ax      cy      «jy' 

„    «   «  d^     <l^    dJV 

par  M,  iV^,  P,  Ç,  etc.  ;  -^ ,  ^,  ^  ,  etc.  par»,;?, y, etc.; 

^  par  •,  ^c  par  /•  etc. ,  on  aura  ,  en  intégrant  par  parties, 

dP 


/Pd.  =  P«— /" 


"î —  mix 

QX 


^    dx        dx        J  àx      ^x  ^ 

etc. 

et  pareillement 

=  ^  inr~i^''+ydj-''i:^-'*^'» 

etc.  : 
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donc  par  toutes  ces  substitutions  y 
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àx        Ax        6x 


J d. 

dx        àx         àx 


àq 

àx 


+  ctc 


•}- 


+  {^-lJ  +  '''} 


—  etc.  > 

àq  \ 

—  etcj 


dâ; 


tàx 


•  • 


•0) 


V 


+  |^_etc.}-^ 


etc. 
En  posant 

yf=dF— dF=o, 

„      dr    '  I   ^   dr  ,     I-        dr 

ày         àx       ày        do?*        ày'' 
^       àV         I    ^     dr  .      1     j      dF 

C==-r r— d  -1-7  + T—  «*•  jT7 etc., 

dz         àx        àz'  ^  dx»         dar*  ' 

on  remarque  qu'il  ne  restera  sous  le  signe/)  que  des  termes  d« 
la  forme 

I 

i  cause  de  «  =^tt,  ti  ff='  i9^  ou  de  celle-ci , 

en  remplaçant  ^u  par  tf  ^^y'ix  ^  ^9  ^s=i  i'z -^  z'ix^  etc.  j  et 
Qibseiyant  que  A  :=o. 
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Si  la  fonction /Vdx  qui  représente  une  inté^alte  définie ,  ou 
prise  entre  des  limites  qui  répondent  à  des  valeurs  données 
de  «y  doit  être  un  maximum  ou  un  minimum ,  il  faut  qu'entre 
ces  limites  ^  on  ait 

;/Vd«=y>rdx=o, 

quelles  que  soient  les  variations  ^x,  iy^  ^ir;  et  comme  la  partie 
sous  le  signe  y^  et  celle  qui  est  dégagée  de  ce  sigf^e,  ne  peuvent 
être  comparées  entre  elles,  et  conséquemment  se  détruire,  puis« 
que  la  première  n'est  pas  intégrable ,  tant  que  tx ,  ^j^,  i'z  etc. 
conservent  Pindépendance  qu'exige  la  nature  de  la  question  | 
on  doit  avoir  d'abord 

d'où  l'on  ne  tire  que  les  deux  équations 

Jî  =  o  ,  C=  Q  , 
lesquelles 9  en  désignant  parP%  Ç'-',  R!*'^  etc.,  /?',  y*,  r"',  etc.^ 

I     „  àP      d*0  d»      à'q 

—  d'r,etc.,  ou—,   5^, etc.,  -^,  3p»«c.,  se  t«n^ 

forment  dans  celles-ci , 


N  —  P  +  Q'f  —  K'"  +  etc.  =  ô 
n  —  ^  -|-  ^//  —  r'^'  -j-  etc 


C.=:C>   > 


en  observant  que  la  troisième  By-\'Cz^-=o ,  est  en  même  teras 
sa tisfaite.Ces  équations  contiennent  les  relations  entre  les  variables 
x^y  et  z  pour  l'existence  du  maximum  ou  do  minimum.  Si  la 
proposée  ne  renferme  pas  y^  les  deux  équations  ci-dessus  se 
réduisent  à  5  =  o  ,  c'est-à-dire  ,  à 

N  —  P  +  Q/f  —  etc.  i=  0. . . .  (3)  î 
en  géométrie  ^  cette  équation  est  celle  de  la  courbe  qui  jouit 


I 

f 
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^e  h  propriiélé  du  maximum  ou  minimum  ;  il  est  facile  de  voir 
<]uelle  sera  ^  en  gênerai ,  de  Tordre  an,  si  la  proposée  est  de 
l'ordre  71 ,  c'est-à-dire  ,  si  elle  contient  la  dérivée  ^C")  ;  de  sorte 
qve  son  intégrale  Contiendra  a  n  constantes  arbitraires. 

Désignons  par  17 ce  que  devient  Tiotégrale  fi'Vàx  9  sous  les 
conditions  ^  =  o  ^  C  =  o;  pour  que  cette  intégrale  soit  nulle 
entre  les  limites  données  y  il  faudra  que  la  différence  des  valeurs 
qui  répondent  à  ces  limites ,  soit  nulle  :  désignons  par  I/o  ,  Ui  ^ 
ces  valeurs  de  V  y  qui  répondent  à  la  première  et  à  la  seconde 
limite ,  dans  lesquelles  les  variables  auront  pour  Tune  les  valeurs 
donnnées  atoi  ^o»  y^m  ^tc.  z^j  ^09  etc. ,  et  pour  l'autre  Xt^y^y 
y' ly  etc.  f  Zti  z/y  etc.  :  on  aura  cette  équation  particulière  aux 
limites 

U,-V,,  =  o (4)» 

■tt  les  conditions  qui  en  résulteront^  serviront  à  déterminer  les 
constantes  arbitraires  introduites  par  les  intégrations  des  équa- 
tions du  maximum  ou  du  mimmvm. C'est  ce  que  nous  éclaircirons 
bientôt  par  plusieurs  exemples. 

Supposons  actuellement  l'expression /j^dâ: ,  sous  la  forme y^, 
)^ représentant  la  fonction  différentielle  ,  c'est-à-dire,  conte^ 
nant  alors  x^y^  ztl  leurs  différentielles  àxy  iy»  àzj  à*Xj  dy» 

à*€ que  nous  représenterons ,  pour  plus  de  commodité 

par  Xfy  y^y  z^,  ^H%  ÏMi  ^n^  ^^^'  >  «nsorte  que 

VzsiFiXyyy  *,  «,,  J^/,  z,y  x^jy^y  *i»--.); 

fti  Xj  y  y  z  reçoivent  les  variations  /^x,  i^y^  iz^  x^  deviendra 

d(«  -^Ix)  s=5  i'X  +  d^x  c=rdx-f'^<^  =  ^/+  J"*/ ?  ^^ 
même  Xn  croîtra  de  i'x^ ,  et  ainsi  des  autres.  De  sorte  que  de 

àrz:xMàx+  Nàx,+  Pàx„  +  etc. 
+  mdjr  +  này,  4-  fdy„  +  etc. 
-^  ^d«  -)•    fiZf  +    màZfi   +  etc. 

•n  conclura 
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i'V  =  Mtx+  Nt'jn,  +  Pfxy  +  etc. 
+  mfy+  nly,  +  p/y^  +  etc. 
4-  ^/«  -|-  f  /"jp^  +  »  i'zn  +  etc. 
=  Jlf;«+  Nl^x  +  P^d'jc  +  etc. 
+  wi^y  +  n^dy  +  pf'ày  +  etc. 
+  ^/jt  +  fJ^dr'  +  wfd^z+  etc. 
Or  f  en  intégrant  par  parties ,  on  obtient 

fNi^àx  =  /Nd  ix  =   Ni^x  —  fiNlx 
JPèà^x  =jPd*tx  =  Pà^x  —  iPi-x  +fd^Pi^x 
jQi^d^x  =jQdi^x  =  Qd'tx  —  dÇd^x  +  d*Qfx 

-fd'Q^x, 

et  ainsi  des  autres  intégrales.  En  réunissant  ces  résultats ,  on 
trouve 

JiM^  dN+  d»P—  d'Ç  +  dm—  etc.  )  fx 
+  (iV— dP  +  d»Ç  —  d3/{+ etc. )  diT* 
+  (P— dÇ  +  d^ /l  etc.)  d^« 
+  {Q  —  dR  +  etc.)d»/x 
+  (jR  — etc.)d3J'a?     . 

etc.  : 
conséquemment 

i^.fV—fiM—  dN  +  d»Ç  — etc.)  ix 
+y"(  ^  —  dn  -{-  d*p  —  etc.  )  fy 
-}-/'(  /«  —  d  I»  +  d*T  —  etc.  )  ^z 
+     (A_  dP+d^Q— d^jRetc.)  J^x 
+     (  n  —  d/?  +  d'^  —  dV  etc.  )  J'y 

+     (  ^  _  d  F  —  etc )  iz 

+     (P—  dÇ  +  d'H )  di'x 

+   (;^— d'y+ )ài*y 

+      (  cr  —  d  F  + )  d^r 

+     (  Ç—  dJR+ )d«J^a7  +  etc. 

K  étant  la  constante  arbitraire  due  à  l'intégration.  j 
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La  condition  du  maximum  ou  du  minimum  exige  encore  que 
ifVz=  o  entre  les  limites  désignées,  quelles  que  soient  les  varia- 
tions i'x  y  Jy  ,  i^z.  Or  i^fV  ne  peut  devenir  =  o  ,  à  moins  que 
la  partie  sous  le  signey  ne  soit  nulle  d^elle-méme,  et  à  cause 
de  l'indépendance  des  variations  i'x^  fy^  i'Zj  il  faut  qu^on  ait  ces 
trois  équations  séparées: 

Jlf  _  diV  +  d*P  —  etc.  =  o 
m  —  d/i  4"  ^^P  —  fi^c.  =  o 
^  ,».  dy  -{-  d*3r  —  etc.  =  0. 

Comme  Vax  et  V  sont  deux  formes  différentes  de  la  méms 
fonction ,  on  peut  considérer  indifféremment  i'jVàx  on  i'jV,    . 

Avant  d^aller  plus  loin  ,  faisons  une  application  qni  jettera 
du  jour  sur  ce  qui  vient  d'être  dit ,  et  choissons  la  plus  simple 
des  questions  auxquelles  on  applique  cette  métbode. 

Problême  III.  Tromper  la  ligne  la  plus  courte  entre  deux 
points  donnés. 

En  supposant  que  la  ligne  cherchée  soit  toute  entière  dans 
tin  plan  ,  et  prenant  x^  y  pour  sts  coordonnées 9  la  longueur 

de  la  ligne  sera  fAx^\  +j'*»  ^^  ^^^^^  9"® 

/Fdx  =fàx  V/i+y*. 

Dans  ce  cas,  M  =:  -î —  =  o  ,      iV  =  -=—  =:  o  •.....•.  • 

dw  dy 

P  =  j~7  =     ,Z. 9    Ç  =  o,  etc.,  n  =  o,  ^=0,  etc., 

et  la  première  des  équations  (2)  donne  . 


y 


Lv^T+yîJ 


àjg 


37 
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d^où  Ton  déduit 


y* 

~ =  const,  ^ 


c'est-à-dire  ^ 

y  ^=.h  ^     d'où    y=ihx  '\'C  j 

h  tx  c  ëtant  deux  constantes  arbitraires ,  ce  qui  es;t  l'équation 
générale  de  la  ligne  droite. 

Si  les  deux  extrémités  de  la  ligne  étaient  données ,  on  aurait 
ix^  =  o  ,  i'y^  =  G  ,  ^«,  =  0  ,  t'y  y  =  G  I  et  par  conséquent 
l'équation  aux  limites  (4)  9  savoir  : 

aurait  lieo  sans  aucune  condition  ,  et  on  déterminerait  les  cons- 
tantes h  tXc  ,  en  assujettissant  la  droit«  à  passer  par  les  deux 
points  donnés. 

Il  reste  à  résoudre  le  cas  où  la  ligne  la  plus  courte  doit 
^tre  terminée  de  part  et  d'autre  par  deux  lignes  données  droites 
ou  courbes.  A  cet  effet ,  reprenons  l'intégrale 

prdx  s=/(iV— F4- etc.  )  «djc  +  Fï^o:  +  {P— Ç'-f- etc. ]• 

+  {Ç  — etc.f-^^  +  ctc, 

où  tf  =  ^y — y'^x\  et  comme  on  a  déjà  employé  Téqualidn 
du  minimum  , 

iV  — iP  +  etc.  =  0, 

il  ne  reste  plus  qu'à  considérer  le  surplus  de  l'équalion  aux 
limites ,   qui  est 

t/=  ^.^x  +  {P—  Q'  -f.  etc.  }  m  -f.  etc.  , 
c'est-à-dire , 
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lequel  sert  à  former  Pëquation  aux  limites 

l/.  — K  =  o: 

si  l'on  suppose ,  en  premier  lieu ,  qu.e  la  droite  donnée  doivei 
être  terminée  des  deux  côtés  par  des  lignes  perpendiculaires  à 
Taxe  des  x^  les  abscisses  x  de  ces  limites  étant  constantes}  on 
a  i'Xo  =  09   ^^,  =  0  ,  et  réquation  atix  limites  devient 

a  cause  de  y'  =&  ^  ;  et  comme  ^j, ,  ^jTo  restent  arbitraires  y 
on  a  ^  =  o  ,  en  sorte  que  y  =  c ,  ce  qui  réduit  la  ligne  la 
plus  courte  à  une  droite  parallèle  à  Taxe  des  x,  La  conclusion 
resterait  la  même  si  Tune  des  limites  était  un  point,  l'autre 
«tant  une  perpendiculaire  à  l'axe  des  x.  Supposons ,-  en  second 
lieu  y  que  les  deux  limites  soient  indépendantes  l'une  de  l'autre: 
on  aura  séparément 

I7i:e=o,       £/^=o, 

«t  par  conséquent 

soit  maintenant  <i>  (  « ,  y  )  =  o  ^  l'équation  de  la  ligne  qui 
forme  la  première  limite ,  ou  sur  laquelle  doit  se  trouver  l'une 
des  extréi^iités  de  la  plus  courte  distance  ;  on  en  déduira 

^x  ^'x  +  i-y  ^'y  =  o ,      *'ar  +y'^y  =  o  , 

de  sorte  -que  la  combinaison  de  ces  deux  équations ,  produira 
celle-ci , 

il  faut  remarquer  à  l'égard  de  cette  équation  que  les  valeurs 
i'x ,  ty  sont  censées  les  mêmes  que  celles  que  nous  avons 
désignées  ci-dessus  par  ^x^  9  i'yo  9  parce  que  ce  sont  les  varia- 
lions  des  coordonnées  à  la  première  limite,  variations  que  nous 
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avons  notées  par  fXa  ^  tjTo  ;  mais  la  dérivée  y  n'est  pas  la 
même  que  la  dérivée  y^y  quoiqu'elles  se  rapportent  toutes  les 
deux  au  même  point  ;  car  celle-ci  se  rapporte  à  la  ligne  la  plus 
CGurte ,  et  exprime  la  tangente  trigonomé trique  de  l'angle  de 
celte  ligne  avec  l'axe  ,  au  lieu  que  l'autre  se  rapporte  à  la 
courbe  qui  sert  de  limite  ,  et  exprime  de  même  la  tangente  de 
Tangle  que  la  tangente  à  cette  ligne  fait  avec  le  même  axe. 
Nous  désignerons  cette  dernière  dérivée  par  (j^  )  ,  et  appli- 
quant le  chiffre  au  bas  de  chaque  lettre  pour  la  rapporter  à  la 
première  limite ,  l'équation  précédente  deviendra 

^yo  —  if  ).  ^^o  =  o. 

Telle  est  l'équation  de  condition  qui  doit  avoir  lieu  entre  les 
variations  S^y^  et  ix^i  ainsi  substituant  dans  U^=:o  ^  c^est4- 
dire ,  dans 

la  valeur  de  i'jo  ^H^  de  l'équation  précédente,  on  aura  celle-ci| 

[j.'(r').+ 0^*0  =  0,     d'où     j.,' (/).  +  I  =  o. 

On  conclut  de  cette  dernière  relation  entre  les  tangentes  trigo- 
nométriques  que  les  deux  lignes ,  celle  qui  doit  être  la  plus 
courte,  et  celle  qui  forme  sa  première  limite,  doivent  se  couper 
à  angles  droits. 

Et  comme  l'équation  à  la  seconde  limite  est  tout-à-fait  sem- 
blable à  l'équation  à  la  première  ,  on  trouvera  nécessairement 
le  même  résultat  relativement  à  la  seconde  limite  ;  c'est  à-dire , 
que  la  ligne  la  plus  courte  devra  aussi  tomber  à  angles  droits  sur 
la  courbe  qui  forme  la  seconde  limite.  On  satisfera  à  ces  con- 
ditions par  le  moyen  des  équations 

et  des  constantes  arbitraires  ^  et  r  de  l'équation 

y=zhx  ^  c; 
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car  les  précédentes  deviennent  ^ 

or  ,    la    ligne    la    plus   courte  devant  passer    par  les  points 
^oïj^o;  a:,  ,^,,  on  a 

Xo  —  Xi 

la  substitqtion  de  cette  valeur  de  b ,  donne 

(j^o  —y»  )  (r')«  +    a:o  —  a:,    =  o , 

dont  la  combinaison  avec  les  équations  des  courbes  donnée.*; , 
rapportées  aux  points  extrêmes,  fera  connaître  les  coordonnées 
des  points  extrêmes  de  la  ligne  la  plus  courte  ,  ce  qui  com- 
plette  la  solution  générale  du  problême  proposée. 

Pour   donner   plus  de  généralité  au   problème    précédent  , 

supposons  qu^on  demande  la  ligne  la  plus  courte  dans  Tespace, 

sous  la  condition  qu'elle  doive  être  toute  entière  dans  le  même 

plan  :  en  prenant  x^y^  z  pour  les  trois  coordonnées,  dont  deux 

y  tt  z  sont  censées  fonctions  de  la  troisième ,  on  aura  la  fonciiou 

dont  l'intégrale  exprimera  la  longueur  de  la  ligne  cherchée,  et 
devra  par  conséquent  être  un  minimum*.  Pour  ce  cas  ,  les 
équations  (2)  du  minimum ,  deviennent 

-.p^=:o,       — ;i'  =  o. 


savoir  : 


(f)  =  -.      <i)  =  o. 


•    u  „     dr  dr 

pri  observant  que  P=  —  ,  p^jp-  }    oaeu  tire 


zf^ 
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a  et  b  étant  des  constantes  arbitraires^  et  comme  « •• 

'F=y/i-f-^*-f.;j'»,  il  s'ensuit  que  F  sera  une  fonction  de 
constantes ,  et  qu'ainsi  y  ei  z^  auront  des  valeurs  constantes  qui 
étant  désignées  par  c  et/*,  donneront 

m  et  R  étant  aussi  des  constantes  arbitraires.  Ces  deux  équations 
font  voir  que  la  ligne  cherchée  esC  une  droite  dent  la  position 
est  arbitraire. 

Il  faut  maintenant  considérer  Péquation  aux  Kmites.  Or  » 
Ton  suppose  ,  comme  on  l'a  d'abord  fait  dans  le  problème  pré- 
cédent ,  que  les  deux  limites  soient  indépendantes  l'une  de 
l'autre ,  cette  équation  se  partagera  toute  de  suite  dans  celles-ci 

C7o  =  o  ,       I7i  =  o  : 
or         * 

17=  Vi^x  +  (P— Ç'  +  etc.  )  i»  +  etc. , 

+  (.P  —  9'  +  ^^^'  )  /»  +  «^c. , 


où  m  —  ^y'-^yii 

Vj  fiTSzt'Z- 

—  z'âe ,  P: 

E=  ' 

r' 
V  ' 

F  = 

V  ' 

en  sorte  que 

U—Vix  + 

■Çi'y- 

■y^x)-{- 

z' 
V 

(^r- 

-  z'èoi 

O 

i^x  +  y^y  +  z^^^ 
^                  V 

z 
—  1 

d'où  on  conclut  en  multipliant  par  le  dénominateur 

t/o  =  i^^o. + Jo'<^Jo  +  Zo'^z^  =  o  » 

équations  qui  auront  lieu  d'elles-mêmes ,   si  les  deux  extrémités 
de  la  ligne  sont  données  de  position ,  parce  qu'alors  les  varia- 
tions des  coordonnées  JP©  ?  ^o  ?  ^o  >  ^i  7  ^i  i  ^i  seront  nulles. 
Supposons  actuellement  que  la  première  limite  soit  une  courbe 
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qui  ait  pour  équations  de  ses  projections 

la  première  donnera ,  comme  on  la  vu  plus  haut , 

et  la  seconde  donnera  de  même 

tirant  de  ces  deux  équations  les  valeurs  de  l'y 09  ^^^09  et  ]es 
substituant  dans  la  première  des  deux  équations  ci-dessus  j  on 
aura 

et  comme  la  variation  i'Xo  doit  dekneurer  indéterminée  y  il  en 
résultera  cette  équation  de  condition  pour  la  première  limite 

i+j'.'(y'>.  +  v(^)o=o, 

• 

a  laquelle  on  satisfera  par  le  moyen  de  l'une  des  constantes 
arbitraire  CfJ'^  l'autre  devant  être  déterminée  par  l'équation 
de  condition  de  la  seconde  limite ,  laquelle  sera 

Mais  si  Ton  veut  savoir  ce  que  représentent  ces  deux  der- 
nières équations,  il  faut  se  rappeler  que,  dans  la  théorie  du 
contact  des  courbes  (jCalc,  di/f,^  chap.XXII),  on  démontre  qu'en 
regardant  ^o^  et  z^/  comme  constantes ,  les  deux  équations 

où  /»  et  y  sont  aussi  des  constantes  par  rapport  à  x  et  ^ , 
ât  et  r ,  représentent  les  projectietns  de  la  droite  qui  touche  la 
ligne  la  plus  courte  ,  et  qu'aussi  les  deux  équations 

veprésentent  les  projections  de  ]a  droite  qui  touche  au  même 
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point,  la  première  limite,  ir  et  ^  étant  aussi  des  constantes  par 
rapport  à  x  eijr. 

Or ,  on  démontre  (  Giom.  analy,  )  que  les  deux  droite^ 
représentées  par  ces  équations  font ,  si  elles  se  coupent ,  un 
angle  dont  le  cosinus  est 

donc  puisque,  dans  le  cas  présent,  le  numérateur  de.  cette 
expression  devient  nul ,  il  s^ensuit  que  l'angle  des  deux  droites , 
sera  droit  ;  par  conséquent  il  faudra  que  la  ligne  la  plus  courte 
tombe  à  angles  droits  sur  la  courbe  de  la  première  limite. 

On  parviendra  de  la  même  manière  à  une  conclusion  sem- 
blable pour  la  seconde  limite.  ])'oii  il  résulte  que  la  ligne  la 
plus  courte  que  Ton  puisse  mener  entre  deux  courbes  quel— 
conques,  est  toujours  la  droite  qui  coupera  ces  courbes  à  angles 
droits  ;  théorème  connu  depuis  longtems  et  qu'on  a  démontré 
de  plusieurs  manières. 

Mais  si  au  lieu  ^'une  simple  ligne ,  on  avait  une  surface 
pour  limite  de  la  ligne  la  plus  courte  ,  ayant  pour  équation 

on  en  (Icduirait  Téquation  variée 

qu'il  faiicir^t  combiner  avec  l'équation 

ix^  +  7u'<^>•o  +  zj^z^  =  o  ; 

substituant  dans  l'équation  précédente  la  valeur  de  ^'.r^  tirée  de 
celle-ci ,  on  aura 

(  ^'y  ---yo/^'x  )  <^ro  +  {  ^^^  —  z^a'x  )  ^Zo  =  o  ; 
et  comme  les  varialious  fy^ ,  ^z^  doivent  demeurer  indéter- 
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minées ,  on  conclut  ces  deux  équation  , 

auxquelles  il  faut  satisfaire  par  deux  des  constantes  arbitraires 
de  la  ligne  la  plus  courte. 

On    trouvera   deux  équations   semblables   pour  la  seconde 
limite ,  si  ellti!  est  aussi  formée  p^r  une  surface  donnée. 

Pour  voir  maintenant  ce  que  signifient  ces  deux  équations , 
on  remarquera  )][ue  Téquation  de  la  surface    ^ 

donne  la  dérivée  ^ 

dont  la  primitive  en  regardant  les  coefficiéns  de  x'  j  y',  z' 


comme  constans  .  savoir  : 


représente  le  plan  tangent  à  cette  surface  (  Cale,  dîjf,  , 
chap.  XXIII ,  pag.  864)9  tétant  une  constante  arbitraire  p^r 
rapport  ^.  x  ^  y  ^  z. 

Substituons  dans  cette  équation  les  valeurs  de  4>'j*,  ^'z  tirées 
des  deux  équations  trouvées  ci-dessus ,  elle  deviendra  en  la 
divisant  par  ^'x  qui  est  regardée  ici  comme  une  constante, 

C 

\  •  yf  X 

d'un  autre  côté ,  on  sait  (Géom,  analy.  )  que  cette  équation 
représente  aussi  un  plan  perpendiculaire  à  la  droite  dont  les 
équations  seraient 

les  quantités  y^'y  z^  étant  regardées  comn*e  constantes ,  ainsi 
que  ^  et  »  ;  donc  puisque  ces  équations  sont  celles  de  la  tan- 
gente à  l'extrémité' de  la  ligne  la  plus  courte,  que  nous  regar- 
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dons ,  en  général ,  comme  une  courbe  quelconque ,  it  s^ensuÎK 
que  les  deux  équations  données  plus  haut,  expriment  que  la 
ligne  la  plus'  courte  doit  rencontrer  la  surface  donnée  à  angles 
droits  ;  et  comme  la  même  conclusion  aurait  aussi  lieu  pour 
l'autre  limite  ,  si  elle  était  aussi  formée  par  une  surface  ,  îl 
en  résulte  que  la  ligne  la  plus  courte  entre  deux  surfaces 
données ,  sera  encore  celle  qui  rencontre  ces  surfaces  à  anglei 
droits. 

JusquUci  on  n'a  cherché  que  la  ligne  la  plus  courte  parmi 
toutes  les  lignes  possibles  qu'on  peut  mener  entre  des  points, 
des  lignes  ou  des  surfaces  données,  problème  que  la  simple 
géométrie  peut  résoudre.  Mais  si  Von  demande^  en  général,* 
la  ligne  la  plus  courte  sur  une  surface  quelconque  donnée^  le 
problême  dépend  alors  essentiellement  de  h  méthode  des 
variations. 

Mous  observerons  d'abord  que  de 

on  déduit 

^  y  ^ 

formule  qui  se  transforme  dans  celle-ci  , 

iVAx  =  -  <^rd  (^)  -  »zà  (^) 

en  observant  que  le  second  membre  se  réduit  à  ^ =^—=7 • 

—  y  —  y 

à  cause  du  do;  constant ,  en  sorte  que  le  second  membre  n'est 
autre  chose  que  ^.  Vax,  On  a  donc 
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et  pour  réquation  générale  da  minimum 

m 

et  pour  l'équat'on  aax  limites 

U- 

Mais, si  Ton  veut  avoir  égard  à  la  variation  de  x^  qui  n^influe 
qne  sur  Téquation  aux  limites  ,  il  faut  d'abord  ajouter  le  terme 
yi'x^  puis  changer  t'y  en  iy^^yi^x ^  i'z  en  J"*  — «'^of 
dans  Vf  ce  qui  donne 

v  = j- , 

expression  trouvée  plus  haut. 
Soit  actuellement 

réquation  de  la  surface  sur  laquelle  doit  être  tracée  la  ligne 
la  plus  courte  :  elle  donnera  Véquation  variée 

tyFy  +  tz.rz  =  Oj 

laquelle  étant  combinée  avec  celle  du  minimum  ^  produit 
celle-ci 

d(^)x  rz  —  àÇ^^xFy  =  o: 

telle  est  donc  Féquation  de  la  ligne  la  plus  courte  sur  une 
surface. 

Nous  nous  bornerons  ici  à  démontrer  que  cette  ligne  jouit 
d'une  propriété  particulière  et  caractéristique  qui  consiste  en 
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ce  que  ses  rayons  osculateurs  sont  tous  perpendiculaires  à  la 
surface.  Pour  voir  comment  celte  propriété  résulte  de  re'qua— 
tion  trouvée  pour  la  ligne  la  plus  courte  ,  nous  remarquerons 
d'abord  que  Téquation  du  plan  tangent  à  la  surface  représentée 
par 

est ,  (^Calc,  âiff. ,  chap.  XXIII  ) 

xPx  +jFy  +  zF'z  -|-  «  =  o  , 

les  fonctions  F'a? ,  F'y ,  F'z  étant  regardées  comme  constantcr., 
ainsi  que  ce.  Nous  remarquerons  ensuite  que  si  l'on  représente 
par 

l'équation  du  plan  du  cercle  osculateur  d'une  ligne  à  double 
courbure  ,  il  faut  ,  conformément  à  la  théorie  des^  contacts 
{Cale,  dijf,^  chap.  XXII),  que  cette  équation  et  st.^  deux 
dérivées  première  et  seconde  aient  lieu  en  prenant  les  coor- 
données X  ^  y  eX  z  du  plan  pour  celles  de  la  courbe  donnée , 
et  en  regardant ,  dans  la  formation  de  ces  dérivées  ,  les  coeffî- 
ciens  A  ^  B  ^  C  comme  constans  (  Cale,  diff,  ,  chap.  XXII , 
pag.  345 ,  (4)  et  (6)  ).  On  aura  donc  ainsi 

I  +  ^y  _}- J9r'  =  o,       Jj'f  +  Bzif  =  o; 

la  dernière  donne  1?=—  — - — ,  et  celle  valeur  étant  sub&- 
tîtuëe  dans  la  précédente  ,  on  aura 

zf/  r" 


Nous  observerons  de  plus  qu'il  suffit  que  le  plan  du  cercle 
osculateur ,  soit  perpendiculaire  au  plan  tangent  à  la  surface  , 
pour  que  le  rayon  osculateur  soit  perpendiculaire  à  la  surface , 
parce  que  ce  rayon  est  déjà  perpendiculaire  à  la  courbe  tracée 


/ 


DE  Calcul  intégral.  589 

sur  la  surface  {Cale,  di//,^  pag.  346).  Or  on  sait  (Géom.  anaïj.) 
que  la  condition  pour  que  deiix  plans  représentés  par 

se  coupent  à  angles  droits ,  est  renfermée  cbns  Péquation 

Px  +  A.Fy  +  B.rz  =  o  ; 
réquation  de  la  surface 

donne  aussi  la  dérivée 

F'x  +y'Py  +  z'F'z  =  o  ,     d'où     F'x  =  —fF'y  —  z'F*z  : 
cette  valeur  substituée  dans  la  précédente  donnera  celle-ci , 

laquelle  en  substituant  les  valeurs  de  ^  et  i?  trouvées  ci-dessus^ 
devient 

or  si  l'on  divise  le  coefGcient  de  F* y  par  f  »=(i+/"+^'*)*> 

on  a  la  dérivée  de  — **•  •  et  de  même  le  coefficient  de  F'z  divisée 

y  ^ 

par  f  *  ,  devient  la  dérivéede  -^jr-y  comme  il  est  facile  de  s'en 

assurer  par  le  calcul.  Donc  en  divisant  toute  l'équation  par  V^^ 
elle  pourra  se  mettre  sous  la  fonpe 


d(-|-)xf»r--d(^)xf'* 


qui  est  la  même  que  celle  que  nous  avons  trouvée  pour  la  ligne 
la  plus  courte. 

Cîairaut  a  remarqué  le  premier  dans  les  Mémoires  de  VAca-^ 
dimie  des  sciences  y  de  lySS^  que  quelle  que  soit  la  figure  de  la 
terre,  la  ligne  qu'on  y  tracerait  en  plantant  continuellement 


\ 
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des  piquets  perpendiculaires  k  i'homon  ',  de  nufiière  quUU 
soient  effacés  les  uns  par  les  autres ,  comme  on  la  pratiqué 
dans  la  de5cription  de  la  perpendiculaire  à  la  méridienne  de 
Paris ,  aurait  la  propriété  d'être  la  ligne  la  plus  courte  entre 
tous  ses  points  :  ainsi  la  détermination  de  cette  ligne  dépend  de  , 
Téquation  générale  qu^on  vient  de  trouver. 

Supposons  plus  généralement  que  la  fonction  intégrale  dont 
on  demande  le  maximum  ou  le  minimum  ^  étant  une  fonction 
de  Xy^yZ  et  de  leurs  diflérentielles ,  la  variable  z  dépende 
de  Péquation  de  condition  X  =  o ,  L  étant  une  fonction  de 
X  ^jr^y^  y^,  etc.  ^  z  ^  z%  z''  ^  etc.  :  cette  équation  étant  dif- 
férentiée  par  /",  donnera 

i^L  as  G  : 

il  n^y  aura  donc  qu^à  multiplier  celle-ci  par  un  coefficient  in- 
déterminé A,  ajouter  ^équation  intégraleyÀ/Ldx,  àPéquatian 
du  maximum  ou  du  minimum  J  ^  Vax ,  et  considérer  ensuite 
les  variations  ^jr,  ^y  ^  iz  comme  indépendantes  :  or  ea 
changeant  (pag.  SyS)  V  en  F-{-?<Ly  et  regardant  A  comme 
constant  par  rapport  à  la  différentiation  cjuivant  i"^  on  aura 
flVàxziz:  (  tVàx  -j-  A^Xdx)  =  o  ,  ensorte  que  les  quantités 
A  y  B  y  C  deviendront 

^  =  AdZ 

dr    .        di  I     ,  /àr  âL 


B  = 


di.  I  /ÛF  ÛL\ 

"^^   dr  "■  do;      KW^^W) 


ày  ày         do;      \d^  ày 

1     ,  /  dr         dZ  \ 

+  d?^\d^  +  "d^-'''';' 

àV  àL         I       /dF         dZ\ 

^ -"dT +^17  "  dT **  Vd? "'"^d^V 

I    j   /df'    ,       àL  \ 

+  -ï —  ^*  (  1-7/  +  ^  T-;;  —  «te.  )  ; 

or  à  cause  de  £  =  o ,  on  a  dX  =  o  ,   ce  qui  donnera  Az=:o  : 
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^msî  en  égalant  à  zéro  les  coefficiens  des  trois  variations  i'x , 

^y  9  ^^  y  o^  n^aura  dans  la  somme  .•• 

^Bfy  ^Ci'e''—(By-^Cz'^  i'x]  dxj  des  termes  sous  lesigne/J 
(  pag.  573  )  y  que  les  deux  équations 

dont  Tune  servira  à  éliminer  l'indéterminée  a  ;  de  sorte  qu'il 
ne  restera ,  pour  la  solution  du  problème ,  qu'une  seule  équa- 
tion tn  X ^yj  Zy  qu'il  faudra  combiner  avec  l'équation  donnée 

i  =  Ô. 

Pour  qu'il  ne  reste  aucun  doute  à  cet  égard ,  nous  partirons 
de  l'intégral«  /a  Ldx  y  qui  donne ,  comme  on  l'a  vu  plus  baut 
•dans  un  cas  analogue , 

-      f.fxLdx'=fi^(^xLdx)  =f(^>iàxt'L  +  xLêdjc) 

= /*(  Adoî  J'L  +  Aird  ^x  )  , 
mais  • 

fxL.di'x  z=:  /iLi'x  — ji'xd.fiL  ; 
donc  , 

3'f)iLdxz=^  xLi'x  -^fi^xdx^L  '*^  i'x.dhL): 
t>r  en  changeant  (  pag.  57i  )  /^  en  X  ,  on  trouve  * 
I       .  dL  dL        di'u 

Aj'Xszr-r— AdXJ*aP  + A  -5-/^114- A  -r—-  X  -t f-  etC. 

dx  dy  dy         dx 

.      d£    /   .       dL       d.^i^  , 

+^dr*^+"d^^ir  +  ^^^- 

Ainsi 

tfxLdx  z=ifh  i'Ldx  =  a£  ^« 

r^    (   1  iL  .  dX         di'U 

.      dX  ^    ,     <JX       Ai^v 

d.AX  ^        d^AX  ■  .         d.xX     ... 

fx -^-^y'ffx — — .j^ff/x— etc. 


dx  ày   *^    .  dy 

d.AX  .  d«AX 

—  — = — gfi'x  -^ — T-7-  ti^fx-^tiz.  : 
dz  dz' 
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àL     àL     ùL     6L 
or  en  désignant  ^,  -g^,  j^,  g^,  etc.,  par  F, G,//,  A^  etc., 

dX      dX      dX       .  .     - 

-T— j  ;îir>  Tl/'  ^      '  P**"^»  »>  ^»  etc.,  et  représentant  tou- 
jours iu  par  if,  /"»»  par  /m,  on  aura  comme  on  Ta  vu  (pag.  Sy^), 

iïx  dx         dx  y  dj?         dâp  ' 

etc. 

et  pareillement 

fxgifc=:  Xgfé  —  J      '^J  f,dx 
etc. 
Par  ces  substitutions ,  la  formule  ci-dessus  devient 


+    (>/i:-etc )-g^ 

etc. 

à  quoi  il  faut  ajouter  le  développement  de  ^J  Vax  (pag.  SyS); 
en  sorte  que  les  deux  équations  du  maximum  et  du  minimum  n 
sont  en  effet  J5  =  o,  C  =  o. 


\  . 

\ 
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Problème  IY.  De  toutes  les  courbes  isopérimètres  entre  deux 
points  donnés  A  e/  D  ,  déterminer  celle  pour  laquelle f^\dx  est 
un  maximum  ou  un  minimum  ,  Y  étant  une  Jonction  donnée  de 
l'ordonnée  y  de  la  courte  cherchée.  ' 

On    dloit  donc    avoir  jYàx  =  maximum   ou    minimum  , 

et  pour  équation  de  condition,  fàx^ i^^y^  7=zconst,  ^    et 
conséqu«mment 

/(  t'.  Yix  +  x».àx  V/i  +j'0  =  o , 

,  en  posant  F=  Fet  X  =  \/ 1  +y  •  On  a 

cir_dr     dr_  ài  _ 

dX  y  AL  _ 

et  pour  équation  du  maximum  ou  minimum , 

ûy  éx      \      yi^yn/ 

Nous  regarderons  ici  le  coefficient  a  comme  constant,*  ainsi 
qu^on  peut  le  Caire  dans  toutes  les  questions  de  géométrie  , 
comme  nous  Texpliquerons  plus  bas  ;  dans  cette  hypothèse , 
réquation  ci-dessus  devient 


ÙX j  ==  o , 


aui  a  pour  intégrale 


d'où  Ton  dédj}it , 

38 
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rintcgralîon  de  ccttf  équation,  introduira  une  seconde  cons* 
tante  C\  Supposons  Yzz-zy^  auquel  cas  il  s^agit  de  trouver 
parmi  les  courbes  isopcrimetres  entre  deux  points  donnés  ,  celle 
qui  renferme  le  maximum  ou  le  minimum  de  surface  :  on  aura , 
en  intégrant  Téquation  précédente , 

équation  au  cercle.  Les  constantes  C  et  C  se  déterminent  d'au- 
près la  condition  que  le  cercle  passe  par  les  points  limiter 
donnés  ;  le  rayon  A  se  déduit  de  la  condition  que  Tintégrale 

[fdx  V^T+jp^  »  prise  entre  ces  limites ,  ait  une  valeur  donnée. 
Tel  est  le  cas  le  plus  simple  du  problème  des  isopérimètres  ^ 
ainsi  nommé  ,  p»rce  qu'on  ne  considéra  d'abord  que  des  courbes 
de  même  périmètre. 

Dans  un  Mémoire  qui  a  pour  titre  :  Recherches  sur  Vappli" 
cation  des  formules  générâtes  du  calcul  des  fariations  aux  pr^ 
blêmes  de  la  mécanique  ^  M,  Ampère  ,  professeur  à  l'École 
Polytechnique ,  examine  les  difTérences  qui  se  trouvent  dans  la 
marche  du  calcul ,  lorsqu'on  résout  par  la  méthode  àts  varia- 
tions, des  problèmes  purement  géométriques  ,  et  lorsqu'on  ap- 
plique cette  méthode  aux  questions  de  mécanique  :  il  remonte 
à  la  cause  de  ces  différences  ,  et  il  donne  une  idée  des  modifia 
cations  qu'elles  obligent  d'apporter  aux  formules  ordinaires 
pour  les  rendre  applicables  à  la  solution  de  cette  dernière  espè^ 
de  questions.  On  s'âpperçoit  bientôt ,  dit  ce  géomètre  ,  que 
dans  Ifs  qnestions  de  mécanique  ,  on  est  obligé  de  considérer 
comme  variables  les  coefficiens  indéterminés  par  lesquels  on 
multiplie  les  équations  de  condition,  au  Heu  que,  dans  les  ques- 
tions de  géométrie ,  on  à  coutume  de  les  regarder  comme 
constans.  En  effet ,  dans  la  première  question  j  le  point  du 
corps  dont  les  coordonnées  sont  x  ^  y  ^  r  ,  avant  le  changement 
instantané  de  position  qu'on  suppose  dans  ce  point ,  doit  être 
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tnatërielleinent  le  même  que  celui  dont  les  coordonnées  après 
ce  changement ,  sont  x  +  ix  »  ^  +  ^ J*  >  '^+  ^^  »  condition 
qui  n'a  pas  lieu  dans  les  problêmes  purement  géométriques ,  où 
il  n'existe  aucune  correspondance  nécessaire  entre  les  points  soit 
d'une  courbe  ,  soit  rfune  surface  dans  les  deux  positions  où: 
on  la  suppose  successivement.  Dès  lors  les  variations  J'x,  J"^,  êjt 
sont  déterminées  sitôt  qu'on  a  fixé  en  mécanique  la  nouvelle 
position  du  système  ,  et  comme  l'équatiun  générale  de  Téqui-^ 
libre  doit  avoir  lieu ,  quelle  que  soit,  cette  position,  on  est 
obligé  de  laisser  les  variations  ^x  ^  ^y ,  ^z  absolument  indé- 
terminées, et  par  conséquent  d'égaler  séparément  leurs  côef- 
ficiens  \  zéro  ,  sans  quoi  l'équation  ne  serait  pas  satisfaite  com-- 
plettement  ,  ce  qui  donne  autant  d'équations  qu'il  y  a  de 
coordonnées  ;  mais  comme  il  y  a  ,  dans  chaque  problème  ,,  un 
nombre  déterminé  de  ces  variables  qui  doivent  rester  indépen- 
dantes ,  et  qui  ne  peuvent  par  conséquent  être  employées  à 
satisfaire  à  ces  équations ,  les  facteurs  indéterminés  offrent  le 
moyen  d'y  suppléer ,  et  c'est  par  celte  raison  qu'on  est  obligé 
de  les  considérer  comme  variables.  Au  contraire ,  en  géométrie, 
on  peut  supposer  ^xv^o^  ou  tof^zaso  et  ^y  =:  o,  suivant  qu'il 
s'agît  d^une  ligne  ou  d'une  surface ,  et  par  là  on  ne  fait  qti'é^ 
tablir  entre  les  points  une  correspondance  arbitraire  ,  qui  n'em- 
pêche pas  que  l'équation  générale  du  maximum  ou  minimum , 
modifiée  d'après  Ibs  conditions  particulières  ,  ne  ^ok'  com plet- 
tement satisfaite^  Le  nombre  des  équa^tions  qu'on  obtient  en 
égalant  à  zéro  les  coefficiens  des  autres  variations,  est  égal  à 
celui  des  variables  dépendantes.;  et  ç^ivm^e  il  ne  faut  ^'autant 
d'équations  qu'il  y  a  de  ces  variables,  on  doit  regarder  comme 
constans  les  coefBciens  indéterminés  par  lesquels  on  a  multiplié 
les  équations  de  condition.  Koijis  npus  bornerons  à  ce  court 
exposé  de  l'exeellenfl  écrit  de  M.  Ampère ,  que  ik>i|s  pUçens  à 
dessin  entre  deux  applications  de  ce  calcul,  l'une  à  la  géométrie 
l'autre  à  la  mécanique.  • .    • 
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'    Problême  V.     Trouver  la  courbe  suiçant  laquelle  un  corps 
descend  dans  le  moins  de  tems  possible ,  d^un  point  à  un  autre. 

Soient  les  abscisses  x  dirigées  verticalement  de  haut  en  bas , 
et  par  conséquent  les  ordonnées  y  horisontales.  Si  on  nomme 
g  la  force  constante  de  la  gravité  ,  z  le  carré  de  la  vitesse ,  et 
<p  z  la  fonction  de  la  vitesse  qui  est  proportionnelle  h  lar  résis- 
tance ,  les  principes  de  la  mécanique  donnent  Téquation 

;e'  — a^  +  açrx  V^i +j^"  =  o  » 

pour  la  détermination  de  r  ,   et  le  tems    qui    doit   être  on   , 
maximum  ou  un  minimum  ,   est  représenté  par  l'intégrale  de 

-i ^Ji:  -.   On  a  donc 

.  — vr-' 

et  Féquation  de  condition 

L'=.z' —  tig  -^^  2.^^z  %  y  \  +  j^*  =  G  : 

or  en  observant  que  -j —  =  o  ^  — 


4^  <!r'       \/z  X  {/TTr 

âV  àL  àL  y'  6L 

T— r=o,  etc.,  -; —  =  o.  j-— -=a(pzx —  .  -: — =:o.etc.. 

AV  i/i-J-y"    àV         AF  AL  .> 

■57= i— 'Â^=°'  dI7/='^'«'=->  -jj=âf'^»A^, 

2.Z 

dL  àL  .  .  , 

'T—r  =  I  ?    -<-T,  =  o  %   etc. ,   les   conditions  j&  =  o  •    C  =  0  * 

i 
(pag.  5yi  )  se  réduisent  à 

d  1  —  ■  izr  1  +  dfaAcp-zx  — ==-  |c=o> 


1 


■     ■ 


-{-  %X<p'z  {/l  +^'*—  A'  =  O  , 
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équatîpns  du  minimum  ,  dont  la  première  a  pour  primitive 

r'  y'  I 

«  étant  une  constante  arbitraire.  Il  faudra  substituer  dans  celle-ci 
la  valeur  de  A  tirée  de  la  seconde,  puis  éliminer  z  par  le  moyen 

de  réquation  de  condition  z'  —  a^-f"^<P^X  V^i4-j^'*  =  o, 
et  Tcquation  résultante  en  y  et  a ,  sera  celle  de  la  courbe 
cherchée.  Comme  z  représente  le  carré  de  la  vitesse  ,  et  que 

réquation  en  z  est  du  premier  ordre,  la  valeur  de  jz,  donnée 
par  son  intégrale  ,  contiendra  une  constante  arbitraire  dont  la 
valeur  dépendra  de  la  vitesse  initiale  imprimée  au  mobile. 

•  On  peut  donc  regarder  la  valeur  de  r  à  la  première  limite, 
ccxnme  nne  fonction  donnée  des  coordonnées  initiales  xtXyi 
ainsi  dénotant  cette  fonction  par  la  caractéristique  r ,  on  aura 
la  condition 

Le  cas  du  vide,  ou  de  la  résistance  nulle,  ne  présente  aucune 
difficulté  :  car  en  faisant  sp  z  =  o  ,  on  aura  l'équation 

V/i-|-y«x  V.z         Va   ' 
oh  A  n^entre  pas.  Ensuite ,  on  a 

' z' — 2^  =  0,      d'où     z :=:z  2 gx  "{' h  \ 

en  rapportant  cette  équation  à  la  première  limite  ,  on  trouve 

^o  =  2  gx^  -|-  ^  »     ^'0^     b^=.Zo  —  2.  gx»,  ' 

Ainsi  la  valeur  complette  de  z ,  sera 

Z-=:2.g  {^X  —  JCo)+ro: 

or   l^équa^îon  en  jr'  donne 
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équcition  qui  par  la  substitution  de  la  valeur  iJe  z ,  devient  celh 
de  la  cyloïde  ordinaire. 

Revenons  à  la  solution  générale  9  et  posons  pour  abréger 

m=— — r  +  aAçjp; 
le  problème  dépendra  de  ces  trois  équations  du  premier  ordrt 

^y      _     1 

z'  —  2  g  -{-  SL(çz  :<  V^i  +  y*  =  o  ; 
si  on  prend  la  dérivée  de  m ,  on  a 

m'r=  -^  2'  ( ^ ,2X(p'z  J  +  2  A'tp  z  ; 

d'où  l'on  tire 

I  ,  :2A'<çz  —  m' 

;^ 2  A  (p'z  =  


2Z»  ^ 


cette  valeur  étant  substituée  dans  la  seconde  équation  ci-dessus, 
la  changera  dans  celle-ci , 


2  >/<p  z  —  m' 


A'  +  _ ^   \/i  +y 

mais  la  troisième  donne 

z'  =  2.g'-2çzx  Vi  +y ; 

substituant  celte  valeur  dans  la  dernière  équation  après  l'avoir 


;..-.  '^ 
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* 

multipliée  par  ^,  elle  se  ^réduira  à 

« 

or ,  on  a 

y r         d(mV/i  +  r'»)  T^fr^ 

àx  Vi+f^ 

et  la  première  des  trois  équations  du  problême ,  dofmant 

Téquatlon  qu^on  vient  de  trouver  deviendra 

qui  a  pour  intégrale 

si  Pon  substitue  encore  ici  pour  7)1  sa  valeur  — ^ — — —  ,  tirée 
de  la  première  équation ,  on  aura 

On  a  donc  la'  valeur  de  A  qu^on  substituera  dans  l'expression 
de  m  qui  entre,  dans  la  première  équation,  et  il  ne  s'agira  plus 
que  de  combiner  cette  équation  avec  la  troisième  pour  en  éli-% 
ininer  z. 

Considérons  maintenant  Téqnation  aux  limites ,  et  supposons 
ce  qui  est  le  cas  le  plus  ordinaire ,  que  les  deux  limites  soient 
indépendantes  Tune  de  Tautre  :  on  aura  séparément 


6oo  Leçons 

maû  diaprés  la  formule  (i)  (  pag.  5^3)^  on  a 

U=Fi^+  Jp  —  -^  +  etc.  \m+  elc.  , 

pour  approprier  cette  formule  au  cas  actuel  j  il  faut  changer 
FenF+AX,d'oùP=.l-J;— ^,   Q=    ^  >^\     S   de, 

p  =    .^     ' i ,    ^=  ■      -   ^^ ,    etc.  j   et    observant   que 

„        dr  dX        ^       dF   .       dL 

£  =  o,onaP=^+Ajp,    Ç  =  _  +  ;,_,   etc., 

dF  dL         ÔF   ^      âL 

''^dV+^d^'   ^d7^+^d^'   etc.:donc 


dF  ^^  .  . 

et  en  remplaçant  — - ,  etc. ,  -r—  par  leurs  valeurs  ^  m  et  ft  par 

/^ — yi'x^  fX'^z^i'x  y  on  obtient 

r 

i/i-f-r"-*  (    I  1        v' 


cette  expression    en  mettant  pour   z'  sa   valeur 

3^  —  :i(pzyi  +  j'*  ,  et  réduisant  devient 

eu  TM  =  — ^^  -4-  2Af  5  ;  de  sorte  qu'en  substituant  encore  à 

Vz 
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y/i  4- r'* 
la  place  de  m  sa  valeur  — -  ,  on  aura  plus  simplement 

y' y  a 
J7  =  ( — i— :  —  a  ^  A  )  ^  OF  + -^  +  A  J^  z , 

valeur  qui  devra  être  nulle  aux  deux  limites. 

Pour  la  première  limite  ,  nous  avons  vu  ci-dessus  que  l'on  a , 
en  général , 

^o=r(Xo,jo); 
donc  en  prenant  les  variaiions ,  on  aura 

i-z,  =  <^«<,  r'  (xo)  +  t'y,  r'  (j^o )  ,      . 
de  sorte  que  l'équalioo  17,  =  o  donnera  celle-ci , 

( T=r  — a^Ao  +  r'(a;o)  x  A.  )  ^a:„ 


+  (  — !^  +  r'(y.)  X  A„)  ^^-o  =  o. 


Pour  la  seconde  limite ,  on  aura  aussi  Î7|=r  o  ,  équation  dans 
laquelle  la  variation  i^z^  demeurant  indéterminée ,  il  faudra 
la  faire  évanouir ,  en  égalant  à  zéro  son  coefficient  Az  :  ainsi  on 
aura  la  condition  a,  =  o  ,  qui  servira  à  déterminer  la  constante 
arbitraire  b  de  la  valeur  de  a  trouvée  plus  baut.  Cette  condition 

reportée  dans  l'équation  a^A  = —  +^ï  rapportée  à 

yva 

la  seconde  limite  ,  donne 

; —  -}-  ô  =  O ,     d'où     3  = 


de  sorte  que  l'expression  complette  de  A ,  sera 


'"^-h^Y^jr) 
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d'où  Ton  déduit 

valeur  qu'il  faudra  substituer  dans  Tequatlon  à  la  première 
limite.  A  Tégard  de  Téquation  à  la  seconde  limite ,  elle  sera 
simplement ,  à  cause  de  a.  =  o  , 

comme  on  Ta  trouvée  dans  le  problème  troisième ,  où  on 
concluait  que  la  ligne  la  plus  courte  devait  couper  à  angles 
droits  la  ligne  qui  forme  la  seconde  limite.  Ainsi  la  même 
conclusion  doit  avoir  lieu  pour  la  ligne  de  la  plus  vite  descente , 
quelle  que  soit  la  rési«tance  du  milieu. 

Revenons  à  la  première  limite.  En  substituant  dans  réquation 
de  cette  limite  ,  pour  A«  sa  valeur ,  elle  devient 

maintenant  si  l'on  désigne  par  (jo')  la  dérivée  de  l'ordonné  7 
de  la  courbe  qui  forme  la  première  limite  ,  on  aura,  comme  on 
Ta  vu  (Probl.  111)  ,  l'équation 

^Jo  —  (y  )o  <^a:o  =  o  , 

donc  si  l'on  substitue  dans  l'équation  précédente  au  lieu  de  ^j© 
sa  valeur  (y  )«  ê'Xo  9  la  variation  ^a?o  demeurera  arbitraire  ,  et 
il  faudra  vérifier  l'équation  ,  en  «galant  à  zéro  le  coefficient 
de  ^Xq  j  ce  qui  donnera 


H' ^^(J7-^)>'^- 


o  ; 
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équation  à  laquelle  on  satisfera  par  le  moyen  d^une  des  cons- 
tantes arbitraires. 

- 

Supposons  ,  ce  qui  est  le  cas  le  plus  simple ,  que  la  vitesse 
iniliale  ^o  soit  donnëe  indépendamment  du  lieu  de  départ  : 
on  aura  alors  ^o,  =:  const,  ;  donc 

et  par  conséquent 

r'(jro)  =  o,       r'(/o)=o,  ." 

et  réquatton  précédente  deviendra 

■ZT+iy)o  =  Oj     d'où     i4-j/C/%  =  o* 

Dans  cette  équation  Çy  )o  exprime  la  tangente  de  Tangle  qufe 
fait  avec  Taxe  des  x ,  la  tangente  à  la  courbe  de  la  premièie 
limite  dans  le  point  où  elle  est  rencontrée  par  la  ligne  de  la  plus 
vite  descente  ,  et^/  exprime  la  tangente  de  Fanglc  que  fait  avec 
le  même  axe  la  tangente  à  cette  même  ligne  ,  au  point  où  elle 
rencontrera  seconde  limite  ;  et  ainsi  ces  deux  tangentes  seront 
à  angles  droits  (^Géom.  anaîy,).  Donc  il  faudra  que  la  courbe 
de  la  première  limite ,  soit  perpendiculaire  à  la  tangente  à  la 
ligne  de  la  plus  vite  descente  au  point  de  la  seconde  limite  ; 
et  comme  nous  avons  déjà  vu  que  cette  tangente  doit  être 
perpendiculaire  à  celle  de  la  courbe  de  la  seconde  limite  ,  on 
en  conclura  que,  dans  le  cas  dont  il  s'agit,  la  courbe  de  la  plus 
vite  descente  devra  rencontrer  les  courbes  des  limites  dans  les 
points  où  les  tangentes  sont  parallèles  entre  elles. 

Mais  si  l'on  veut  que  la  vitesse  initiale  soit  toujours  celle 
que  le  cas  acquerrait  en  tombant  d'un  même   point  donné , 
nommant  h  la  hauteur  de  ce^oint  au-dessus  de  Taxe  horisôntal^. 
des  ordonnées  y ,  on  aura  ^  -f-  x©    pour  la  Jiauteur  due  à  la 
vitesse  initiale   dont  z^  est   le  carré ,   et   les  principes   dc"^  la , 


~y 
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mécanique  donneront 

r^  =  a  ^  (  Ao  +  «o  )  I 
donc 

et  de  là 

ce  qui  réduira  Téquation  de  la  première  limite  à  celle-ci , 

laquelle  montre  comme  on  Ta  vu  dans  le  premier  exemple  , 
que  la  ligne  de  la  plus  vite  descente  doit  couper  aussi  à  angles 
droits  la  ligne  qui  forme  la  première  limite  (  Voyez  le  4'.  vol, 
des  Mémoires  de  Turin ,  et  les  Mémoires  de  V Académie  des 
Sciences  pour  les  années  l'jSj  et  1786  ). 

Si  au  lieu  de  la  courbe  de  la  plus  vite  descente ,  on  de- 
mandait celle  où  la  vitesse  acquise  serait  un  maximum  j  il 
faudrait  rendre  Pintégrale  z  un  maximum ,  et  on  aurait  alors 
F=rr',  et  toujours  Péquation  de  condition 

...  ,    dV  dV  .         d^ 

mais  alors  a  cause  de  -r —  =  o  >     -, —  =  o  ,  etc.  «    — r—  =  o* 

àV  iV  âL  âL  y 


àz'  àz"  dj  df  y/i>L.y> 

àL  dL  ,   .y— r— 7-      dL  dL 

d^'=''^    ^^:.^^»/i+j^^    g^  =  i,    — =o,etc., 

les  équations  7?  =  o  ,  C  =  o  (  pag.  591)  ,  deviennent 


C2.}i(ÇZ   X 1=0, 

2  X  (p'r    \/i  +y  *  —  A'  =  0  > 
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qu'il  faut  combiner  avec  Tëquation  en  r , 
le  première  a  pour  primitive 

y'  i 

et  si  Ton  opère  sur  ces  trois  équations  comme  on  l'a  fait  dans 
le  cas  précédent ,  on  parviendra  de  la  même  manière  à  l'équa- 
tion 

qui  donne  la  valeur  de  a  :  ensuite  les  deux  dernière  équations 

ci-dessus  donneront  la  vitesse  yz  ^  et  la  fonction  y  zxi  x  ^ 
d'oii  dépend  la  fonction  cherchée. 

A  l'égard  des  limites  ,  on  aura 

=  z^i'x  +  (  aÀtpr  X     ^  ^        \  (Jy-tK'*a:)+(i+A)(^«-z'^ji?), 

<t  après  avoir  remplacé  z'  par  a  ^  —  a  f  z  y  \  +y'*» 

lJ—{ —  — ag-Aj  /a?  +  aA<p«  X  —;==,tr 

+  (;A+i)Jr, 

et  si  l'on  substitue  encore  dans  celle-ci  les  valeurs  de  2  ^  a., 
3  A  ^  r  tirées  des  deux  dernières  équations  primitives ,  on  aura 
enfin 

Va 
da  sorte  que  les  deux  équations  aux  limites   Uot  Utj  devien- 
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dront 

—  Wxo  4-  — =-  /y»  -f  (Ao  +  I  )  /z.  =0  , 

Va 

—  b^Xt  -] izr  ^^i  +  (  Ai  +  I  )  i^t  =  o  : 

y  a 

la  vitesse  initiale  dont  z  est  le  carre ,  doit  être  donnée  ;  si  on  la 
suppose  indépendante  du  lieu  du  départ,  Zo  sera  une  quantité 
constante  dont  la  variation  sera  par  conséquent  nulle  ;  dont 
/zo  =  o.  Alors  le  première  équation  se  réduit  à 

—  bf'Xo  4 =-  ^Vo  =  o. 

Pour  la  seconde,  comme  rien  ne  détermine  la  valeur  de  ^z,, 
ii  faudra  que  son  coeiCcient  soit  nul  ;  d^où 

A,  +  I  =  o  ,     et  A,  =  —  I  , 

condition  par  laquelle  on  déterminera  la  valeur  de  la  constante 
arbitraire  b  :  la  seconde  équation  deviendra  ainsi 

—  bix^^] --_^j,=r:o. 

Va 

Si  les  deux  points  extrêmes  de  la  courbe  étaient  donnés ,  les 
variations  ^Xo,  ^yot  ^^17  ^yi  seraient  nulles,  et  les  deux 
équations  seraient  satisfaites  d'elles-mêmes. 

Mais  si  la  question  est  de  trouver  la  ligne  par  laquelle  le 
corps  partant  d'une  co.urbe  donnée  et  arrivant  à  une  autre 
courbe  donnée  ,  acquiert  la  plus  grande  vitesse  ,  nommant 
comme  plus  haut ,  (^'  )o  j  (j'  )i  les  tangentes  des  angles  que 
les  tangentes  à  ces  courbes  font  avec  l'axe  aux  d'eux  extrémités 
de  la  ligne  cherchée,  on  aura  ,  ainsi  qu'on  Ta  vu  précédemment^ 

et   ces  équations   combinées  avec  les  deux  précédentes,  dun- 
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neront  ^ 

d'où  Ton  peut  conclure  que  les  tangentes  aux  deux  courbes  des 
limites,  doivent  être  parallèles  entre  elles  comipe  dans  la  courbe 
de  la  plus  vite  descente. 

Supposons  actuellement  qu'on  ait  une  fonction  intégrale  double 
JJVàxày  à  rendre  un  maximum  ou  un  minimum  :  on  aura 
réquation  ^ 

iffVàxd^  =  j7>rda:d/=r  o. 

Or  f  en  faisant  tout  varier  ,  on  trouve 

^Fdxày  =  dxây^i'F+  F^.dxdj- 

où  il  faut  remarquer  que  dxdy  représente  un  rectangle  qui 
est  rélément  du  plan  dts  xy  ;  ce  rectangle  demeurera  rectangle 
après  les  variations  /a;,  iy  des  coordonnées  x  oX  y  ^  dans  la 
supposition  que  uou^  faisons  ici ,  que  x  tx  y  soient  deux  va- 
riables indépendantes ,  auquel  cas  i^x  ne  dépend  pas  de  y^  ni 
i^y  de  a;  ;  de  sorte  que  la  variation  de  dxdy  sera  simplement 

dix 
dyidiX  +  dor^d/  ;    et    comme    idx  •:=,  di'x  =  -5 — dx  9 

tdy  =  d  ^  :=  -j^  dyj  puisque  les  variations  fjc  et  iy  sont 
censées  fonctions  de  x  seul  et  de  j*  seul  ;   on  a  donc 

Il  s'agit  donc  de  trouver  «T  F,  en  supposant  f^  fonction  de  x^^y^z, 
z\z,^zf^j  z/fZj/tijC'.j  X  eXy  étant  deux  variables  indépendantes, 

dont  z  est  fonction,  et  ^:=:  -; —  *   xr,  =s  -7—  ,   z*^  =  -7 —  % 

'  dx         '         dy  d«»/ 

d'r  d^s: 

z/  s=  -z — p  y  Zjfrsz  -|— ^  ,  etc.,  en  sorte  que  les  accens  supérieurs 


6o8  Leçons 

rappellent  des  diflerentia lions  successives  par  rapport  kxj  et  les 
accens  inférieurs  des  diffëréntîations  successives  par  rapport  hjj 
les  unes  et  les  autres  en  même  nombre  que  les  accens  qui  les 
indiquent.  On  aura  donc 

dF  AV  àV 

et  la  difSculté  se  réduit  à  trouver  les  valeurs  des  variations 
i'z' ^  i'z/^  tzH^  etc.  ,  en  faisant  varier  à-la-fob  les  élémcns 
dx,  d)^  dans  les  différences  partielles.  Cela  posé,  on  aura  ces 
expressions  * 

.     ^  dz  iàz        Az        fdx  ^ 

dx        dx        dx        dx  ' 

.    i^dz       d^z    i'dx       dix 
or  a  cause  de  -i —  =  -i —  ;  -r—  =  -7 —  «  on  aura 

Qx        dx      ax         ax 

iz'=—~z'—z=^^-^^i^:=^M  +  ^i^ 

dx  dx  ,djB     '  dx        ^ 

ou  bien,  a  cause  de  -= —  =r  o  , 

dx  '     dx        ^  dx    "^ 

1        -«  >  .dix 

on  aura  de  même ,  a  cause  de  —. —  =  o 

HT 

dj  dj  dj     -^ 

on  aura  ensuite 

^^  _   j  ^  _  ^^  ^—       — 
dx  dx  dx         dx 
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sbbstitaant  la  valeur  de  ^«' ,  on  aura 

on  trouvera  de  même 

_     a£^_d^^d£       %•- 
'  ~      dr  ~    dy  djr         "^  ' 

substituant  aussi  la  valeur  de  i'xf  et  observant  que 

-7-i  =  -7—  ,  il  viendra  * 

'  dxdy  dxdy       ~  da;dy   •'* 

On  trouvera  pareillement 

/^*=  -^^ — ^ — ^  +  dF^+ V^' 

«et  ainsi  de  suite.  Donc  si  on  pose ,  pour  abréger, 

dz  dz  ^ 

*^- d^^--5r-^-y=^"' 

dr,        Azf       dz'      dz,        d^x:'        d^^ 
€t  qu'on  observe  que  -r— =  -5— ,  --—=--—      ^- — =— — , 
^  ^       dx         d^       dj^       da?        dx^         dx 

d'r,_dr*        d'z'    _dz/       d'iff, dz/       d^z^ _dzfi 

ix*        ày  *    dxdy         dx  ^    dj;dy        dy  '    dj'*        dx^       '' 

on  aura  plus  simplement 

d^tt         dz'  dz' 

diii        dtt  dz. 

d»^       dz/  d^/  . 

*'''=d^^+ir^-+^^ 

etc.  39 


6ift  <  IkçoM 

On  volt  donc  qoc  dam  ks  qncstmis  de  wmsimù  et  mmùtut 
rcbtnres  i  des  intégrales  dcoUet ,  dans  lesquelles  ane  des  trois 
Târiablc;s  est  fonction  des  deoz  autres ,  il  n*]f  a  rigonrensement 
qu^une  seule  équation  qu*on  peut  trouver  directement ,  en  ne 
faisant  Tarier  pa^r  /,  que  la  seule  variable  qui  est  fbnctioii  des 
deux  autres  ;  et  cette  équation  est  celle  de  la  sur&ce  qui  sttislait 
à  h  queslion. 

L'équatbn  Csso  du  maxùmtm  ou  du  hwuImudii  étant  aux 
différences  partielles ,  son  intégrale  contient  de^  fonctions  arbi- 
traires (^Calc.  inti, ,  chap.  XVl),  Le  cas  le  plus  sitnpie  a  lien, 
lorsque  le  contour  de  la  surfiice  qui  doit  être  un  maximmn  wl 
un  minimum  y  est  supposé  toutp-l-bit  donné  et  invariable;  alors 
les  variations  de  r  et  dé  ses  dérivées  sont  nulles  i  et  Téquation 
aux  limites  a  lieu  d'elleHODéme. 

On  a  vu  (  Cak.  dtff*  )  que  Faire  d'une  surfoce  courbe  est 
représentée    par    Axi^  y    i  -f-  (-r— )"  +  (■j^J  •   ■"*«  • 


-  f 


/• 


^-v  '  <^y  H^y -^-'^^^•- 


Nous  avons  reconnu  qu'on  ne  devait  difTérentier  par  ^  que 
la  seule  variable  z  ,  fonction  de  jp  et  j^  ;  ensorte  que  dans  le 
cas  actuelle  de 

on  aurait  simplement 

^Vz=:  ^z'f  (^)  +  iz,p  (z,)  =  Miz^  +  Niz,  ; 
or 


9 


d^z  dz 

en  observant  que  M  -r—  =z=  Mi^-z—  z=z  Mi'z'.  Pareillement 

dx  dx 
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donc  . 

en  continuant  ^  désigner  par  un  accent  supérieur  la  dérivée 
par  rapporta  a?,  et  par  on  accent  inférieur  la  dérivée  pnr  rap- 
port à  y.  On  voit  d'abord  qu'il  est  est  impossible  que  la  double 
intégrable  de  f'Fdxâjr^  ou  de  J^f^  devienne  nulle,  quelle  que 
soit  la  variation  i'z^  k  moins  que  les  termes  affectés  simple- 
ment de  i^z  ne  disparaissent ,  ce  qui  donne  d'abord  l'équation 
générale  du  minimum 

M'  4.  A',  =  G  5 

et  conséquemment  en  effectuant  les  dérivations  partielles  in- 
diquées , 

et 

M^  +  M,=  Fiz^f  +  Zo)  —  {z'r  +  z,F,)  =  o,  \ 

est  l'équation  générale  du  minimum.  Or,  del  f^*:=:  i  -f-  z^^-^z/ , 
on  déduit 

f  P  =  z'zif  +  z,z/ ,      FF,  =  z'z/  +  z,z^f  ; 

de  sorte  qu'en  multipliant  l'équation  précédente  par  F^  ce  qui 
donne  ^ 

F-  {z'f  +  r;,  )  —  z,FF'—z,FF,  =  0, 

et  remplaçant  F*,  FF'^  FF,  par  leurs  valeurs ,  on  aura  après 
las  réductions 

(  I  +Z'»  )  Z/y  —  41Z%Z/  +  (  I  +-?/)*"  =  0, 

c'est-à-dire  ,  dans  la  notation  ordinaire ,  i 

/     ,   /  dz  \«\  i'z         àz    dz    d'z        /  _^^W  ^ 

V  "^  Vl^j  >)'5^~'' d^"d^,d^+l'"M,5?/y^^ 
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équation  aux  différences  partielles  du  second  ordre  ,  dont 
MM.  Monge  et  Legendre  ont  trouvé  Pîntégrale  par  des  mé- 
thodes ingénieuses  :  mais  la  forme  sous  laquelle  elle  se  présente, 
)a  rend  peu  susceptible  d'applications  utiles.  (Voy.  les  Mémoires 
de  r Académie  des  Sciences ^  de  1787.  ) 

Mous  supposons  dans  cet  exemple  que  le  contour  de  la  sur- 
face est  donné  ;  en  sorte  que  Féquation  aux  limites  n'entre  pas 
'en  considération. 

Problême  Y.  Entre  tous  les  solides  égaux  en  volume j  trousser 
celui  dont  la  surface  est  un  minimum. 

Ici  Péquation  de  condition  est 

JJfdxàty  =  const , 
et  on  doit  avoir 

ffàxAjr  V/  1  4-  ^'»  +  z/  =  minimum  } 
en  sorte  que 

^ffàxAy  V/  I  +z'-  -f-  V  +  yi'ffzàxiy  —  o  ^ 
ou  ce  qui  revient  au  même  , 

/f^.zdxdjr  +  xffê-.  àxdj  Vi  +  z'=»  +  z/  =  o  y 
c'est-à-dire  , 

ffàxdy.^z  +  y.ffdxàyi^V'T+T^^ÇT}  =  0  ...  (M) , 
en  observant  qu'on  ne  doit  différentier  par  ^,  que 


'    dx  ~^'    dy 


zi>  p  — j — ^=.z^,  On'a 


l/i  +  ^^^+V 
.   .        .dz  d^z       ^  ^  dz       d^z 

dx  dx    ^       '  dy        dj 
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donc 


1 1  àxAy.x,^  ^ 


+ 


Développons  successivement  les  deux  termes  de  cette  expression: 

z' 
en  désignant  par  Pie  facteur  ■  ■  ^on  intégrera 

V/i  +  z'*  +  V 
d^d^P  -—  y  ou  plutôt  Pdop  --7—  en  regardant    «    seul  comme 

variable ,  et  on  aura 

multipliant  par  Ay  et  intégrant  ^  on  a 

UyfPAx  ^  ^fPAy.lz-fAyfàx  ^  fz 

^fPiy.i-z-^ffàyàx^lzi 

tn  opérant  de  la  même  manière  sur  l'autre  terme 
dârd^Q  -T—  I  ou  0=a   ■■■■■'    '^       ,  et  ne  considérant 

d\abord  que  la  variabilité  de  y ,  on  trouvera 

en  sorte  que  Tcquation  (M)  devient ,  en  observant  que  A  est 


/ 


%i^  v.:       \* 

constant  i' 

fi»*  ■  »\  ~ 

4*oè  r<>JD  223bH  cfi  danx^éqtuitioiM  '        ' 

dP  *  èQ  «A     ^AA 

.'T=*-ay  *#=''•   Pdj4-ed,=ro. 

dont  1%  preinîire  çit  c^Ir  da  mâ^ôrâni ,  et  la  seconde  est  Pit 
quation  aox  limites.  On  sait  encore  ^oe  h  prçniière  ^aiMit^i|i 
tstia  condition  sons  laqodlo 

est  une  difKrentielle  çonîplÀte. 
Uéqaiûon  de  la  splfère  est       v 

(*—«)'-f(r—*)*4-(«— «•)?»»*.  . 

^ ,  I f  «  ëuqt  le*  ço«tdonp^  dn.çnptrvy-et  f  U  tayoo  :  on  «A 
dédoit  '    V       '  '     , 

_^        ...  T         -      T-rT^'i  .1  '     : 

^Ç=  -7====-=^-— J 
K  I  +  «'»  4-  V  ' 

en  sorte  qnç- 

qui  sf  ra  une  différentielle  complette ,  en  faisant 

l =  — ,  d*oii  A  =  —  ; 

r         r  2 

par  conséquent  la  sphère  jouit  de  la  propriété  du  minùnim  à% 
ffurfaçe  y  parmi  tous  les  solides  de  même  yolun^e. 
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Dans  îc  paragraphe  icr.  de  la  i'*.  partie  ^  section  V  de  la 
Mécanique  analytique  92®.  édiiion  ,  M.  Lagrange  considère 
Vëquilibre   d'un   fil   flexible   et  inextensible  ,  dont   l'élément 

ds=  V  àx^  +  dj'  +  àz^  =Xdx,  X  étant  \/i,^y^  -f  ^'*;  en 
sorte  qu'il  résulte  de  la  condition  de  l'inextensibilité  que  as  est 
une  quantité  invariable,  et  qu'ainsi  l'on  a, par  rapport  à  chaque 
élément  du  fil ,  cette  équation  de  condition  indéfinie  ^5  =  o  , 
par  un  coefficient  indéterminé  A  9  en  supposant  qu'on  n'aijt  pas 
d'autre  équation  de  conidition. 
Or  y  en  supposant 

dy  :=zyAx  ,  ày'  z=^yllix 
àz  =  z'àx ,  di'  =  z^^dx 
dL  =  Mdx  +  Ndy  +  Pdy  +  N'dz  +Pdz\ 


où 


,^      dZ       ^,       dX       „       dX       ^^,        dX        ^        dX 

^=lx>  ^=4F^  ^=3^'  ^'  =  17^   ^.=  V' 

et  par  conséquent 

i^L=^Mêx  +  Niy  +  Pfy'  +N'^z+P^z' : 

soient,    I*. 

fy^  zny'ix  +  «  ; 

d'où  l'on  tire 

,  d^  ^^^dxfày^T'dyHx d  (y'ix  +  0  )  idx 

•^  dx  dx'  dx  '^    dx 

y^dix    .      „  K      ,     d«  ,  i^^x 

d« 
^^'^^+d^' 

et  ^°, 

H-=.z'^X'\-9i' 


*  \ 


f 


/ 
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comme  ci-demu 


im  stm 


:  .      I  *       / 

•-r^  n^ëtant  pas  onè  différence  perUelle^  m>is-le  quotient 


différentielle  toule  dX  divisée  per  dsf  ;  saHrihaent  Otite  valent 
dans 

•  m 

oà-cïdésîgntnntîntëgnie,  onann  ^        %r. 
S)J(Ldx)=S)dLiiie+S)uà»  (i^^  4^^*+^*^ 

= 5a  (  JLcUic  + /«d£  )  +  5  ^  aW» + aP -j^ 

=  aI/s»  +  5  (  —  i;dAJ'*'+ x]V#  d*  +  aW*. 

+  xN'0'àx  +  ;)Lpd#0  ^ 
en  observant  que 

5a  (  Lifx  +  dLlx  )  s=  aZ^x  -^  SLixi'x. 
Or  ,  a  cause  de 

d.«'FA=dPAd#'+ i'.d.FA, 
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la  formule  précédente  devient 

Si  on  remplace  sous  le  signe  intégral  S  les  quantités  •,  •'  par 
leurs  valeurs  ^y  ^yi^x,  f'z  —  z'^x,  et  qu'on  observe  que^ 
dans  les  qnestiotis  de  mécanique ,  on  doit  introduire ,  sous  le 
9igne  S  les  termes  Xdm ,  Ydm ,  Zàm  au  nombre  des  coêfficiens 

é 

de  ^f  ^Y^  i'z^  dm  étant  un  des  élémens  de  la  masse  totale ,  et 
Xdm ,  ydm ,  Zdm  »  les  forces  qui  tirent  Félémcnt  suivant  des 
parallèles  aux  axes  des  as  ,  ^  f  t  ^  ,  on  aura  enfin  cette  équation 
générale  d^équilibfe 

+s^râm  +  dxÇ  2Va— i—  )  I  jy 

en  égalant  à  zéro  l'es  coefficiens  cle  ix,  iy,  /«,sou$  le  signe  S, 
on  aura  trois  équations  indéfinies ,  et  dont  les  deux  dernières 

,      „         A.Px  YAm    „,        d.P'A  Zâm 

déterminent  la  courbe  du  fil,  considérée  ici  comme  pouvant  être 
à  double  courbure  ,  après  qu'on  y  aura  introduit  ,  à  la  place 
de  A ,'  sa  valeur  tirée  de  la  première  :  celle-ci  se  simplifie  en  y 


4 
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■  ■  ■ 

et  elle  dterient 

X  dm  —  jLdA  4-^^^(1111  +  «"Zdm  r=  o  3 

d!o&  l'on  tire 

,       Xim+fYàm  +  MfZèm    Xa«4..rdr  +  Zdr  .       _ 

OÙ  le;  dënominattnr  lèsfi  «  est  une  quantité  cenatantt,  en  veita 
de  réqo^tion  de  condition  ;'inais  comqM  L  ne  iwierme  pa» 
«9  jr  et  «,.  on  a  Jlf=  o^  N=s  o ,  2\P  s  o  ,  ,e| 

...  '  •         y'  .  .  •       ■       ■jt' 

les  éqoalions  (i)  et  (a)  se  réduisent  donc  à, 

ràm  su  d.f?i  =  Fax  +  xàP....  (6) 
Zàm  =  d.FA  =>dA  +  AdP. . : .  (7)  , 

•es  valeors  substituées  dans  (3)  9  donnent 

_          ^dm  +  dA  (r'i^  +  xr'F  )  +  A(ydP+  z'dP  ) 
dA=  2^ ; — 


en  observant  que  y  :=zP.Lj  z'  =  P.L;  or,  des  équations  (4) 
et  (5),  on  tirç 

différentiant  et  divisant  par  2  9  on  a 

PdP  +  FdF  =  -rT  ' 
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substituant  ces  valeurs  dans  celle  de  d  a  et  réduisant ,  on  trouve 
Xam  ==  -jr-  —  — Y^ —  =  d  -— -.  • ,  •  (o) . 

La  chaînette  est ,  comme  Ton  sait ,  la  courbe  formée  par  un 
fil  inextensible  ,  uniformément  dense  et  pesant ,  suspendu  par 
ses  deux  extrémités  :  si  Ton  prend  pour  le  plan  des  x  ety  celui 
de  la  courbe ,  on  n'aura  que  deux  coordonnées ,  et  d'ailleurs 
Z=  o  ^  en  sorte  que  les  équations  (3)  et  (8)  se  réduiront  aux 
trois  suivantes  : 

,  •  Xdx  4-  Yiy    . 

dx  = 7-1 ^  dm  y 

hdx 

Xàm  =  d  -—  y 
Lé 

d'une  autre  part,  le  fil  n'étant  soumis  qu'à  l'action  de  la  pesan^ 
leur,  il  n'y  aura  de  composantes  que  suivant  l'axe  vertical 
des  1^ ,  en  sorte  que 

X  =  o ,       Yàm  =  gàs  , 

en  représentant  par  g  le  poids  d'une  unité  linéaire  de  la  lon- 
gueur du  fil  :  on  n'aura  donc  que  les  deux  équations 

Axr=igdy  y       d  —  =  o  ; 
d'où  l'on  tire 

A  =  «y+C    et    x=:C'X==CVHKr^, 

c 

égalant  ces  deux  valeurs  de  A ,  et  faisant  pour  abréger =^^ 

on  trouvera 

Au  point  le  plus  bas  de  la  courbe ,  on  a  jr'  =:  o  ^  et  par 
conséquent 

jr  +  C  =^a: 
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CHAPITRE    XX. 

Des  intégrales  Eulérienncs  (*). 

Ce  chapitre  est  un  extrait  fort  abrège'  de  la  seconde  partie  de 
Fouvrage  déjà  cité  de  M.  Legendre ,  dans  laqaelle  ce  géomètre 
traite  des  intégrales  euUnennes. 

/^    jc^""'djc 
',  ,   qu'on  sup^ 

pose  prise  entre  les  limites  â?  =  o ,  x  =  i  :  nous  la  représen-^ 
ferons  comme  Euîer  ^  par  le  caractère  abrégé  T-^ V 

La  seconde  est  rintégrale /âx  f /. j       ^    prise  de  même 

entre  les  limites  x=o  jXz=z\yl  indiquant  un  logarithme.  Euler 
représente  cette  intégrale  par  le  symbole  1  -^  L  en  suppo- 
sant que  a  soit  égal  à  la  fraction  rationnelle  -^  :  M.   Legendre 

la  représente  par  r  (o).  Il  ne  sera  question  ici  que  de  la  première 
intégrale. 


(*}  Quoique  Je  nom  d^Euler ,  dit  M.  Legendre ,  soit  attaché  à  presque 
toutes  les  théories  importantes  du  Calcul  inté^al ,  cependant  j^ai  cru  qu^il 
me  serait  permis  de  donner  plus  spécialement  le  nom  d'intégrales  Eulériennes 
à  deux  sortes  de  transcendentes  dont  les  propriétés  ont  fait  le  sujet  de 
plusieurs  heaux  Mémoires  à* Euler  ^  et  forment  la  théorie  la  plus  complelte 
que  Toa  connaisse  jusqn'*à  présent  sur  les  intégrales  déiLoies. 


DE  Calcul  intégral.  625 

Cette  prcmîère'intëgrale  prise  depuis  a;=o  jusqu'à  :»  =  i  est, 
en  général ,  une  fonction  des  deux  exposans  ;7  et  ^ ,  et  de  71 
qu'on  regarde  comme  des  nombres  entiers.  Mab  en  supposant 
71  constant ,  nous  comparerons  entre  elles  les  diverses  valeurs  de 

qui  répondent  à  une  même  valeur  den  j  afin  de  réduire  au 


moindre  nombre  possible  les  transcendentes  renfermées  dans 
cette  expression. 

Nous  observerons  d'abord  que  les  deux  exposans  p  tt  if 
peuvent  être  échangés  entre  eux.  En  effet ,  si  on  fait  a:"=i— ;;^", 
on  aura 


n 


1/(1— Jî")'—'^  ^/(l-^jr»)n-p 

«t  la  transformée  en  y  devra  être  intégrée  depuis  j^  =  i  quî 
répond  à  :c  =  o  ,  jusqu'à  j^  =  o  qui  répond  à  a;  =  14  et  comme 
alors  on  peut  mettre  a;  à  la  place  àty  y  on  aura 

on  suivant  la  notation  adoptée  t 

■  (f)=(f)-"«'  • 

ce  ^ui  est  la  propriété  annoncée. 

Mous  démontrerons  maintenant  que  si  dans  la  formule  C-^  \ 

l'un  des  nombres  p  et  q  est  plus  grand  que  n ,  la  formule  se 
rjimene  aisément  au  cas  on  p  ^t  ç  sont  compris  L'un  et  l'autre 
<Btre  les  limites  i  et  n.  Soit  à  cçt  effet 

40 
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on  aara  la  ilifTérentielle 

d'otlt  l'on  tire  en  intégrant 

donc  si  l'on  prend  les  intégrales  entre  les  Ihnites  9=o\  «=i, 
et  qu'en  même  tems  on  suppose  k'^o ^  ^^  Oj  afin  que  Z 
s'évanouisse  dans  les  deux  limites  ,  on  aura 

yi*-*-"-»(i— ««y-^dxrs-r-- /i*-»(i— x-y-'dx  J 

d'où  il  suit  qu'en  faisant  Ar-f-'tss/F,  r=  -^  ^    hypothèses 

et  le  second  se  change  dans  — /x^— •""'  (i— x")    "    ds 

P+Ç—n 

p^^n        /*  x''  ""*"  "■  '  dx 

=  — ; /    ,  y   on  aura  suivant  la  notation 

p  +  q  —  nj    -  ^_ 

adoptée 

au  moyen  de  cette  formule,  toute  fonction  ( -^  )  dans  laquelle 
on  a  ^  >  n  ,  se  réduira  successivement  aux  fonctions  f  j , 

f^ J  j   etc. ,  jusqu'à  un  terme  ( -2- j  ou  ( -^  ) 

dans  lequel  p'  sera  le  reste  de  la  division  de  p  par  n. 

Arrivé  à  ce  terme ,  si  de  son  côté  y  est  >  « ,  la  fonction 
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(  J—  J  qui  est  la  méine  ,  d'après  (û)  ,  que  ( -~-  )  9  se  réduira 
successivement  aux  fonctions  (--^ — - — j  ,.  T-^ — Z — j  ,    etc. 

jusqu'à  un  terme  (-V")  ^^  ("7"/ ^   ^°^  lequel  q'  sera  le 

reste  de  la  division  de  q  par  n. 

On  voit  donc  qu'on  peut  toujours  supposer  la  fonction  repré- 
sentée par  (  "=--  J  réduite  à  une  forme   où  les  nombres  p  et  q 
\  q  ^  ^ 

soient  comprb  tous  deux  dans  la  suite  i  ,  2 ,  3. .  •  .n. 

Cela  posé  ,  il  y  a  deux  cas  principaux  où  l'on  peut  trouver 

immédiatement  la  valeur  de  (-^  )  >  c'est  lorsque  le  nombre/» 

est  égal  à  l'un  des  deux  nombres  p  eiq  ^  ou  lorsqu'il  est  égal  à 
leur  somme. 

Soit  i**.  q=:n:  on  aura  immédiatemeut 

intégrale  qui  pour  x  =  o  ,   est  C ,  et  qui  j  pour  j?  =  i  ,  est 

1-  C,  en  sorte  que  la  différence  entre  ces  deux  intégrales, 

qui  est  l'intégrale  prise  depuis  x  =  o  jusqu'à  «  =:  i ,  se  réduit  à 
,   d'où  résulte 

Soit  2^,  p'-^qzszn  j   ou/?  =  a,   ^=:n  — a:oii  aura 

(—^  =yi''-*  (i— a;")  ~"r  d«  :• 
faisant 
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on  aura  la  transformée  rationnelle 

(p  \ /     g     ^ /^r"-«-«dr 

intégrale  qui  doit  ctre  prise  depuis  ^  =  o,  qui  répond  à  âp=i , 
jukqu^à  jr  =  QO,  qui  rëpond  k  «=o,  et  pour  laquelle  on  trouve 

(  Voy.  /m  Traités  de  Cale,  inté.  (TEuler  et  de  Lacroix),  A  l'ex- 
ception #  ces  deux  cas  généraux ,  toutes  les  quantités  désignées 

par  T-^  jsont  des  transcendantes  plus  ou  moins  composées , 

selon  la  valeur  de  n,  et  ne  sont  point  susceptibles  d'une  évaluation 
exacte.  Mais,  pour  chaque  valeur  de  71,  on  peut  exprimer  toutes 
ces  transcendantes  au  moyen  d'un  petit  nombre  d'entr'elles. 

Observons   qu'en   écrivant  p  -{-  n  pour  p ,    l'équation   (^} 
devient 

^      1      ^        P+Ç  ^  y  /  ' 
d'où 

(f ) = ^  (^)  ■ 

si  dans  cette  dernière  on  change  p  en^J-j"  ^  ^  ^'^  ^ 
/£+^N  _  p  +  ç  +  n  /  p  +  2.n  \ 
V      y      /  P  +  ^        N         y         ^' 

sous  la  même  hypothèse ,  celle-ci  donne 

/2+j^\ __  p  +  ç  +  ^^   c  P  +  3/»  N . 

V         ^        /  p'\~2.n         \        ç        / 

donc  ,  en  général , 

/'P\_P+Ç  P+fJ-^^  p+ç+2n        p^g^in  / p+(^i+i)n\ 
\Ç/         P         p+n    "    p-f2«  o  +  m    \  a  A 
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{  létant  un  nombre  entier  positif  quelconque  :  mettant  j9  +  r 
au  lieu  ie.  p  ^  on  aura  semblablement 

q  p-j-r    '  p-fr-j-i»    '  *  p^r+in  \  ç  J' 

Divisant  ces  deux  formules  Tune  par  Tautre ,  et  faisant  pour 
abréger ,  ; 

PiP  +  9  +  '')     * 

^//  =  (/^  +  y  +  ^)(/^  +  ^+^) 

j^j,f_  (;>  +  y +  a/y)  C^  +  r  +  a/») 


etc.  I 


nous  aurons 


œ „  (z±<i±ii^) 


Supposons  r  positif  et  plus  petit  que  n  :  il  est  clair  que  la  quan- 
tite  f  ^^   ^v  -r  y —  \  ^^^^  plus  petite  que  f   V  '  ■>  >  \     — J  , 


•  n  J»  (i -L.  a^ /l   N 

et  plus  grande  que  f  ^ ^^ — • jp  car  on  a  diaprés  (a)  , 

/f^+r+0  +  i)/i\  _  /  p  \      /P  +  ii+i)n\ 

d^ailleurs  si  on  considère  diverses  formules  intégrales  (  -^  j  y 

qui  ne  différent  que  par  Texposant  p^  comme  ces  formules 
désignent  chacune  l'intégrale  depuis  xzzzoj  jusqu'à   a;  =  i  , 
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d'une  dîfTcrentîelle  ^ —  dont  le  dénominateur  est  le  même 

pour  toutes ,  îl  pst  évident  que  Pintégrale  sera  d'autant  plus 
petite  que  p  sera  plus  grand,  ^ais  la  formule  (^)  en  y  chan- 
geant /7enp-)-('4~^)  ^^  devient 

^         9         )      p  +  ^  +  C^'+O"  \         ^         / 

d'où  l'on  tire 


) 


donc  on  a  d'une  part  le  rapport 

«t  de  l'autre 

/  ;^  +  (''  +  0h  \ 


< 


^  +  '•+('  +  0'»  A  T'+C'+O"     • 


/  P  +  ^+C'  +  O^  A 

Si  l'on  veut  donc  que  ce  rapport  soit  compris  entre  1  et  i  -j , 

k 

il  faut  poser    ^        ^T-   .     ^     =  -^7~ >    «^'où   Ton    tire 

V*  —  P  1 

ï  +  1  ==  -^ 5   *^  alors  on  aura 

n 

(-) 
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Ji!  étant  .^  k.  On  sait  par  cette  équation  combien  on  approche 
du  rapport  de  (-^  )  à  (-^ J^  et  il  est  clair  qu'en  pro- 
longeant ce  produit  à  Tinfini ,  ce  qui  a  lieu  sous  Thypothèse 
A'  =  00  ,  on  aura  la  vraie  valeur  du  rapport  ^  laquelle  sera 

•         (X.) 

'         ssJlf'.M'.Jtf* .M»,  etc. 


Maintenant  si  dans  cette  équation ,  on  échange  entre  elles  1ns 
lettres  f  et  r,  les  quantités  M*»,  M',  M^,  etc.  resteront  les 
mêmes  ;  de  sorte  qu'on  aura  encore 


(f) 


( 


4^) 


^  M^  .M' .MU  .mf ,  etc.: 


donc  par  la  comparaison  de  ces  équations ,  on  obtient  la  for^ 
mule 

dont  la  découverte  est  due  au  célèbre  Euler. 

On  a  fait  remarquer  que  les  formules  (c)  et  {à)  donnent  les 

valeurs  exactes  de  la  fonction  f j,   lorsque  l'un  des  deux 

nombres  p  et  ^,  ou  leur  somme  est  égale  à  n  ;  supposons  main- 
tenant qu'on  connaisse  de  plus  toutes  les  valeurs  de  (-^  )» 
lorsque  ^  -f.  ^  =  ti  —  i ,  ou  lorsque  prrn  —  o  —  i,ety=:û;    » 
et  désignons  ,  en  général ,  par  Aa  la  fonction  ( j  , 
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en  scrie  qiiVn  aîl  '  '  'rî  :•   'i 

( '    )  =  -^a*  •  •  •  C/)  f 

on  aura  donc  saccessivement  pour  as=i,=2y==3,  etc. 

et  parce  que  (-^  j  =  ("^  )  >  on  aura  aussi 

On  conclut  de  la  première  suite. .^., ,...f««^^*.i 

et  de  la  seconde ,  A  a  =  ( ^  Jî   ^opc ,  f  n  général , 

Pour    n=:jj    on   a    les  trois    auxiliaires   ji^  =  f J  ^ 

-K^a  =  r  -; J  ,     -^3  =  r~ô~  )  ^     puisqu'on  tfOUVC  •  •  • 

Four  /2 1=  8  ,  on  n'a  encore  que  les  trois  auxiliaires  Ai  1  A^ 
,      et  A3;   car ,    en  vertu  de    l'équaiion  (£)  ;  et  en  faisant  n  =  H 
et  a  =  3 ,  =  2 ,  3=  I ,  on  ai  A^^=A3^  A^  =  Aij  A6=:  Al. 

Cela  posé  ,  au  moyen  des  équations  (c)  ,  (d)  ^  (e)  ,  et  dos 
auxiliaires  données  par  l'équaiion  (y)  x  on  peut  trouver  l'ex- 
pression générale  de    ( j  dans  deux  cas  généraux,  i".  lors^ 

que  p  -\-  ^  est  <C,  fi  ;   2°.  lorsque  ^  +  J  est  >  n.  C'est  ce   que 

flous  allons  développer. 
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V.équation  (e)  |. sons  les  hypothèses  /?  =  «*— a— ^i  ,  gzzziaj 
r  =  I  9  donne  n 

d'où  l'on  tire ,  d'après  (/) , 

^  ' .       (=^)     .  (^) 

V  n  —  1  J 


e^ ,  d'après  l'équation  (^  , 

\  I  /  sin  ^ 

^insi  on  connaît  toute  fonction  (  -^  )  dans  laquelle   Tun  dâs 

deux  nombres  /?  et  y  est  égal  a  l'unité  :  si ,  pour  plus  de  sim- 
plicité ,  on  met  a  en  place  d9  n— 'a— x ,  en  aura  pour  le  uiême 
^bjet  y  la  formule 

/  û  \  _    ^asîn(g+i)»>  , 

I  1  —  . — — .  • , .  ^  ï  ^  , 

\    1     /  SUl  â» 

■en   observant  que   A^^^a^x  =  ^a?   d'après    (^)  »    et   que 
sîn  («  —  a —  i)  «  =  sin(»  —  (^ +')*')  ==  sîu  («  +  i)  a». 
I^a  méine  équation  {è)  donne  ,  pour  pz=.n, —  a  — i^ ,  y  :=  a , 
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mais  diaprés. la  relation  précédente  , 

(n — a — a\          .         sin(ii>{-i)«          .,  .„           /      i       \ 
)=Aa+i  — ^.  ;     d'ailleurs    ( ) 

=  r j=jét  9  et  d'après  Téquation  (/)  ( )=-^«: 

donc  l'équation  précédente  devient 

(n  —  «  — a\ Aw^^A^t   5În(fl-|-i)« 
a          J  Ax  siïim 

Kinsx  on  a  la  Talear  de  toute  fonction   (  -^  \  dans'   laquelle 

p  -|-  ç  est  R  <—  a  9  parce  qu'ici  pz=zn  — •#! — 2  et  ^=  « ,  r  étant 
toujours  =  I. 

De  l'équation  (e)  on  déduit  encore  immédiatement 

(n  — #ï  —  3\    /n  —  3\      /n  —  «.^Bn    /h— «— a\ 
— z — )-\r-r-)'=K — i — ;  K — z — > 

ce  qui  donne 

(y>— ^•— 3\ Aa.Aa^,,Aa^^     sm(a-^i)êt. sin (g -f" ^) ^  , 
a         J  AiA^  sin  AT. sin  2  «» 

ainsi  on  connaît  la  raleor  de  toute  fonction   ( -^)   dans  la- 
quelle p  '\-  ç  z=n  —  3. 
On  aura  donc  en  général 

a        /  AiA^..,,Au-.i  jin»  sin  2ûr....sin  (A — i)» 

•valeur  de  toute  fonction  {  -^  J  dans  laquelle /7-|-^  est  moindre 
que  n. 

Pour  avoir  l'expression  générale  de   f-^j  ^    lorsque  p^\^^ 


DE  Calcul  intégral.  635 

est  >  Il ,  observons  qu'en  faisant  dans  (e)  p  =z  n  —  a  -{^  k  ^ 
az=za  j  r  =  I  ,  'cette  équation  devient 

(î=f±*)  (îî±^)==  ("-^'^*)  Ç^+^+y . . .  (/,)  : 

é 

or    Téquation  (b)  sous  le*  hypothèses    p  s=:n^ky  9  =  Xf 
donne 

d'ailleurs ,  d'après  l'équation  (i  )  ,  en  changeaiU  ut  en  itr , 

k  \       y^i(  sin  (  Ar  4-  I  )  « 


(4-)= 


sin  m 


et  de  l'équation  (^)  dans  laquelle  on  change. «en  tf  — -à-*-  i  !f 

on  lire 

(n — û+^  \         ^               sin(a— -Ar— i)i» 
)  =  ^«^««1 1 j 
I         /                                     sin  tt 

substituant  toutes  ces  valeurs  dans  (  ^'  )  9  «t  dégageant 

•  n— fl+Ar+ix     .,    .     j 
I  '    ■  1  >  **  viendra 


tout  se  réduit  donc  sr  trouver  la  valeur 


a.C-=fti)o, 

J'oquation  (e)  en  changeant  ^  en  n  —  a ,  f  en  a,  et  faisant 
r  n=  1 ,  donne  ' 

(n— UN    /n\        /n — a\   /n  —  n  +  iN 
~r-;  •  KT) = (.-r-;  c — a — y 

d'où  l'on  tire 
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n^a-^  I  \        \      a      /    \  i   / 


(^=F^)= 


(^) 


maïs  r )  =  ( )  =  -: y  d'après  (d)  ;  d'ailleurs  e» 

\    a  •  /       \n  —  oy      smam        ■ 

faisant /7  =  i  dans  (c),  on  a  (  —  )=  i ?  et  l'équatîon  (h)  en  y  chan- 

,  yn — a\  .  sin  (  fl — i  )  • 

géant  a  en  a  ^— >  i ,  donne  ( )  =  Aa-^t  . J 

\     I     /  sin  <^ 

cloBC  la  précédente- détrieht 

/  n  —  a  -}-  I  \  ■  1  tf  sin  A» 


Aa~^i*  shi  ûÉ^.sîn  (a — 1)41 

de  là  et  de  l'équation  (/)/  on  déduit  successivement  en  faisant 
A:  =  I ,  =  2  ,  =  3  ,  etc. , 

(n — flf+2\        I  A^  «sin  »  sin  aa» 

a       J        'j.    y^«_,.yya_a  sin  û<y  sin  (<ir — i  )  â>  sin  (<» — 2)» 

(/i — û-^3\        I  yi^.A-x  <».sin  âf.sîn  2â[r  sln.3tf 

a       /        3   yla^x'Aa^7.'ylu^i  s\naôûS\ï\{a — i)a»sin(a  —  3)tfsin( 

etc.  ; 
et ,  en  général , 

/n — a-^-kx         I      A^yio.»  .  *A[,_x  «  sin  û>.sin2(4>...sinÂrû> 

\       a       J       k    Aa^xAa~~i-"Aa^k  ^^^  0(às\ï\{a'\- i^i,k^..ûn  (^a — A). 

formule   qui  donne  la  valeur  de  la  foncllon    i j  ,     lorsqi) 

p  '\'  <l  surpasse  n  ,  puisqu'on  a  ici  p  =zn  —  fl-|-A',  ^rrro,» 
conséqueinment  p  -{-  g  zriz  n  -{^  k  :   ainsi   en   la   réunissant  à 
formule  (^)  ,  on  a  généralement  l'expression  de  tonte  fonclic 

( )y   en  supposant  seulement  connues  îe^  fondions  sein 
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blables  pour  lesquelles  p-^^çz^n  —  i ,  pulsquUl  n'eqlre  clans 
les  équations  (k)  et  («)  que  les  auxiliaires  y^,,  ^a  ....^a^it^,, 
depuis  Al  jusqu'à  y^n— 1- 

Pour  examiner  plus  particulièrement  les  fonctions  de  la  forme 

( j  y  reprenons  la  valeur  primitive  de  ces  fonctions ,  laquelle 

est  ^ 

jc^-'dx 


( v)  =A 


si  Ton  fait 


xr» 


1—0;**=-; *      ou     x"= ± \/i  —  r'», 

«n  aura  pour  transformée 

quant  aux  limites  de  cette  nouvelle  intégrale,  il  faut  observer 
que  les  valeurs  a;"  =  o  ,  «"  = ,  «"=  i  ,  donnent  respec- 
tivement z  =  o,z  =  i,  z=o;  d'où  l'on  conclut  qu'il  faut 
prendre  deux  fois  l'intégrale  en  z,  depuis  z:=o  jusqu'à  z:=i  , 
pour  avoir  celle  de  la  proposée  dea;=oàx  =  i;  et  comme 
alors  rien  n'empêche  de  mettre  a;  à  la  place  de  z ,  on  aura , 
après  la  multiplication  par  2 , 

\  a  J       ^  J  \/TZI^  ' 

cette  intégrale  est  aii^i  réduite  à  la  forme  la  plus  simple  dont 
elle  soit  susceptible ,  puisque  le  radical  n'est  plus  que  du 
second  degré. 

£n  obsen^ant  que  les  fonctions  (  ——-  j  sont  les  plus  simples 
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entre  les  fonctions  (-^J  >  M.  Legendre  enseigne  âi  les  suBs- 
tîtuer  aux  auxiliaires  A  pour  exprimer  par  leur  moyen  toules 
les  fonctions  (— )  f   ^  cet  effet ,  en  désignant  ( )par  Jtf., 


9 


et  parce  qu'on  peut  supposer  a^  /z ,  il  déduit   de  la  fbr« 

mule  (k) ,  en  changeant  A  en  n  —  :2  a  , 

\fl/  *      -/^i.-^2....-^n  — aa— X  *  siu  «».sin  a  «»...sin(ii — ^a — i)i   ' 

valeur  qu'il  transforme  dans  celle-ci , 

*  --        v^g»  A^,!»»  •Ayg^t    sin  (fl  -^-i)  <»sin  (g  +  a)  #.  #«sîn2tf»  ' 

Jutt^zz  — — — .  '  y  ; 

AiA^.,nAa~^i  sm«sm2tf««  «sma* 

et  dans  laquelle  il  fait  a==îi  ,  =29  =3,  etc.,  hypothèses  qui 
fournissent  des  relations  entre  Mi ,  M^ ,   etc.  et  les  auxiliaires 

Aj  ,  -/la  9  ^tc. 

Nous  ne  suivrons  pas  Tauteur  dans  les  recherches  auxquelles 
la  question  précédente  donne  lieu  ,  et  nous  reprendrons  avec 
lui  la  formule 


aa 


\  «  /•  J  l/i— x" 


V 

qu'il  s'agit  d'intégrer  par  approximation.  Soit  \/ 1  —  a:"~i  —  )•, 
d'où  a?"  =r  2,y  — jr^  ;  on  aura  pour  transformée 


2a  a 


(^)=.-vy:t,(,_i)T-s 

cette   différentielle   étant  développée  et  intégrée    depuis  j=:o 

jusqu'à 

oblient 


jusqu'à  yz=zi ,  limites  qui  répondent  à  :r  1=::  o ,  et  or  =  i  ,  ou 


\ 
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an      n-^a  SLn.^n  ani'^a 


+  / — n  •  ô r—  +  etc. 

fonnulf  convergente ,  paisque  chaque  terme  est  moindre  que 
la  moitié  du  précédent. 

£n  général ,  si  on  veut  avoir  la  valeur  approchée  de  l^in^ 
tégrale 


il  faut  partager  cette  intégrale  en  deux  parties,  l'une  depuis  «"r=o 

jusqu'à  x^  = y  Pautrc  depuis  «*  = jusqu'à  «*•  ==  i  : 

b  première  partie  étant  nommée  P,    on  trouvera  par  les  déve- 
loppemens  ordinaires 

\/i  2tit       n+i^  an.4n  a^^+p  ^^ 

Pour  avoir  la  seconde  partie  que  nous  nommerons  Q^  il  faut 
faire  oî"  =  i  — y  :  alors  on  aura 


èl  U  transformée  eny  devra  être  intégrée  depuis  jr"  = jus- . 

qn^à  y  =  o  ;  et  ea  changeant  le  stgoe,  elle  devra  être  intégrée 
depuis  y  ss  0  jii|squ'à  y^  z=s :  on  aura  donc 

\9  3/1      »  +  y  a/i»4»  *"+9^  / 
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£n  rciinissant  ces  deux  parties ,  on  obtient 

fI.\  —  (  ^P        »n  n+p  a«.4n         *«+/»  >'>...„ 

\9         an    n-(-^  aR.4^         aii+y  / 

formule  convergente  ,  comme  il  est  aisé  de  voir.  L'auteur  ob- 
serve qii^on  obvie  ainsi  à  Tînconvénient  que  présenterait  la 
niclhode  ordinaire,  si  Ton  voulait  intégrer  tout  d^un  coup  la 

formule  (  -^  J  depuis  x  =  o  jusqu'à  â;  =  x  ,  ce  qui  donnerait 

la  suite  très-peu  convergente 

r-P-W-LH-^::zJ.-L.  +  C"-yX^»-y>.— L_  +  etc....(/' 

\  ç  y         p  n       Ti'i-p  n,2,n  SLn-^-p 

Lorsqu'on  suppose  prrzç^a  ^  la  formule  (h')  se  réduit  à  la 
formule  (^)  trouvée  par  une  autre  voie 

M.  Legendre  cherche  la  valeur  de  la  fonction  (  *^  j  dans  le 

^  cas  où  R  est  très^grand  par  rapport  aux  nombre  p  et  ç  ^  et  il 
obtient 

pour  la  limite  vers  laquelle  tend  continuellement  la  fonction 
(-^  j,  lorsque  n  augmente  de  plus  en  plus,  p  ^t  ç  restant 
lés  mêmes ,  celte  expression  est  en  même  tems  une  valeur  ap- 
prochée de  l -^  )  ?   lorsque  p  tlq  sont  des  nombres  très-petits 

par  rapport  à  n  :  ainsi  pour  p  =  ç:=zi  et  n=z  12^  on  aL  ^  a  très-^ 
peu-prcs  , 


(-r)==0-é)- 
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Enfin  nous  tenninerons  cet  extrait  abrégé  de  la  seconde  partie 
de  rintéressant  ouvrée  de  M.  Legendre  par  rintégratâon  entre 
les  limites  âP^=o  et  x=iy  des  formules  intégrales 

Jf  «^— *d«log— -  /  oc''— '  djc  log' ^— 

V/(i— «»)"-^*   O'    |/(i— «»)"-» 


f: 


Si  on  désigne  par  Z  la  fonction  f  -^  j  ,     ou     l'intégrale 
prise  depuis  xz=zo  jusqu'à  x  =  i ,  les  dif- 


^  .  r 


V/(i— X")'— ^ 
férentielles  successives  de  Z  j  prises  en  faisant  varier  la  seule 

quantité  p ,  et  observant  que  — -r z^z  xf'^*  Ipg  x  9  seront 


dZ 
dp 


••  • 

/  xf^^dx  \os 

— /■      • 

t^     l/(i— X")"-» 
dp*  /    "        , 

«V»'        /  % ^ 

ces  intégrales  étant  prises  dans  les  limites  énoncées.  Mais  en 
remontant  à  la  formul.e  (t')  ,  c'est-à-dire , 

J&  = -f.  — -J-., — r h  '  •. : h  etc.; 

p     ^       n       »n-p  n.a/»  âiï  +  /? 

41 


l 


64»  JLbçoms 

on  en  déduit ,  en  diflerentiant  par  rapport  à  p ,'    ' 

\p*  n     in+pY  n.an  '{in+py"^ 

(n— y)(an— y)  i 


=     ^./'-L  +  ïi:? i_  + 


(n— yXaw— y)  i 


7i.:iit    ■        (a/i  +  />)^ 


+et 


-l-et 


On  a  donc 


xi'^^Ax  log 


V/(x  — a?»)'»- 


x^^^in  —  ^  I 

7^  »»      *  (»+;;)• 


H ., r-r-  +  etc.  « 


/   a:'^'  cbc  log'  — ^ 
1     f JC       _    I  n  —  ^ 


V/(i_jc'»)'»-f 


ii*2n 


(^+rt^ 


+  etc.  , 


n  —  ç 


V/(i  —x'^y-f 


^      (p+p)"" 


7}. 2  TZ 


ces    suites   ayant    rinconvenient   de   n'être    pas    sufYisamment 
convergentes  ,  M.  Legendre  reprend  la  formule  (A')  qu'il  diffé-  ^ 
rentie  par  rapport  à»^,  et  en  se  bornant  à  une  seule  différen- 


tiation  ,  il  obtient  pour  l'intégrale 


0?;»  — «dxlog 


X 


une 


/(  I  —xy- 
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série  convergente ,  mais  d'une  forme  compliquée  ;  inconvé- 
nient qui  aurait  lieu ,  à  plus  forte  raison  ,  en  passant  à  la 
dilTérentielle  du  second  ord^e  et  d'un  ordre  plus  élevé  ;  c'est 
pour  quoi  il  a  recours  à  d'autres  moyens  pour  évaluer  facilement 
les  intégrales  en  question. 


FIN. 


ERRATA. 

Pag.  3a,  Itg.  9:é<ioarîoik(^f'£fM:  {A'). 

68 ,  lie.  7 ,  en  remontant  :  —fixa.  Usez  :  -rfà*  c^ 

4  4 

i33,  lig.  6,  en  remontant  :  d'ares  rectangulaîi 
d'axes  rectangulaires  et  an  centn 
t49t  lig-  4  '■  ^^^  pi>ints  n  et  M ,  Usez  :  des  points  m  cÇ 
,197,  lig.  4,  en  remontant:  l'aire  ^Pra,/wez  :  l'aire viïll 
57e,  lig.  Il,  tu  remontanlî/CW  — dW^+d'Q— etc.)<l 
Usez  :  /CJV  —  diV  +  d'P—  etc.  )  ^x. 
'    Sçpilig.  5,  en  remontant  :  -|-  p)  ^,  Usez:  etc. )/c 
5<)4tI>g-3)  ■="  remontant  ;  dans  la   premii 

Usez  :  dans  les  premières  «questions. 
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